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unse meiner. Sammlung vor Aufgaben aus der aualytiſchen Geo- 
metvie ber. Ebene, welche. vor einigen Jahren im Druck erfchienen ift, 
babe ich bereits eine Sammlung von Aufgaben .aus der Geonietrig 
des Raumes angefündigt. Ich hatte die. Abficht, Diefe Sammlung in 
N zwei Abſchuitte zu’theilen, von welchen der erſte Aufgaben, die ver⸗ 
Vmittelſt der endlichen: Analyſis zu loͤſen ſind, und der zweite ſolche Auf⸗ 
gaben enthauten ſollte, bei deren Loͤſung die Inſmiteſimalrechnung zur 
u Snmenbung, kommt. Es zeigte ſich aber fehr bald, daß jene erſte Ab⸗ 
Dtheilung, o bgleich ich mich einer ſehr gedrängten. Kuͤrze befleißigte, 
ſchon allein. einen Band fuͤllen würde, und dieſer iſt es, welchen id) 
> biermic dem mathematiſchen Publcum Übergebe: —erſt jetzt, weil 
vdußere Verhaͤltniſſe mir nur eine: e ſehr geringe Muße für mathemaciſche 
¶beiten übrig Hafen. - 


"he Lehren dee "anafpeifüpen. Geometck, welche bet der Auftöfung 
der w Aufgaben. ‚zur. Anwendung kommen, fand ich in den mir befannten 
Lehrbuͤchern nicht ſaͤmmtlich oder. nicht. vollftändig vorgetragen. Des⸗ 
halb ſah ich mich auch hier, wie in meiner erfien Sammlung, genö- 
thigt, dieſe Lehren aufzunehmen; doch habe ich. Diejenigen, welche in 
den meiften Lehrbuͤchern enthalten find, weil fie eben den Anfängern 
zum größten Theile befannt feyn müffen, nur in ber. gebrängteften 
Kürze vorgetragen. Und daher kommt es, daß nicht Alles mit glei⸗ 

cher Ausfuͤhrlichkeit dehandelt iſt. Diefe Uingleichförmigfeit. in der 
Ausführung der. einzelnen Lehren, die einem Lehrbuche alerdinge zum 
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a In meiner. Sammlung von Aufgaben aus ber: analytiſchen Geo⸗ 
metrie der Ebene, welche vor einigen Jahren im Druck erfchienen ift, 
babe ich bereira eine Sammlung von Anfgaben aus der Geometrie 
des Raumes angefündigt. Ich hatte. die Abficht, dieſe Sammlung in 

r zwei: Abfchnitte. zu'cheilen, von welchen der erfte Aufgaben, die ver- 
mittelſt der endlichen Analyſis zu loͤſen find, und der zweite folche Auf⸗ 
> gaben enthalten ſoͤllte, bei deren Loͤſung die Infmiteſi malrechnung zur 

N Anwendung: kommt. Es zeigte ſich aber fehr bald, daß jene erſte Ab- 

Stheilung, ‚ohgleich ich mich ‚einer fehr. gedrängten. ‚Kürze. befleißigte, 

a fhon allein; einen Band ‚füllen wuͤrde, und diefer iſt es, weldyen ic) 

2. hiermit . dem -mäthematifchen Publcum uͤbergebe er jetzt, weil 

- N außere Berhaltniffe tie. nur eine e ſehr geringe Muße für matgematifche 
Ss Arbeiten uͤbrig Kinßen. u 
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He Lehren dee aneiytiſchen Geometre, welche bet der Auftöfung 
der Aufgaben: zur. Anwendung fommen, fand ich in den mir befannten 
Lehrbüchern nicht ſaͤmmtlich oder. nicht. vollftändig vorgerragen. Des⸗ 
halb ſah ich mic, auch hier, wie in meiner erfien Sammlung, genö- 
thigt, Diefe. sehen aufzunehmen; dod) habe ich. diejenigen, welche in 
den meilten Lehrbüchern. enthalten find, weil fie eben. den Anfängern. 
zum größten Iheile bekannt feyn müffen, nur: in ber. gebrängteften 
Kürze vorgetragen. Und daher Fommt es, daß nicht. Alles mit glei- 

cher Ausführlichkeit behandelt iſt. Diefe Ungfeichförmigfeit in der 
Ausführung der. einzelnen Lehren, die.einem Lehrbuche allerdings zum 
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Tadel gereichen würde, mag bei diefer Aufgabenfanmlung durch deren 
Zweck ſich rechtfertigen. 


In den zwölf erſten $$. habe ich Alles, was die Beſtimmung des 
Punftes, der Ebene und der geraden Linie durch rechtwinflige und 
fehiefwinflige Coordinaten betrifft, und mehrere dahin gehörende Auf- 
gaben in möglichfter Kürze aufgenommen. — Der 6. 13 enthält die 
Transformation der Coordinaten, die ich in gemwifler Beziehung viel 
ausführlicher behandelt habe abls dies in den bie jet vorhandenen Lehr⸗ 
büchern gefchieht. — Die $$. 15 bis 25 handeln von der Eollineation 
und der Reciprocität. Die allgemeine Collineationsverwandtſchaft, 
welche Herr Möbiug zuerft aufgeftelle hat, führe zunächft, durch die 
Betrachtung der gegenfeitigen Lage zweier collinear verwandten Sy- 
fteme, auf eine befondere Art diefer Verwandtſchaft, welche ſchon Herr 
Ponceletin.dem Anhange zu feinem Traite des proprietes pro- 
jectives etc. angedeutet bat, und die ich centrifche Collmeation nenne 
(9.17). Nicht jede zwei collineare Syſteme, fondern nur zteei cen- 
triſch «coßliieare. laſſen ſich in eine folche Lage bringen, daß alle Ver⸗ 
bindungslinien homologer Punkte fih in einem amd bemfelben Punkte 
treffen. Ju diefer. Lage nenne ich die beiden Syſteme coflinear - lie⸗ 
gend. — Jene befondere Art ber Collineation, welche Herr Möbins 
Affinitaͤt nennt, habe ich wiederum nur fehr Furz berührt und dasjenige, 
was die gegenfeitige Lage affiner Syſteme berrifft, umerdrtert gelaſſen. 
Dagegen biele ich es für angemeffen, die Aehnlichkeit und die Gleich⸗ 
beit etwas ausführlicher zu behandeln (86. 20 und 21). — Der vielen 
Anwendungen wegen, die fich von einer gewiſſen Verwandtſchaft zroeier 
Spfteme machen laffen, von welchen das eine aus Punkten, die ſaͤmmt⸗ 
fi) in einer Ebene liegen, das andere aber aus Geraden befteht, die 
ſaͤmmtlich durch einen Punkt gehen, habe ich diefe Berwandefchaft, die 
id) Central» Eoflineation genannt, hier befonders betrachter ($. 22). — 
Bei der Reriprocität, die ich bier unabhängig von den Flaͤchen bes 
zweiten Grades behandelt habe, ftellen fich ſogleich die Eigenfdyaften 
der conjugirten Durchmefler nnd des Mittelpunftes heraus. Jedes 
von zwei reciprofen Syſtemen bat nämlich, allgemein zu reden, einen 
Mittelpunft, und es find blos fpecielle Arten der Reciprocität, in wel- 
dyen deu beiden Spftemen Feine Mittelpunfte zufommen. Sch habe, 
wie bei ebenen recipeofen Syftemen, zwei reciprofe Syſteme im Raume 
reciprofsliegend genannt, wenn einem jeden Punfte des Raumes die- 
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ſelbe: Polarebene entſpricht, ſey es, daß man dieſen Punkt als eisen 
Punkt deu. einen, oder daß man ihn als einen Punkt des andern Sy⸗ 
ſtemes betrachte. ‚Obgleich. nun: zwei coliueare Syſteme im. Raume 
ſich im Allgemeinen nicht in. eine Lage bringen laffen, bei welcher ſie 
eollinear⸗iegend find, fo koͤnnen Dach, im Allgemeinen, zwei reciproke 
Syſteme im Raume immer ſo gelegt werben, daß ſie —5 hzegen 
was ich angemeſſen hielt vollſtaͤndig nachzuweiſen (9.28), wobei ſich 
denn zwei Arten der allgemeinen Reciprocitaͤt im Raume, die ich die 
elliptifche. und die hyperboliſche genanut habe, herausſtellen. — Die 
Auffuͤhrung der ſpeciellen Arten der Reciprocitaͤt, in welchen die Sy⸗ 
ſteme Feine Mittelpunkte baben- (wobei allerdings einige feinere, var 
den Geometern bis jetzt noch nicht betrachtete, Unterſcheidungen zu 
machen find), habe ich, um die Anfünger nicht zu. ermuͤden, unterlaſſen. 
Dagegen habe.ich einige beſtimmtere Partieulariſationen ber allgemei- 
nen Reciprocitaͤt den Anfängern: vorgefuͤhrt ($. 26 — 28), unter wel⸗ 
chen auch diejenige ft, die Here Moͤ bius, im. 1Aten Bande des Jour⸗ 
nals für die reine und angewandte, Mathematik zuerſt unterfucht bat. 
Was unter der Directrix der. Reciprorität verſtanden wird, fonnte.ich 
erſt fpäter vollftändig darlegen, und Dies. habe ich in dem $. 62 gethan, 
- 0 ich dann auch gezeigt habe, daß die fo eben genannte particulaire 
Art der Reciprocität mit derjenigen übereinftimmet, deren Directrip ein 
gleichſeitig⸗ hyperboliſches Paraboloid if. — In den. $$. 29. bis 32 
habe ich Einiges, was die Eyfinderflächen im Allgemeinen. und Diejent- 
gen bes zweiten Grades betrifft, aufgenommen, weil die Beſtimmung 
der Curven im Raume vermittelſt der projicirendes Cylinder geſchieht; 
und in den $$. 33 bis 35 habe ich mehreres, mas die Kegelflaͤchen be⸗ 
riffe, den Anfängern vorgeführt, weil die Betrachtung der Beruͤh—⸗ 
rungsfegel an der Kugelflaͤche und an den Flächen des zweiten Grades 
überhaupt, nicht umgangen werden barf, — Die $$. 36 bis 41 ent 
balten mehrere, die Kugelfläche betreffende Aufgaben. — In. den $$. 
42 bis 76 befinden fid) Diejenigen Aufgahen und Lehrſaͤtze, melche bie 
Slächen des zweiten Grades betreffen. Bei der Discuffion der allge- 
meinen Gleichung des zweiten Grades zwifchen den drei Beränderlichen 
x, y, 2 babe ish, um auf eine directe Weife zu den verfchiedenen ana- 
Iytifchen Bedingungen zu gelangen, welche erfüllt werden müffen, wenn 
jene Gleichung eine von den funfzehn verfchiedenen geometrifchen Be- 
Deutungen haben foll, Beinen der Wege eingefchlagen, welche die fran- 
zöfifchen Geometer bei jener Discuflion geben, fondern ich habe den- 
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jenigen Weg verfolge, ::bun Herr Pluͤcker, Beiidev : Discuſfion der 
Gleichung zwifchen zwei Voroaͤnderlichen, zuerſt betrecen: hat. Die 


86:77 bis 86 enthalten einige Aufgaben von. Flächen höherer Grube; 


und ·die 87 bis 104 miehrere-Hufgaben , welche die Exzeisgumg ber 
Blüchen: dutch Curven betreffen, wobei der Anfänger mit den allgemei⸗ 
wen Gleichungen der Flaͤchen, welche willkuͤrliche Zunctionen enthalten, 
vertrauter olrd. Wal Par Aut tl .mton Ve 
NRur an wenigen Steffen wur es noͤthig, die Paragraphen meiner 
Sammlung von Aufgaben aus der Geometrie der Ebene zw: citiren; 
da, wo es gefchehen, iſt dem- angeführten $. eine J. vorgeſetzt worden. 
u Eis Paar neue. Bezeichnungen, ‚die ich für angemeſſen hieit, find 
folgende: Die Identitaͤt zweier analyrifchen Ausbruͤcke ift, wie in jener 
eben: genannten Sammlung, durch dag Zeichen = ausgedruͤckt. Die 
Winkel, welche die Coordinatenachfen: mit einander bilden, habe ich 
burch X, y und 2, und zwar den Winfel zwiſchen den Achfen ber x und 
der'y: Derch 3, denjenigen zwiſchen den Achſen dev x und der z burchry, 
ben zwiſchen den Achſen der y und ber durch X bezeichnet; und dann 
andy öfters, zur Verkuͤrzung der Formeln, für eoex, cosy und cosz be⸗ 
zuͤglich z, y und z geſchrieben. on re . nf 
- Bon ben Werfen, melche Lehrſaͤtze und Aufgaben aus der Geo: - 
metrie des: Raumes. enthalten, babe ich am bäufigften benutzt: die 
Anriales de mathematiques, das Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik; . die Correspondance sur Fecole poly- 
technique und den Bärycentrischen Galcul. © . Ä 
Mas die zweite Abtheilung der gegenwärtigen Sammlung berrifft, 
mit deren Ausarbeitung ich mich zu befchäftigen gedenke, fo hängt der 
Zeitpunfe: ihres Erſcheinens hauptfächlicy von der geößern ober gerin- 
gern Muße ab, welche darauf zu verwenden mir vergönne feyn wird. 
Im Merz 1837. | | 


Der Verfaſſer. 





6. 1. 


J. E—⸗ ſey die Lage von drei Ebenen A, B, C, welche ſich in einem 
Punkte O ſchneiden, gegeben. Wir bezeichnen die Durchſchnittslinie der 
Ebenen A und B durch XX’, diejenige der Ebenen A und C durch VV 
und die der Ebenen B und C- durch ZZ. Die Ebene A, welche die Gera: 
den XX’ und YY’ enthält, beißt die ECoordinatenebene oder Projec⸗ 
tiongebene der xy, bie Ebene B, welche die Geraden IX’ und ZZ ent 
hält, heißt die Coordinatenebene oder Projectiongebene der zz, und bie 
Ebene C, welche die Geraden YY’ und ZZ enthält, heißt die Coordinatens 
ebene ober Projectiongebene der zz. Die Geraden XX’, YY und ZZ 
beißen Eoordinatenachfen oder Projectionsachfen und zwar XX’ die 
Achfe der x, XY die Achfe der y und ZZ bie Achfe der z._ Der Durchs 
fchnittspunft O der Eoorbinatenebenen, welcher ber Vereinigungspunkt der 
Coordinatenachfen ift, heißt ber Anfangspunft der Eoorbdinaten, und 
die Winkel XOY, XOZ, YOZ, welche die Eoordinatenachfen einfchließen, 
und die wir refpective durch Z, y, X, bezeichnen werden, heißen die Coor; 
dDinatenwinfel. 

Legen wir durch einen im Raume befindlichen Punkt P brei Ebenen, 
welche refpective den drei Coordinatenebenen parallel find, fo fchließen ſaͤmmt⸗ 
liche fechs Ebenen ein Parallelepipeb ein, deſſen Kanten mit den Coordina⸗ 
tenachſen gleicdye Richtung haben. Es find O und P zwei Eckpunkte dieſes 
Barallelepipedg, und wir bezeichnen den zweiten in der Achfe der x -liegens 
den Eckpunkt durch ax, den in der Achſe der y liegenden durcha, und ben 
in der Achſe der z befindlichen durch au. Ferner bezeichnen wir ben vierten 
in der Ebene der.xy liegenden Eckpunkt durch p., den in ber Ebene ber xz 
befindlichen durch p, und den in ber Ebene ber yz liegenden. burch px. Die 
Punkte a, a und a, heißen bie Projectionen bes Punktes P refpective 
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$. 1. auf den Achſen der x, y und 2; die Punkte p,, p,, px aber werben bie 
Projectionen des Punktes P refpective auf den Ebenen der xy, xz, y2 
genannt. Die Kanten Pp., Pp,, Pp« und bie Diagonalen der Seitenebe: 
nen, Pax, Pa,, Pa., von welchen die erfteren ben Coorbinatenachten, bie 
legteren die Eoordinatenebenen parallel find, heißen projicirende Gerade. 
Mir beseichnen die Kanten des Parallelepipeds 


O3, = a,Pp: = 4,p, = Ppx durd) x 
Oa, = 3,p: = ap: = Pp, durch y 
Oa, = a,Px = ap, = Pp. durch 2 


und nennen dieſe drei Groͤßen die Coordinaten des Punktes P. Nehmen 
wir die Geraden OX, OY und OZ als bie poſitiven Seiten, und demnach 
OX’, OY und OZ als die negativen Seiten ber Coordinatenachfen an, fo 
find die Werthe der Coordinaten eines Punktes P im Raume pofitiv oder 
negativ zu nehmen, je nachdem die Projectionen a, Ay, 2, dieſes Punktes 
auf den zuerft oder auf den zuleßt genannten Seiten der Coordinatenachfen 
liegen (L $.1). Sind alio P,, Ps, Ps, P., Pe, Por Pı und P, adıt, re: 
fpective innerhalb der Eörperlichen Winkel XOYZ, XOYZ, XOY’Z, X0YZ, 
XOYZ, XOYZ, XOYZ, und XOY’Z gelegene Punkte; deren brei Coor⸗ 


dinaten abfolut genommen gleiche Längen a, b, c haben, fo ift . 
fuͤr P. x=+a , y-+b , z=+c 
»P, xs=-ıaı , y=-+b , z=+6 
» P, + ı y=-b, ze -+c 
» P, x= oa, y-—b, z=-+6 
» Pf, x=+2 , y=-+b , 2z=—-c 
»Py, xs=-a, y=-+rb, 2z2=-—c 
‚»P, x=+a,y=-b., z=-—c 
PB xı=-ı, y=-b, 2z=-ec. 


Die Eoordinaten zweier Punkte, welche in zwei förperlichen Scheitelminfeln 
liegen, wie P,. und P,, P, und P.. ! P, and B,, p. und P,, haben alſo 
entgegengeſetzte Vorzeichen. 

Wenn ein Punkt P gegeben iſt, ſo ſind ſeine Coordinaten als gegebene 
Größen zu betrachten, und umgekehrt, menn bie Coordinaten tines Punktes 
P gegeben find, fo. iſt dieſer Punkt gegeben. 

Die Eoorbinaten und Projectionen heißen rechtwinklige corthoge 
nale) oder ſchiefwinklige, je nachdem alle drei Coordinatenwinkel rechte 
find, oder nicht. 

AM. Bird die Lage eines Punftes p durch fein Entfenumg u ven & 
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nem gegebenen Punkte O, und durch die Lage der Verbindungslinie OP ber $-.1. 
fimmt, fo heißen Die, die Rage bed Punktes P beftimmenden Größen Polar: 
coorbinaten des Punktes P. Der feſte Punkt O wird der Pol oder 
Anfangspunft, und die Gerade OP = u der Radiug vector (Leitftrahl) 
genannt. Die Lage des Leitſtrahls OP kann auf mancherlei Weife beftimmt 


werden; die folgenden Beftimmungsarten find die gebräuchlichften. 


I) Faͤllt man von dem Punkte P eine Senkrechte Pp, auf die Ebene 
der xy und zieht Op, fo ift die Lage von OP gegeben, wenn bie Winkel 
XOp. und POp, gegeben find. Bezeichnen wir XOp, durch t und POp, 
buch 9, fo find t, Fund u die Polarcoorbinaten des Punktes P. Zur 
Verwandlung rechttwinkliger Coordinaten in folche Bolarcoordinaten, . und 


umgekehrt, dienen folgende Teiche herzuleitende Formein: 
z=usind 5; y=ucosdsint ; x = ucostcost,; (I) 











u=-yVery’ rt, . (2) 
y F y x 
tangt —; sint — ; co = —— 3; 3 
6 x? — J — (3) 
y 3 
ed — — N int —— ; ———— (4) 
VP+x?  Varyp+x? Very? +x? 


2) Legt man durch OP und OX eine Ebene, fo ift die Lage von OP 

gegeben, wenn der Neigungswinkel diefer Ebene gegen die Ebene der xy und 
der ebene Winfel XOP gegeben find. Bezeichnen wir jenen Neigungswin⸗ 
el durch $ und XOP durch a, fo find «, Ö und u bie Polarcoordinaten 
des Punktes P: Zur Verwandlung rechtwinkliger Coordinaten in ſolche 


Polarcoordinaten finder man leicht folgende Formeln: 
x = ucos« H y=usinacoö ; z = usinasind ; (9) 


x 
cDBı = — 2 bad = -. : 6 
eg 00 


3) Legt man durch OP und OX, durch OP und OY, durch OP und 
O2 brei Ebenen, fo ift, tie leicht einzufehen, bie Lage Bon: OP gegeben, 
wenn zwei bon den drei Winkeln XOP, 'YOP und: ZOP aegeben find. 
Bezeichnen wir diefe drei Winkel, der Reihe nach, durch «, F undy, fo find 
Ü.ß,yr und u die Polareoorbinaten des. Punfted P. Zur Transformation 
rechtwinkliger Coordinaten in folche Polareoordinaten findet man leicht fols 


gende Formeln: W en 


x = U008«.; yo uroß 53 Z= ucosy; . M. 


1* 


— — 


. x . , 2 
cos nn a it (8) 
und smwifchen den Winkeln «, A, y findet, wie ſich aus biefen Sormeln er: 
giebt, folgende Relation 
c08?« cos? -+cos?y = 1 (9) 
Statt. ' 

4) Faͤllen wir von dem Punkte P zwei Senfrechte Pp. und Pp, auf bie 
Coordinatenebenen zy und xz, die wir rechtwinklig annehmen wollen, fo ift 
offenbar Die Lage von OP gegeben, wenn die Winkel XOp. und XOp, ges 
geben find. . Segen wir Winkel XOp. = t und XOp, = r, fo find t, = 
und u die Polarcoordinaten des Punktes P. Zur Transformation rechtwink⸗ 
liger Coordinaten in folche Polarcoordinaten finden wir, da offenbar 

y=xtant ,„ z=xltnrer und u — — + y’+2z° N 
ulangt , ulangr 


u 
"VErtgtrigr VII ——— — do) 
2 
tangt - I 5; lang x =- (11) 
$. 2. 


& gen | P’ und P” zwei Punkte im Raume, a% und a’, a, und 
"a, und a”, ihre Projectionen auf den Achfen der x, der y und ber z; 
aldban heißt bas Stuͤck a’,a”z der Achſe der x die Projection ber geraden 
Berbindungslinie P’P” auf der Achfe der x; eben fo wird bad. Stüd a/,a”, 
die Projection auf der Achje der y, und a’a”, die Projection auf der Achfe 
der z genannt. Bezeichnen wir die Winkel, welche die Gerade PP“, oder, 
was baffelbe ift, die Winkel, welche eine durch den Anfangspunft O der 
PP” parallel laufende Gerade mit den drei Achfen bildet, refpective durch a, 
P, Yı fo iſt, wie man leicht einfeben wird, wenn bie Coordinaten rechtwinf: 
lig find, a, a”, = P’P’.cosa, a,a’, = P'P’.cos$, aa’, = P’P’.o0sy; 
d.i. die orthogonale Projection einer Geraden auf eine Achfe 
ft dem Producte biefer Geraden in den Coſinus des Winkels 
gleich, welchen fie mit jener Achſe bilder. 


Aufgabe [1]. Die Coordinaten x,y,z, und x,y,7, zweier Punfte P, 
und P, find gegeben; es foll die Entfernung P,P, diefer Punkte durch 
jene Coordinsten ausgedrädt werden. _ 

Mir Iegen durch jeden der Punkte P,, P, drei, den Eoordinatenebenen 
parallele Ebenen; dieſe bilden ein Parallelepiped, deſſen Kanten offenbar 
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B—X, Ya—yı und 2, — 21 find, und in welchem P,P, eine Diagonale I % 
if. Wir begeichnen die Coordinatenwinkel durch X, y, zZ ($.1.), und bie 
Winkel, welche die Diagonale PP, mit den Kanten x-— xi, Yya-Yu 
23 — 21 macht, der Reihe nach, durch a, A, 7. Bilden wir nun die orthos 
gonalen Projectionen der Diagonale auf bie drei von P, ausgehenden (ver: 
längerten) Kanten, fo find diefe Projectionen refpective gleich PıP,- cos, 
P,P,cos3 , P,P,cosy; und bilden wir die orthogonalen Projectionen auf 
biefelben Geraden refpective von je zwei ihnen folgenden und in P, endigen: 
den Kanten, fo haben wir offenbar 
P,P,-cosa = (X. - xX.) + (ya —Yı) 0824 (22 —2,)C085 | 
P,P,-cosß = (y„—Yı) + (2 — Zı) c08X-+ (X —X,)6082 | (1) 
P,P,-cosy = (,— Z) + (ya—yı)cosX+(X—Xı)c0sy . 
Brojiciren wir aber drei auf einander folgende Kanten, beren erfie von P, 
ausgeht, fenkrecht auf die Diagonale PıPz, fo haben wir ferner 
'P,P, = (8 —x,)cos« +(y—yı)cosß-+(Zz—2)cosy. (2) 
Multipliciren wir bie legte Gleichung mit PP;, und fubflituiren.in dem zwei⸗ 
ten Theile des Productes für P,P,oos«, P,P,cosß, P,P,cosy die Aug: 
drückte (1), fo erhalten wir durch Ausziehung der Quadratwurzel 
Pr, -Y “ Z—Z)+H{yı—y HR) + Z(yı—y ı)(23—Z1)c08% 
+ 2(&,—x,) (23 —2Z,)c08y + 2(x3—X,)(y3—Yı)c0sZ 
welches ber verlangte Ausdruck iſt. 
Sind die Coordinaten rechtwinklig, fo iſt cosX = cosy = cosz = 6, 
und dann haben wir 
P,P, = V\a-? + (n-yP? + x) | . (4) 
Zwiſchen den drei Winkeln, welche eine Gerade P,P, mit den brei Coor⸗ 
dinatenachſen bildet, findet eine Relation Statt, die wir jetzt aus den Glei⸗ 
chungen (1) und (2) leicht auffinden koͤnnen. Eliminiren wir naͤmlich zwi⸗ 
ſchen dieſen Gleichungen die Größen (x. —xı) , (Yy—Yı) und (.- 2), 
fo gehet die Größe P,P, von felbft fort, und wir erhalten, indem wir cos&, 
cosy, cosZ, cosa, cosß, cosy, ber Kürze wegen, durch X, J, 2, « ß, 7 
bezeichnen, die Relation | | 
1- 2-7? -?+2332- (1-2) - (APP — (1-27 
+ AZ — yz)ßy + Ay — &2)ey + AE- 3)aß 
Sind die Coorbisaten rechtwinklig, fo vebucirt fich diefe Gleichung auf 
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a 245 +' Y = | N (6) 
welches die, bereitd im vorigen $ gefundene, Vedlugungẽgleichung (9) iſt. 


Flache erſten Grades. 


| . 8. | 
Wenn nur eine von ben drei rechttwinkligen ober fchieftwinkligen Coor⸗ 
binaten eines Punktes gegeben ift, fo ift dieſer Punkt nicht gänzlich beſtimmt. 
Es ſey alfo 
z=k, . © 


und auf der Uchfe der z ein Stuͤck OC = k, vom Unfangspunkte O aug, 
abgefchnitten, ferner durch. ben Endpunkt C diefed Abfchnittes eine, der 
Ebene dberxy parallele, unbegrenzte Ebene K gelegt, fo wird, für einen jeden 
Punkt diefer Ebene K, z = k feyn, und für einen jeden Punkt, welcher 
nicht in diefer Ebene K liegt, wird z nicht gleich k feyn. Deshalb heißt 
die Gleichung M) bie Gleichung der Ebene K. Iſt & 0, alfo 
z =0 N (2) 
fo druͤckt dieſe Gleichung (2) die Coordinatenebene der xy aus. Auf aͤhn⸗ 
liche Weiſe ergiebt ſich, daß die Gleichungen y=h,x = g Ebenen aus⸗ 
drücken, twelche vefpective den Ebenen ber xz und der yz parallel find und 
auf den Achfen der y und der x bie Stuͤcke hund g abfchmeiden; ferner 
baß bie Gleichungen y = O und x == 0 refpestive der Ebene der 23 und 
der Ebene der yz angehören. 
Eine Gleichung vom erften Grade zwiſchen zwei rechttointligen ober fchief: 
twinfligen Coordinaten x , y eines Punktes 
| ay+bx+c= 0 (3). 
drückt eine Ebene aus, welche der Achfe der z parallel if. Denn legen wir 
durch die Gerade, welche die Gleichung (3) in der Ebene der xy ausdrückt 
(1. $.4.), eine der Achfe der z parallele Ebene (K), fo findet offenbar zwi⸗ 
—* den Coordinaten x und y irgend eines Punktes P dieſer Ebene (K) 
die durch die Gleichung (3) angegebene Relation Statt, während z, fo lange 
die Lage des: Punktes P in der Ebene (K) unbeftimmt ift, ſelbſt unbeſtimmt 
bleibt. Auf gleiche Weiſe ergiebt ſich, daß eine Gleichung 
az X—O0 (4) ober a’s-+b"y+0’= 0 (6) 
eine Ebene CH) oder (G) ausdrückt, welche ber Achfe ber -y ober ber Achſe 
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ber x parallel iſt, und welche die Coordinatenebene ber xz ober der yz in derjeni⸗ 8. 8. 


gen Seraben ſchneidet, welche durch die Gleichung (4) oder (5) angegeben wird. 

Wenn, in den Gleichungen (3, 4, 5), 6 =0, d=0, !=0 if, 
fo find die Ebenen (K), CH), (G) nicht refpeetive den Achfen der z, der y, 
der x parallel, fondern fie enthalten diefe Achfen. 

Jede Ebene, welche einer der Coordinatenachſen parallel iſt, ift durch 
eine Gleichung vom erfien Grabe zwiſchen zwei Eoorbinaten auszudrücken, 
die zugleich die Gleichung der Durchfchnittslinie diefer Ebene mit derjenigen 
Coordinatenebene ift, welche die genannte Achfe nicht euthälf. 

Eine Ökeihung vom erſten Grabe zwilchen den drei rechtwinkligen oder 


ſchiefwinkligen Coordinaten eines Punktes, welche fich immer auf die Form 


Az+-By+Cx+l = ( (6) 
oder | 
= ay-+-bx-+c (7) 
bringen läßt, drückt Feine andere Zläche als eine Ebene aus. Um die gu 
erweiſen, dürfen wir nur zeigen, daß die gerade Verbindungslinie von jeden 
zwei Punkten, welche in der durch die Gleichung (6) oder (7) ausgedruͤckten 
Fläche liegen, oder, mit anderen Worten, deren Coordinaten diefe Gleichung 
befriedigen, ſich gänzlich im dieſer Fläche befindet. Nehmen wir zu bem Ende 
zwei beliebige Punkte in der in Rede ſtehenden Fläche an, und legen durd) bie: 
felben eine Ebene ber Achſe der y parallel, fo wird diefe, welches auch Die 
beiden "Punkte ſeyn mögen, nach dem vorher Ertwiefenen, durch eine Glei⸗ 


hung vom erften Grade gwifchen x und z ausgedrückt werden, der wir bie 


Form | 
z = ax-+-b’ (8) 

geben können. Die Werthe von x, y und z, welche die beiden Gleichungen 
(7) und (8) zugleich befriedigen, find offenbar Coordinaten derjenigen Punkte, 
weiche ſowohl in der Fläche (7) als in ber Ebene (8) liegen, alfo Coor⸗ 
binaten der Durchfchnittslinie der Fläche (7) und der Ebene 8). Diefels 
ben Werthe werben aber auch ber Gleichung 

ay+(b—a)ı+c—b = 0 (9) 
genugthun, weil diefe durch Subtraction, aus ben Gleichungen (7) und (8) 
herdorgehet. Es wird alfo die fo eben genannte Durchfchnittslinie auch in 
der durch bie Gleichung (9) ausgedruͤckten Flaͤche liegen, welche nach dem 
vorher Erwieſenen eine Ebene iſt. Die Durchſchnittslinie der Flaͤche (7) 
und der Ebene (8), welche nothwendigerweiſe die beiden beliebig angenom⸗ 
menen Punkte enthaͤlt, befindet ſich alſo nicht nur gaͤnzlich in der Flaͤche (7), 
ſondern auch in der Ebene (8) und in der Ebene (9), fie it alſo zugleich 
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5. 3. die Durchfchnittölinie der beiden Ebenen (8) und (9) und als folche eine. 


Gerade. Da num dieſe Gerade die beiden genannten Punkte enthält und - 
gänzlich in ber Fläche (7) liegt, fo. ift dieſe Släche eine Ebene. 


§. 4. 

Das Syſtem zweier Gleichungen vom erften Grabe zwifchen ben recht: 
winkligen ‘ober ſchiefwinkligen Eoorbinaten eines Punktes, wie 

zZ = ay+bx+c, (1) 

z = ay+bxı+rc, (2) 
von denen eine jede für fich betrachtet, eine Ebene darftellt, drückt eine Ger 
rade im Raume, nämlich die Durchfchnittslinie diefer beiden Ebenen, aus, 
weil die Coordinatenwerthe, welche beibe Gleichungen zugleich befriedigen, 
nur denjenigen Punkten angehören, die ſowohl in ber einen als in der ans 
deren Ebene liegen. 

In dem befonderen Salle, in welchem a.= a und b’ = b ift, brüdt 
dag Spftem ber beiden Gleichungen (1) und (2) feine in endlicher Entfer: 
nung vom Anfangspunfte der Coordinaten Tiegenbe Gerade aus, weil in 
dieſem Falle jene Gleichungen durch Feine endlichen Werthe von x, y und z 
zugleich befriedigt werden. 

Legt man durch irgend eine Gerade G im Raume eine Ebene E,, welche 
einer der Coordinatenachfen z. B. der Achſe der z parallel ift, fo ſchneidet 
diefe Ebene E, die Ebene der xy in einer Geraden G.. Die Ebene E, ent: 
hält offenbar die projicirenden Geraden aller Punkte der Kinie G; daher wird 
fie die projicirende Ebene der Geraden G genannt. Die Gerade Gr 
enthalt die Projectionen aller Punkte der Geraden G; daher wird fie bie 
Projection der Geraden G genannt. 


Aufgabe [2]. Die Gleihungen (1) und (2) einer Beraden im Raume 
find gegeben; man foll die Bleichungen ihrer Projectionen auf den drei 
Coordinatenebenen finden. 

Da die Gleichung einer Projection offenbar auch die Gleichung der 
projicirenden Ebene ift, fo kommt es nur darauf an, die Gleichungen der 
projicirenden Ebenen zu finden. Die projicirende Ebene aber ift, als eine 
Ebene, die einer Coordinatenachfe parallel ift, durch einesBleichung. zwifchen 
zwei Coordinaten_aussudrücken. Eliminiren wir alfo nach einander z, y, x 
zwiſchen den gegebenen Gleichungen (1) und (2), fo erhalten wir als Glei⸗ 
"hung ber Projection unferer Geraden: 


auf der Ebene der xy : a —-aA)y+(b-bD)ı+rc—-c= 0 9 
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auf der Ebene der zz : (a — a)z+(ab—ab)x--ac—ac = 0 (4) 
auf der Ebene der yz.: (b-b)z+(ab— ab)y+b/c—be = 0 (65) 
Wir bemerken hierbei noch) Folgendes. Je zwei ber fünf Gleichungen 
(1 bis 5) drücken bie gegebene Gerade aus. Gewöhnlich: ſtellt man eine 
Gerade im Raume durch die Gleichungen ihrer Projectionen auf zwei Coor⸗ 
Dinatenebenen oder, was daſſelbe ift, durch die Gleichungen von zwei proji- 
cirenden Ebenen dar, weil jede. diefer beiden Gleichungen nur zwei Eoorbi- 
naten enthält. 
Das Syſtem der beiden Gleichungen: 
|* == g ) drücke eine der Achſe der z parallele und bie Ebene ber xy 
y=h) in dem Punkte gh fchneibende Gerade aus; 
| = g ) drückt eine der Achſe der y parallele und die Ebene ber xz 
z = k | in dem Punkte gk fchneidende Gerade aus; 
y= h ) drückt eine ber Achſe der x parallele und 2“ Ebene der yz 
z = k ) in ben Punkte hk fchneibende Gerade aus. 


Aufgabe [3]. Die Bleihung einer Ebene in rechmwinkigen oder 

ſchiefwinkligen Coordinaten 

2 = ay+bx-+re | (1) 
iſt gegeben. Es ſollen die Gleichungen derienigen Geraden gefunden 
werden, in welchen dieſe Ebene die Coordinatenebenen ſchneidet. 

Da die Gleichungen der Ebenen der xy, der xz, der yz reſpective 

| z=0 ,y=-0, x=0 

find (vor. $.), fo drücken die Gleichungsſyſteme, welche aus einer dieſer Glei⸗ 
chungen und aus der gegebenen befichen, die gefuchten Geraden aus, und 
da auch durch bie erfte Gleichung eines folchen Syſtems die zweite rebucirt 
wird, fo werben der gegebenen Ebene Durchfchnittslinien mit den drei Coor⸗ 
dinatenebenen durch folgende Gleichungsſyſteme 

z=0 . V — 0 . x=0 > 
ay-+-bx-+c 0) (6); ——— 0) 7); Z=ay—c = 0 ®) 
ausgedruͤckt. 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die zweite dieſer Durchſchnittslinien 
mit ber Achſe der x macht, durch 9, und denjenigen, welchen die dritte 
Durchfchnittslinie mit ber Achfe der y bildet, durch a’, ſo ergiebt ſih a aus 
den Gleichungen (7) und (8), zufolge (I. 6.4.) 

ET bo. ea  . 
 sinkk—cd) ’ nm-N’. 
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$ 4 oder wenn die Eoordinaten rechtwinklig, alſo wenn x = y = In, 
a — toange—,; bo tangf'; 
wodurch die geometriſche Bedeutung der Coefficienten a md b in ber Glei⸗ 
hung (1) angegeben iſt. 
Aufgabe [4]. Die Bleichuug einer Ebene und die Coordinaten 
eines Punftes find gegeben. Es foll die Gleichung derjenigen Ebene 


gefunden werden, weldye durdy diefen Punkt gebet, und jener Ebene 
parallel iſt. 


Es ſey | | 

Kam ay +bx+c " (ı) 
die Gleichung der gegebenen Ebene und x,, Yı, 2, ſeyen bie Eoordinaten 
des gegebenen Punktes. Sol nun. 

ze ay+bx+c 
die Gleihung ber gefuchten Ebene feyn, fo muß «8 unmöglich feyn, dieſe 
Gleichung und die Gleichung (1) durch endliche Werthe von x, y und zZ 
zugleich zu befriedigen, weil, wenn bied möglich waͤre, beide Ebenen diejeni⸗ 
gen Punkte mit einander gemein hätten, denen biefe Eoordinatenmwerthe an- 
gehörten, und dann alfo nicht parallel wären. Es werben aber folche end- 

. . lichen MWerthe nur dann nicht vorhanden fepn, wenn a = a und b=b 

if. Demnach iſt 

z= ay +bı+c. 


Da aber dieſe Ebene auch durch den Punkt x,yızı gehen ſoll, fo muͤſſen 
dieſe Eoorbdinaten die eben gefundene Gleichung befriedigen, fo daß wir haben 
z, = ay +bu, rc. 
Ziehen wir nun, um co’ gt efiminiren, dieſe Gleichung von ber vorher ges 
nannten ab, fo komme 
z— 2 = dy—-y)+rbx—ı), (9). 
welches bie verlangte Gleichung: ift. 

Wir bemerken hierbei Zolgended. Die Durchfchnittsfinien der gegebe⸗ 
nen Ebene (1) mit den Ebenen der xz und yz werden, nach der vorigen 
Aufgabe, durch bie Gleichungen (7) und (8) ausgedrückt während die Durch: 
fchnittslinie der ihr parallelen Ebene (9) mit denſelben Eoorbimatenebenen burch 

y=0 und Bu 
(2 - 2) -b& —x,)+tayı = 0 (@—-2,)- (5) +bx, = 0 
ausgedrückt wird. Diefe Durchfchnittslinien ſind alfo den zuerſt genannten 
parallel (I. $.4.), wie ed offenbar auch feyn muß: 
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Wenn ber gegebene Punkt ber Anfangépunkt der Coordiuaten iſt, ſo 5. 4. 


iſt: x. = y = 2 = 0, und ſtatt der Gleichung (9) finden wir 
 Zz=ay+bx. (16) 


Aufgabe [5]. Die Gleichungen einer Geraden und die Coordinaten 
eines Punktes find gegeben. Es follen die Gleichungen der Geraden 


gefunden werden, welche durch diefen Punkt gebt und jener Beraden pas 


rallel iſt. 
Es feyen ' 
| 12 axb und 2 (IT) 
die Gleichungen ber gegebenen Geraden und X,, Yır Zı die Eoorbinaten be 
gegebenen Punktes. Die Gleichungen (11) find die Gleichungen der Pros 
jectionen ber gegebenen Geraden auf ben Ebenen ber zz und ber xy, zw - 
gleich aber auch diejenigen der projicirenden Ebenen. Legen wir nun dutch 
den gegebenen Punkt zwei Ebenen, welche refpective biefen projicirenden (fich 
in ber gegebenen Geraden fchneidenden) Ebenen parallel find, fo wird ihre 
Durchfchnittslinie den gegebenen Punkt enthalten und der gegebenen Geraden 
parallel feyn, weil parallele Ebenen fich in parallelen Geraden fchneiden. Es 
find aber die Gleichungen biefer durch den Punkt xıyıZı gehenden den. pro: 
ficivenden parallele Ebenen, nach ber vorigen Aufgabe, 
z—2 =alx— x) nd y-yı= ala), (I 
und diefe Gleichungen (12) find zugleich. diejenigen der gefuchten Geraden. 
Wenn der gegebene Punkt der Anfangspunkt der Eoordinaten if, fo ift 
= yı = 2, = 0, wodurch bie Gleichungen (12, in 
.3=x ud y=.ax (13) 
übergehen. | | 
Die Sleihung einer Ebene in Polarcoordinaten ik im Allgemeinen 
nicht vom erfien Grabe. Gebt aber die Ebene durch deu Anfangspunft. der 
Eoorbinaten und ift alfo in rechtwinfligen Coordinaten 
2 = ay+bx, (10) 
ihre Gleichung Aufg. 4.), fo ergiebt ſich durch Transformation in Polar⸗ 
coordinaten ber vierten Art ($.1. F. 10.) 
tangt = alangt+b, (14) 
eine Gleichung, die allerdings nur vom erften Grade tft und welche, wie 
bie Gleichung einer Geraden in der. Ebene, nur zwei veränberliche Coordi⸗ 
naten, fangr und tangt, enthält. 
Eben fo find die Gleichungen einer Geraden im Raume, wenn fie in 


$. 4. Polarcoorbdiuaten ausgedrückt witd, im Allgemeinen nicht vom erfien Grabe. 
Geht aber die Gerade durch den Anfangspunkt der Eoorbinaten,. und ift ihe 
Gleichungsſyſtem in rechtwinfligen Coorbinaten (Aufg. 5.) 
zma ; ymaXı, (13) 
fo ergiebt fich durch Transformation in Polarcoorbinaten der vierten Art 
($.1. 8.10.) 
langt =a ; lant= a (15) 
Eine durch den Anfangspunft der Eoordinaten gehende Gerade läßt ſich alfo, 
—* Punkt in der Ebene, durch zwei conſtante Coordinatenwerthe aus⸗ 
ruͤcken. 


. 6. | 

Aufgabe [6]. Ks find die Gleichungen zweier Geraden und die 
Coordinaten eines Punftes gegeben. fan foll die, Bleichung der Ebene 
finden, welche durch diefen Punft gebet und den beiden Beraden pa 
rallel iſt. 

Es ſeyen | 
y = 02-+3 ya oz+a 
yy= Pz+b yy= fz-+-b 
die gegebenen Gleichungsfpfteme der beiden Geraden, in welchen wir, ber 
Symmetrie wegen, dem x und y einen Eoefficienten beigefügt haben; ferner 
ſeyen xı, Yır .2ı die gegebenen Eoordinaten bes Punktes. 

Sol nun z+gy-+-hx+k = 0 die Sleihung der gefuchten Ebene - 
feyn, fo muß diefe Gleichung in Verbindung niit einem jeden ber beiden 
genannten Gleichungsſyſteme von endlichen Werthen von x, y und z nicht 
befriedigt werden koͤnnen, weil, wenn dies wäre, eine ber beiden Geraden mit 
der Ebene denjenigen Punkt gemein hätte, dem diefe Coorbinatenwerthe ans 
gehören und bie Ebene alfo jener Geraden nicht parallel ſeyn koͤnnte. Ent: 
wickeln wir nun x, yund.z aus ber Öleihung z+-gy-hx+-k = 0 und 
dem erften Gleichungsſyſtem, fobann aus derfelben Gleichung und dem zwei⸗ 
ten Steichungsfpftem, fo ergeben fich für Diefe Größen zweimal drei Aug; 
drückte, welche diefelben Nenner haben. Diefe Nenner find gleich Null zu 
fegen, damit die Werthe jener Ausdrücke unendlich) werden, wodurch ſich die 
Gleichungen 


und 


y+gß+he=0 und Y+gß-+he = 0 
ergeben. Aus diefen Gleichungen beffimmen wir g und h, nämlich. 


„ &y-uay . hu Prob. 
8 ech ’ — 
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Da-die gefuchte Ebene aber auch durch den Punkt x.yızı geben fol, fo 
haben wir ferner 
zz +gy hu +k=P0, ’ 

und wenn wir dieſe Gleichung, um k zu eliminiren, von ber Gleichung 
z+gy+-hx+k= 0 absicehen, 

2-41 +8(y—-yı)+h@-— x.) =0. 
Eubftituiren wir hierin die für g und h gefundenen Ausdrücke, fo kommt 
(da— Pa) —2ı) + (dr7—ey)(y Ir, AG) = 0 0) 
als Gleichung der gefuchten Ebene. 


Aufgabe [7]: Es find. die Gleichungen zweier Ebenen und die 
Coordinaten eines Punktes gegeben. lan foll die Bleichungen der Beras 
den finden, weldye durch diefen Punkt gehet und jenen Ebenen parallel iſt. 

Es ſeyen 
z+-by+reıx+1=0 ud az +by+cx+1 = 0 
bie gegebenen Gleichungen ber beiden Ebenen, und x,, Yı, Zı die gegebenen 
Coordinaten des Punktes. 
Nun Eönnen wir, wenn 
= gz+k ; y=hz+rm! 
dag Gleichungsſyſtem der gefuchten Geraden ſeyn fol, genau eben fo wie in 
der vorigen Aufgabe verfahren, um g, h, k und m zu beftimmen. Wir Fön: 
nen aber auch. folgendermaßen verfahren. Legen wir nämlich durch den ge: 
gebenen Punkt zwei Ebenen, welche Den gegebenen parallel find, ſo werden 
ihre Gleichungen ($.4. Aufg.4.) 
a@—-z)+b(y-y)+cz—x)=0 
(2-2) +.b(y—yı)+c(a-x,) = 0 


ſeyn. Dieſe Ebenen ſchneiden ſich aber in einer Geraden, weiche offenbar 
durch den gegebenen Punkt gehet und den gegebenen Ebenen parallel iſt 
Die beiden ſo eben aufgeſtellten Gleichungen zuſammen genommen druͤcken 
alſo Die geſuchte Gerade aus. Soll dieſe Gerade burch die. Gleichungen 
ihrer Projectionen audgebrückt werden, fo iſt meiter nichts nöthig, als nach⸗ 
enander y und x ober beſſer (y—yı) und (x—x,) wiſchen den gefunde⸗ 
nen Gleichungen zu eliminiren, wodurch ſich das Gleichungsſyſtem 
(bi be) (&— x.) =. (ab ab)(— 2) 2) - 
(bei—-bo)y—yı) = (de-s)@— 2). 
ergiebt. Ä " 


$. 


5. 


$. 


6. 
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Aufgabe [8]. Es find zwei Punkte und eine Berade gegeben. Man 
fol die Ebene finden, welche durch jene beiden Punkte geber und die 
diefer Geraden parallel if: 


Es foyen x, Yır Zı und X, Ya, Zs die Eoordinaten der gegebenen 


Bunte, und 


yz m oz ; ve PAr+b | 
bie Sleichungen der gegebenen geraden Linie. Sol nunz--gy+-hx-+k = 0 
die Gleichung der gefuchten Ebene feyn, fo haben wir, weil biefe Ebene der 
gegebenen Geraden parallel feyn ſoll, wie in ha [6], 
y+fgroh = 

und, weil fie durch die gegebenen Punkte ur ſoll, 

z+gy+hbsı +rk=0 , a+gHrhurk=0. 
Entwideln wir aus biefen drei Gleichungen die Werthe von g, h und k, 
und fuhftituiren fie in Die angenommene Gleichung, fo ergiebt fich 
[e(y.-y )-%(x-x,)] (z-2,)+[y(x,-x,)-@(z,-2,)1(y -J ı)+[flz,-2,)-7 or⸗ Me) =0, (8) 
als Gleichung der gefuchten Ebene. 


Aufgabe [9]. Es. find zwei Berade gegeben. Men foll die Blei: 
chung der Ebene finden, welche die eine diefer Geraden enthält und die 
der anderen parallet ıft. 

Es feyen | 

x . | yx= cd2z+ys% | 
y=ß+yb) ’ Iyy- Pfarr 
die gegebenen Gleichungen der beiden Geraden. Sol z+gy-+hx-+-k= 0 
die Gleichung der Ebene feyn, welche die erfie Gerade enthält und die der 


zweiten parallel iſt, fo muß, wenn man x und y zwiſchen dem erſten Glei⸗ 


chungsſyſtem und der Gleichung + gy XAXA 0 eliminirt, eine a 
nalgleichung in 2: fich ergeben, welche dieſe Größe unbeRimumt läßt; deun 
wenn z.aus diefer Finalgleichung einen beftimmten Werth erhielte, fo wuͤr⸗ 


ben, in Kolge des genannten Gleichungsipfiemd, auch x und y beflimmte 
Werthe erhalten, und bie. Gerade würde mit ber in Rebe fiehenden Ebene 


ne den Puukt gemein haben, bem dieſe Coordinatenwerthe angehören, fie 

wuͤrbe alſo nicht gänzlich in dieſer Ebene liegen. Eliminiren wir nun x 

und y zwiſchen ben genannten Gleichungen, fo ergiebt ſich als Finaigleichung 
 @+Bß+hbejz+gb+bark = 0,: 

und damit 2 unbeſtimmt bleibe, muß diefe Gleichung von’ jedem beliebigen 

Werthe diefer Größe befriedigt werden, woraus 


- BB — 
rar hen 0 und eb+rb+rko 08. 
folgt. Damit aber die gefuchte Ebene der seien Geraden parellel ſey 
muß auch, wie in der Aufgabe [6], 
Y+gß--he = 0 


fenn. Entwickeln wir ang den drei legten Gleichungen die Größen g, h 
und k, und fegen ihre Werthe in r-gy--hx+k O, fo ergiebt fi. 


(da Be)z+ (er - ef) HB rP)a—e) = 0 (4) 
ale Gleichung der geſuchten Ebene. | 


Fer 


Aufgabe. r101. Es foll die Gleichung Der Geräden gefunden wer⸗ 


den, welche durch zwei gegebene Punkte geht. 


Sind x, Yı , 21 und %, Yar Za die Coordinaten der beiden gegebe⸗ 


nen Punkte, und ſollen 
jx=-a+b > y = +} 
bie Gleichungen der geſuchten Geraden ſeyn, ſo muͤſſen dieſe Seichungen 
von jenen Coordinaten befriedigt werden, ſo daß man hat 
x = az, b  y= Az +b; 
Xa ⸗ a2, - ; az +b; 
vier Gleichungen, welche hinreichen, die vier Größen a, a’, b und br gu, be⸗ 


fimmen. Eliminiren wir dieſe Groͤßen aus dem ‚angenommenen Gleichunge⸗ | 


fofteme, fo fommt 
a7 X 








. ir-- — ; J-yı = ann]. 0) 


Zu denſelben Sleim gelangen wir durch die Betrachtung, daß die Pro; 
jectionen ber durch die beiden gegebenen Punkte gehenden Geraden, die Pro⸗ 
jectionen dieſer Punkte enthalten muͤſſen. 

Iſt einen der beiden Punkte, z. B. xy 2., der Anfangepunkt der Coor⸗ 


dinaten, ſo haben wir, aus den Gleichungen (1), fuͤr dieſen Fall 


ı ZxX = x,Z ; 2y = Yız . (2) 


Aufgabe 1]. Es foll die Gleichung der Ebene gefunden werden, 
welche drei gegebene Punkte enthält 


Es ſeyen X/ Yi 5. Zar Year 22; Nor Var 20 bie gegebenen Eoor- 


dinaten der drei Punkte. Soll nun 
Az By OXV 1 0 


& 
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$. 6. die Gleichung ber gefuchten Ebene ſeyn, fo muß fie von den Eoorbinaten 
jener drei Punkte befriedigt werden. Wir baben alfo - 
Az, +»By +0, +1=0, 
Az, +By, Cx. +l=0, ? 
Az, +-By+Cx, +10, 
drei Gleichnugen, welche binreichen, bie Eoeffteienten A, B und C gu beſtim⸗ 
men, und aus s welchen wir erhalten 





C 2, (ya — Y)=-Zlyı-Ys)+Ze(yı—-Y) 
x, (Y3Z3 — YsZ2) — Xı (YıZs — YsZı) + % (YıZa — YaZı) 
Man kann bie gefuchte Gleichung auch auf folgende Weife auffinden. Zieht 
man nämlich bie erfte der drei obigen Bedingungsgleichungen von 1 ber ange: 
„nommienen Gleichung ber Ebene ab, fo ergiebt fich 
Alg—2,)-++B(y— —y)+Ca@—-x)=0, 
eine Gleichung, welche jede Ebene ausdrückt, die Durch den Punkt xıyıZı 
geht, fo lange die Eoefficienten A, B, C unbeftimmt gelaffen werden. Soll 
biefe Ebene auch durch bie Punkte x,y2Zı und XsysZs gehen, fo müflen 
biefe Eoorbinaten diefelbe Gleichung befriedigen. Subflituiren wir alfo für 
x, y und z biefe Eoordinaten, fo erhalten wir 
Az —2)+B(y—y)rlolg—x)=0 , 
A@-2z)+By-y)+Ca—-z)=0 


zwei Gleichungen, aus welchen wir die Quotienten und beſtimmen 

koͤnnen. Entwickeln wir dieſe Groͤßen und —*8 ſie in die vorige 

Steichung der Ebene, fo ergiebt ſich nach Wegſchaffung des Renners 
Gy 1 + Yya+Ky) (yıXı + yax⸗ * Yızo))- (z — 20) 

+ (a8 + 2% + 2%) — - (+ + %ı2)| (y-yı) / =0 (3) 

+ |WaZı + YaZa + Yıza) — (Ayı + 2893 + Zıys)\- (x—x,) 

als Gleichung ber gefuchten Ebene. Wir bemerken hierbei, daß die Eoeffi- 

cienten von (2— 2), (Yy—Yı) und (<—x,) in diefer: Gleichung ·˖ refpective 


ben doppelten Slächeninhalt der Projectionen des von den gegebenen brei 
Punkten 
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Bunkten gebibeten Dreieckes ausdruͤcken, wenn bie @oorbinaten rechtwinklig 8. 6. 
ſinb, was ſich aus (I. $. 10) unmittelbar ergiebt. 

Iſt einer der gegebenen Punkte ber Aufangspunkt der Coordinaten, ſo redu⸗ 
cirt ſich bie Gleichung (3) bedeutend; denn ſetzen wir in ® Bey=z=(, 
fo ergiebt fich 

(X3Y2 — YsX3)2 + (ZeX; -u)y + (sr; — —XRX =0 (9 
als Gleichung der Ebene, welche durch die Punkte Kıyızıy Noyszs und durch 
den Anfangspunkt ber Coordinaten geht. I 

Eine ſehr bemerkenswerthe Form nimmt die Gleichung (3) an, wenn 
die drei gegebenen Punkte auf den Coordinatenachſen liegen. Setzt man 
naͤmlich in (3) Xır, Yır X Zar Ys und 2, gleich Null, fo kommt 
KoyaZ + ZXay + Z 3X — Xayızı = 0, oder, wenn wir Sur. — de 
vidiren, 


2 2. 66) 


§. 7. 

Nachdem wir die vorhergehenden Aufgaben gelöft haben, wollen wir, 
ehe wir ung mit Anderen Aufgaben befchäftigen, einige allgemeine Betrach⸗ 
tungen über die Gleichungen der geraden Linie und der Ebene machen. 

Da die gerade Linie durch zwei Gleichungen ausgedruͤckt wird, deren 
einfachſte Form 

| xe2z+b ; y=-a7+b 
ift, worin vier Eonftanten, a, a’, b und b’, vorkommen, fo find zur vollſtaͤn⸗ 
digen Beflimmung einer. Geraden Im Raume vier Bebingungsgleichungen 
zwiſchen den eben erwähnten Conſtanten nöthig und im Altgemeirien hinrei⸗ 
hend. Sind weniger als vier Bedingungsgleichungen vorhanden, ober find 
eine ober mehrere derfelben eine Folge ber übrigen, fo ift eine Gerabe durch 
fie nicht vollſtaͤndig beſtimmt. Sind Hingegen die vier Bebingungsgleichun: 
gen mit einander im MWiderfpruch, fo ift Eeine Gerade möglich, an welcher 
fie befriedigt werden koͤnnen. — Die Bedingung, daß eine Gerade durch 
einen gegebenen Punkt gehe, liefert zwei Bebingungsgleichungen; die Bebin⸗ 
gung, daß fie durch zwei gegebene Punkte gehe, liefert alfo vier, und da 
dieſe, wenn bie beiden Punkte nicht etwa in einen einzigen zuſammen fallen, 
von einander unabhängig find, fo iſt eine Gerade durch zwei Punfte völlig 
beſtimmt oder inbivibnalifiet (9.6. Aufg. 10). — Die Bedingung, baß eine 


Gerade einer Ebene paraltel fey, liefert eine Bebingungegleihung; bie Bebin- 
I. 2 


— nn — 


$ 7. gung, daß fie zweien Ebenen oder, maß daſſeibe iſt, einer Sernden, (naͤmlich 
der Durchfchniftslinie der beiden Ebenen).:parallei fey, :giebt alfo zwei Bes 
dingungsgleichungen; Daher ift eine Gerade dadurch, Daß fie durch einen ge: 
gebenen Punkt gehen und einer gegebenen Geraden : ober zwei gegebenen 
Ebenen parallel feyn fol; im Allgemeinen, vollig beftimme ($.4. Aufg:D:und 
$.3.. Aufg. 7). In dem Iegtern Sale zweier gegebenen Ebenen kann bie 
Gerade, obgleich) eigentlich vier Dedingungsgleichungen eriftiren, dennoch un; 
beſtimmt bleiben, und dies findet Statt, wenn die beiden gegebenen Ebenen 
einander parallel find; alsdann iſt in den beiden, in der Aufgabe (7) ge⸗ 
fundenen Gleichungen. 
en) by) =0; alz-z, )+b’ G-y)+e@-a,) 0 
b: — * und - =" dieſe Gleichungen ſelbſt alfo, nach der Diviflon re 
fpectige durch a und a’ mit einander identiſch, ſo daß fie eine und dieſelbe 
Ebene ausdruͤcken, welche der Ort aller Geraden ift, die Durch ben gegebenen 
Punft gehen, und den gegebenen parallelen Ebenen parallel find. — Die 
Bedingung, daß eine Gerade zweien anderen Geraden parallel fey, liefert: 
vier, Bedingungsgleichungen; da dieſe aber nur zwei von den vier. Conftans 
ten der zu beflimmenden Geraden, enthalten und daher im Allgemeinen mit 
einander im. Widerſpruch fiehen, fo ift auch. im Allgemeinen feine, Gerade . 
möglich, welche zweien anderen parallel ift. . 
Da die Gleichung der Ebene 
az +by +a+1 =0 oder 2z= gy+hx-+k 


drei Couſtanten a, .b und..c ober g; hund k enthält, fo- find zur volftäns 
digen Beſtimmung ˖·oder Individualiſirung einer Ebene. drei Bedingungsglei- 
chungen zwiſchen den eben erwähnten Conſtanten, nöthig und im Allgemeinen 
hinreichend. . Sind weniger als drei Bedingungsgleichungen vorhanden oder 
. find. eine, oder ‚zwei derfelben eine Folge der auberen, fo ift .eine Ebene durch. 
fie. nicht voͤllig beſtimmt. Sind hingegen die drei Bedingungsgleichungen 
mit einauder im Widerſpruch, ſo iſt keine Ebene moͤglich, an welcher ſie be: 
friedige werden können, — Die Bedingung, daß. eine Ebene durch einen 
Punkt gehe, liefert cine Bebingungsgleichung; daher find drei Punkte im 
Allgemeinen hinreichend, eine Ebene zu beftimmen ($.6. Aufg. 11). Liegen 
Diefe drei Punkte aber in einer und derfelben Geraden, fo wird. jede Ebene, 
welche durch: zwei derfelben geht, dieſe Gerade, alſo auch den dritten Punk, 
enthalten; folche. drei Punkte beffimmen alfo eine Ebene nicht polftändig, 
und die Werthe. der Epeffigienten A, Br:.C Gufg. 11) werden 3. — Die 


- 


Bebingung, daß eine Ebene( ner‘ anderen: parällel fen, liefſert zwei Bebin, 5. 7 
gungsgleichuugen; daher, üft eine Gbene dadurch, daß fie durch eimen:gegehenen 
Punkt gehen und. einer gegebenen. Ebene parallel. ſeyn ſoll, voͤllig beſtimmt 
($ 4. Yu. . — Die Bedingung, daß zine Ebene einer gegebenen Geraden 
parallel. fey,. liefert eine Bedingungsgleichung; ‚daher iſt eine Ebene dadurch, 
daß fie zweien „gegebauen Geraden, parallel feyn und einen gegebenen Punkt 
enthalten fol, im Allgemeinen, voͤllig beftimmt ($.5. Aufg.6). Wenn aber 
die beiden gegebenem Geraden einander parallel find, bleibt die Ebene unbe: 
ſtimmt, weil alsdann die beiden Bedingungsgleichungen, y+gß8-+he =(, 
Y+$ß+he = 0, aug welchen g und h zu beftimmen find (S.12), nach 
der Divif ion burch y und Yı identiſch werden, indem unter jener Voraus⸗ 


fegung > - = 7 und 5 =, 5 iſt. Inzwiſchen ſchneiden ſich alle Ebenen, 


welche bie auf dieſe Weiſe particularifi irten Bedingungen erfüllen, in einer 
und derfelben' Geraden, naͤmlich in derjenigen, welche durch den gegebenen 
Punkt gehet und den beiden, gegebenen parallelen Linien parallel iſt. — 
Aehnliche Bemerkungen ſi ſind bei den Bedingungen der Aufgaben (8) und (9) 
zu machen. Wir” fchließen dieſe Betrachtungen mit einigen, Bemerkungen, 
die für die Behandlung. mebrerer. der ‚folgenden Aufgaben von, Rugen ſeyn 
werden. 


Wenn, wirr J 
aurby+ox+l = == =A ; ; way y+c —* = 9 3. .2 —R +C gl: = A’ 
ſetzen 10,2, b, e, a, b, x ‚gsgebene eoufante Größen bedeuten, ſo druͤckt 
eine jede der Gleichungen... .-, ;; 
on , —I 
eine beſtimmte Ebene aus; ein jedes der Gleichungsſyſteme 
vater len Et le ® 


drückt eine gerade Einie,, und zwar die Durst, von je, ame. dieſer 
Ebenen, und A N 


v3 ' A 0 E RP u are — 

Bro ° F Bl WURIN Sa) G. 
erste. einen. Nnt, den. Durchſchnittspunkt der dia Ebenen, aus. Beben 
ten. . And MD Ar vabeiie, conſtante Sonim; fo Srüden b bie Ali 
Hungen Ä 1 Pr 


ı* : 


nur: 
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7. 


AriN=0 (5) ; AHA O 6) ; AMA O (7) 
jede drei Ebenen aus, von welchen bie erſte (5) * Gerade (2), die zweite 
(6) die Gerade (2) und bie dritte (7) die &erabe (3) enthaͤlt, weil dieſe 
Gleichungen vom erfien Grabe find, und alle Coordinatenwerthe, welche bie 
Gleichungsſyſteme (1), (2) und (3) befriedigen, refpective auch den Glei⸗ 
chungen (5), (6) und (7) genug thun. Es druͤckt ferner bie Gleichung 

A+3N Hu” = 0 (8) 
jede Ebene aus, welche ben Durchfchnittspunft (4) enthält, weil dieſe Glei⸗ 
hung (8) vom erften Grabe ift, und die Coordinatenwerthe, welche bag 
Syſtem (4) befriedigen, auch der Gleichung (8) genugthun. Endlich druͤckt, 
aus denſelben Gruͤnden, das eichugeptem 


ABAM = 
jede Gerade aus, welche durch den Durchſchnittspunkt (4) gehet. 
u 


Aufgabe [12] Pie Gleichungen einer Geraden und die Coordina⸗ 
ten eines Punktes find gegeben. Es foll die Gleichung der Ebene gei 
funden werden, weldye diefen Punft und jene Berade entbält. 


Es ſey | 
az+bytx+l=0 ; aurby+rcx+l=0 } 

das Gleichungsſyſtem der gegebenen Geraden, und x,, Yır Zur ſeyen die 

Coordinaten des gegebenen Punktes. Jede Ebene, toelche bie gegebene Ge⸗ 

rade enthält, läßt ſich (vor. $.) durch die Gleichung 
(z+by+ox +) +iladz +by+ck+]) = 0 

darftellen. Damit aber die Ebene durch den Punft x,yızı gebe, muß ihre 


Gleichung von dieſen Coordinatenwerthen befriedigt werben, fo daß 


(az, +byı Hess +) +Alaz, by +cx, +1) = 0 
if. Eliminiren wir nun den Factor 2, fo ergiebt fich 
az -by+cx-+1 — az+by-+cxı-+1 mM) 
az by tx, +1 az +rbyı rc, +l 
als die Gleichung der gefuchten Ebene. 
Aufgabe [13]. Die Bleichungen zweier Beraden find gegeben. Es 
foR die Relation zwifchen den Coefficienten in diefen Bleichungen gefun⸗ 


den werden, welche Statt finder, wenn die Beraden in emer und derſel⸗ 
ben Ebene liegen. 


Es ſeyen ne re 
x=0o2-+a x= az+a 
y=ße+b | ’ | y= ßz-+b' 


bie beiden Gleichungsſyſteme der gegebenen Geraben. - 
Jede Ebene, welche die erfie Gerade enthält, kaun durch die Gleichung 
(x—oz—a) +i(y— fz—b) = 
und jede Ebene, in svelcher bie zweite Gerade liegt, kann durch die Gleichung 
k—-oaz-3)+uy—fz—b) = 0 
Dargefiellt werden. Da nun aber beide Geraden in einer und derſelben 
Ebene liegen ſollen, fo muß es möglich ſeyn, die Factoren-Aumbd u fo. zu be⸗ 
flimmen, daß bie chen aufgeftelten Gleichungen identifch werben und dieſe 
Ebene ausdrüden. Bringen wir diefe Gleichungen auf die Formen 
x+/iy—(e+Pi)z—(arbi)=0 , 
sy @+Puz—-@+bu)=0 , 
fo haben wir für bie Identitaͤt derſelben folgende drei Brüingugtelihungen 
= u; erh =d+fu ; ar = a-rbu 
welche, wie die Elimination von Aundu ergiebt, nur erfüllt werden eönnen, neun 
. w u _ : — — 
38 
oder, was daſſelbe iſt, wenn 
(eb —b) = @ Vf —P). (2) 
Diefe Gleichung druͤckt alfo die geſuchte Relation aus. Zu berfelben Glei- 
hung gelangen wir auch durch die einfache Betrachtung, daß wenn bie bei⸗ 
den gegebenen Geraden in einer und bderfelben Ebene liegen, fie fich entwe⸗ 
der ſchneiden oder parallel find, daß fie alfo in beiden Zällen einen Durch⸗ 
ſchnittspunkt haben, deſſen Coordinaten in dem Falle des wirklichen Schnei⸗ 
dens endliche, im Falle des Parallelismus aber unendliche Werthe haben 
werden, daß alſo in beiden Faͤllen die vier Gleichungen der beiden Geraden 
von denſelben Werthen von x, y und z zugleich befriedigt werden muͤſſen. 
Eliminiren wir nun dieſe drei Groͤßen zwiſchen jenen vier Gleichungen ſo 
erhalten wir unmittelbar die Gleichung (2). 


Aufgabe [14]. Die GBleihungen von drei Ebenen find gegeben. 
Es follen die Relationen gefunden werden, welche Statt finden: Iftens 
wenn diefe Ebenen fich in einer und derfelben Geraden, Ztens wenn fie 
fi) in parallelen Beraden fchneiden. | 

Es ſeyen 


rw 


E08. 0 8 6 CE Tuben aha Sal 
Vdbauye per: Seit Erz. id 2, =0 ui 1, = dm 
— --- 
—— — 
in Lim im) = = 8 Ye tan munı Ele er 


Wi 7 kl = ln, Gr an N = 6 au Se 


ſich pa HH =, G 2 , sum, mh r= | wein; we 
der u WhAbeaya Y, U N, u, ii A — iD = 0 u 
4,8, an he me ba — 
ae, 0 an 64 in Dickes yeritex Kalle Bir ter: Ebenen mut 
In cine Yaıhır, laubern 


Aufgabe (16| Wie Gleichuugen zweier Geraden find gegeben. Es 
fall Bar Wind ageſunden werden, welchen fie mit einander bilden 


“ ſeyen h, l, zwei Gerade und 


gs mo kn 2 ax u kzrd 
yolzıhb |’ ey =hz+b 


bie beiden fie darſtellenden Gleichungsſyſteme. Es mögen nun biefe Linien 
einanher ſchnelden oder nicht ſchneiden, fo bilden fie bekanntermaßen benfelben 
Bllintel ala gel andere, ich Im irgend einem Punkte ſchneidende Gerade L. 
und Sa, Die Ihnen parallel ſind, Nehmen wir den Anfangspunft bet Eoor: 
Binasen, €, gu dieſem Durchfchnittspunfte, fo find bie Gleichungen ber Se: 
raden I und iu (4.4. Uufg.d) 
uno Ir gx m kz 
num) ehe | 

Nehmen wir nun auf der Geraden L., einen Punkt p, und auf L. einen 
Bunte y’ delledig an, und sieben die @erabe pp’, fo haben wir, wenn wir 
den veſuchten Winkel durch (Ale) bezeichnen, in dem Dreiecke pOp, 





cos(ll.) = p+of-pf 
2. Op · õp 
Bejzeichnen wir die Coordinaten der Punkte p und p’ refpective durch x, y, z 


and x, 3’, 2, fo haben wir. ferner, weil dieſe Punkte auf den Geraden L 
und L, liegen, 


n — 
a ee De Ylr. 
Vermittelſt dieſer Ausdruͤcke und der Bormet (3) des $. 2. finden‘ wir 


õp ⸗ iß8gö—— 2ehcosx + 2gkcosy + 2hk cos ie 
Op” = | g”-+-h” +k’+ 2gh’cosx + 2g’k’ cosy + —8 cosZ 1% * 
| g’-+h?-+-k’+2ghcosX +2gk cos ÿ + Ohkcosz F 
pp = (2 | gg'+ hb’+kk +(gh + gh)eoss+ (ek +’ k)cosy+ (hk’+h’k)cosz Fr 
+ [g°-+h” + 2g hr —E— cosy-+2h’k'cosz 12 r 


Subftituiren wir diefe Ausdruͤcke in den oben für cos(l,l,) angegebenen, fo 
Eommt, nach einigen fich von felbft barbietenden Reductionen, 

14 = g-r-hh’ + Ik +-(gh’ + gh)eosx + (gk-+-g 'k)co2 q 4 (hi -+ h’k)cos2 
eh y GP BPiLAHügloordtügkcorgrähkeor? — —— — Fecaæ 
welches der geſuchte Ausdruck iſt. 

Sind die Coordinaten rechtwinklig ſo reducirt ſich die gefundene Bor 
mel (1), da alddann cosX = cosy = = 0082 = 0, auf. 
gg’ +hh + kk 
cos(l,l,) = ?+-m-+-K.Yg?+h?+ wi u (2) 


Hieraus ergiebt fich zugleich die Relation, welche zwifchen den Coeffi⸗ 
cienteng, h, k, g', bh, K Statt finden muß, wenn die Geraden 1, und 1, auf 
einander fenkrecht feyn follen; denn da alsbann cos(},l,) = 0 feyn muß, 
fo ift diefe Relation für fchiefwinklige Coordinaten 


gg -+-hh’+-kk-(gh’+-g'h)eosi+( gk+-g’k)cosyi4-(hk’ Hheos = 0, 
und für techewinklige Coordinaten | 
un hr =, oo (4) 





(1) 


& 9. 


Vermittelſt der Formeln (1 und 2) laſſen ſich leicht die Winkel finden, 

welche eine Gerade 
| | Kur; wehrb | u 
mit den Crordina enochſen bildet. Denn, ba: bie Gleichungen Sie Ye 
reſpective 
z = 0 .ıyz=0 . x=0 
I y=0 ? | oo | y=0 
find, fo ‚brauchen wir, in den obigen Formeln, nur refpective - 
ge =etmh=0; = 0 und 0 ; # = 0 und k = 0 
zu fegen, und erhalten Dadurch, fvenn wir Die genannten Winkel refpective 
durch 7 ß und y bezeichnen, nn 
k-+ geosy + heosz | \ 
Ver her k" + %gheosz+ 2gkeony + ZhkcosZ 
cos = h-+gcosx + kcos2 . 
Verb? + + 2gheoosk-+ 2gkeosy + Zhkcosz 

g+hoosx+kcosy 

By ——— — 

I Ve + + + 2gheosk + 2gkeosy-+ 2hkcosz 
und biefe Formeln gehen für rechtwinklige Eoordinaten in 

k h 
a © 
über. Segen toir, ber Kürze wegen, grhtHet2gkeosstäghoosy+Zkeosz = ; 
fo haben wir, zufolge (5) , 
Acosa = k-4-gc9sj-+-h cosz ; Acosf? = keosi--gcosx+h; Seory = kcosy-+ g+h com; 
aus welchen drei Gleichungen. 

(1- coscoey (cosycosZ —C08X)c08ß -+ (C08sXcos2 — cosy)cos« 
=  1— 008% — c08”y — c08°2 + 2008X cos cos2 Ir 
(cosy cos2—cosk) cosy+( 1— c0s?})cosß-+-(cost cosy—cosZ)cose 4, 


co8a = 


(5) 





cC08A = 


h= 1 — cos? — cos’y — c08?2 -+ 2C08X C08y C08Z 
ko (cosfcos2—cosy)cosy + (coskcgsy— cos)cosf+(l— cos 2X )cosa N | 


1 — c08?X — c03’y — c08?Z + 2c08% cosy c0s2 
folgt. Für eine andere Gerade, deren Steichungen | 
| gx=kz+ad ; gy=hz+b | 
find und welche bie drei Winkel a’, mit den Coorbinatenachfen bildet, 


1 — 


haben wir Abmliche Ausdruͤcke für 2, X nnb K Subftisuiren wir alle dieſe $ 9. 
Ausdruͤcke in die Formel und bezeichnen, ber Kürze wegen, cos‘, — 
cos, coSx X. durch * ỹ z, & 4 fo haben wir 


— — +2 (+ &ß) er 
+U-PAR + Y)(ay + dy) 

.+0-2D)d + Er HL) 
ö—— ———— T WEBER VEREEE > Yo EEE [} 0) 
I-r —y’ — zZ ” Hm 2XyZ, . 
Diefe Sormel 7) drück den MWinfel, den zwei Gerade. l, und h. bilden, 
durch. die Winfel: aus, welche dieſe Geraden mis den Coordinatenachſen mas 
chen *). Sind die Eoorbdinaten rechtwinklig, fo nuimmt dieſe Sormeh die ein⸗ 


fache Geſtalt 
cos(lıl,) = cosycos y + cosßcos + cos cosd (8) 


an. Aus den Formeln (7) und (8) ergeben fich die Relationen, welche zwi⸗ 
ſchen den Winkel a, cl, PB, und 7 Statt finden, wenn bie Geraͤden J, 
und 1, auf einander. fenfrecht find. Da nämlich alsdann cost, 1). = 0, fo 
haben wir für fchiefwinklige Coordinaten 
A’;7HA-JRRHA-) ua HRy-2)(afta M)rlhaz-y)ler taz) = 0, (9) 
und für rechtwinklige Coordinaten | 
cosycos/ cos ßcosp’ + 0080 c080 0. | (10) 
Mir fügen noch folgende Bemerkung hinzu. Wenn die Coordinaten 
rechtwinklig find, fo geben die Gleichungen (6) 
g = cosyYg’+h’-+kK’;h= cosfyg’+h’+k? ; k = cosayg’Hh’ nk?) 
und fubftituiren wir diefe Ausdrüde in die Gleichungen | 
| sa&-x)=ka-2) ; gu-y)=ha@-z2) | 
der geraden Linie, welche ‚durch den Punkt zıyızı geht, fo haben wir 
| cosy(x—X,) = c0se(z—2,) ; ; cosy(y—Yı) = cosf(z—Z,) |. au). 
Dies iſt die Form der Gleichungen einer Geraden, welche in ber analyti⸗ 
ſchen Mechanik die gebraͤuchlichſte iſt. 


Aufgabe [17]. Die Gleichungen einer Betaden und d die Coordina⸗ 
ten eines Punktes find gegeben. Es ſoll gefunden werden: Iftens der 


cos cl. 1) = = 


*) Sallen die beiden Beraden auf einander oder find fi ie parallel, (fHtoa=«, 
p=f,ı=Y und coll) = 1. Diefe Werthe in die Formel (7) ſubſtituirt ger 
. ben, wie es feyn muß, die Bebingungsgleichung-(5) des & 2 


6. 9. die aller Beraden, welche durch Diefen Punkt geben und welche auf je 


ner Beraden ſenkrecht find, Ziens Die Bleichungen derjenigen Geraden, 
welche durch den gegebenen Punkt gebet und weldse Die gegebene Bes 
rade rechtwinklig fchneider, Ztens die Länge diefes eben erwähnten Pers 
pendikels 


Es ſeyen 
| cx—xX)= az—z) ; (y—y) = biz—7z) | 

die Gleichungen der gegebenen Geraden und x,, Yu 2ı bie Koordinaten dee 
gegebenen Punktes. 

L Die Gleichungen einer Geraden, welche durch den Yunft x.yıZı 
gehet, haben die Form ($.4. ©. 12) 

cx—x,) = alz—z) ; Cy—yı) = bWa-2). 

Son aber diefe Gerade auf der gegebenen fenkrecht feyn, fo muß G. 3) 
aa + bb’ + cc’ + (ceb-b) cos⁊ + (ca + ca)cosy+ (ba’ + ab’)coszZ = 0 


feyn. Eliminiren wir zwiſchen biefen drei Gleichungen bie Duotienten > 7 


und b ſo Eommt 


(c-+-bcosx-Hacos$Xz-2,)-+-(b-+ccosz-+-acosz)(y-y1)-+(a-+-ccosj+bcos2)(x-x,) = 0 (12) 
und dies ift bie Gleichung des gefuchten Ortes, welcher alfo, da bie Si: 
hung vom erfien Grabe, eine Ebene ift. 

Wenn die Eoordinaten rechtwinklig find, fo gehet bie gefunbene Glei⸗ 


chung in 


uͤber. 

IL, Da die Gerade, welche durch den Punkt xyızı geht, und die ge⸗ 
gebene Gerade fenkrecht ſchneidet, nothwendigerweiſe in ber gefundenen 
Ebene (12) oder (13) liegt, fo wird der Durchichnittspunft dieſer beiben 
Seraden auch der Durchſchnittspunkt der gegebenen Geraden und ber ges 
nannten Ebene feyn. Segen wir rechtwinklige Koordinaten voraus und 
bezeichnen biejenigen des eben erwähnten Durchfchniftspunftes durch x., Ya, 
Z,, fo müflen diefe die Gleichungen der gegebenen Geraden und bie Glei⸗ 
hung (13) befriedigen, fo daß wir haben 

(x. - x) = az,—z) ; (yn—y) b, - 7) 
Z —-2)+by—-Yı)+a—xi) = 0 . 
Wir geben diefen Gleichungen bie Bormen 


2 Z) +by—yı)+az—x) = 0 (13) 


- 3 — 
u) (ya zz) HU ZZ) - An — Fr 
Ayn—Yı) = ba -2) 
23 — 2, + b(I2—Yı) + a 2) =0, 
und finden nun durch Entwicklung | 
betyı = — sei, —x)— (a’+b?)lz, =2), 


nam, a? 4hb360 
_y ben, 2) Hab +AHM-Y) 22, 
y-yı = | — — | 
K—X LT ELDER DESSEN SETS EL IE 
a u b?rc? 


Da nun bie gefuchte Gerade durch die Punkte z,yızı und x.y2Z, beſtimmt 
iſt, und alſo (K. 6. G. 1) durch bie Gleichungen 
(43 —2)x—-x%= K—Xı)2z-2) ; (3—Zy-yı) = (Y-yılz-z,) 
ausgedrückt wird, fo ift jegt nichts weiter nöthig als die eben gefundenen 
Ausdruͤcke für (3 —Zı), Ya—Yı) und (u — X) in. dieſe Gleichungen zu 
ſubſtituiren, um die Gleichungen der geſuchten Geraden vollſtaͤndig zu erhalten. 
Dieſe Gerade laͤßt ſich auch auf folgende Weiſe ausdruͤcken. Da ſie 
nämlich ſowohl in der Ebene (13) als in derjenigen Ebene liegt, welche bie 


gegebene Gerade und den gegebenen Punft. enthält, deren. Gleichuug alfe,. 


nach Aufgabe [12] in $. 8, unmittelbar aufgeftelt werden kann, fo ift fie 
die Durchfchnittslinie diefer beiden Ebenen und folglich durch bie Gleichun⸗ 
gen derſelben, d. i. durch das Gleichungsſyſtem 


a@-2)+by-y)ralz) = 0 Ä an 


aa) cdz— X) ba—)—cy—-yV)_g 
a(z, —z)— c(x,—x)  ba-)-ein-y) 
vollſtaͤndig ansgedräckt. 


(14) 


"WE Da die Laͤnge dei, vom Punkte x,yı2, auf bie gegebeite Gerade 


gefäßten ‚Berpendifels nichts anders als bie Entfernung. ber Yunkte x,yı2, 
und x,y222 iſt, fo erhalten wir, wenn bie Eoordinaten rechtwinklig find, 
durch Subftitution: der für. (a — 2), (Ys—Yı) und (—x,) oben ge: 
fundenen Ausbrüde in bie Formel (4) des $. 2, indem mir jenen Perpen- 
dikel durch p bezeichnen, nach einigen leichten Reductionen, 


_Viatı-z a(Z,-Z/)-e(Xı-X Y+|biza-2)- u) ’+latyı-y’)-b(s,-x') 
Geben wir dem Gleichungen der gegebench Beiaden die —** 


605) 


6. 


. 8 


az 5) — A —xX) a0 ; ba—z)—-uly-y) = 0 

und eliminiren (z— z), wodurd wir oo 
ı«y—y)-ba-r)= 0 | 

erhalten, fo ift erfichtlich, daß ber Zähler: bes gefundenen Ausdruckes (15) 

bie Duadraswurgel aus der Summe der Quadrate, ber erfien Theile biefer 

drei Sleichungen ift, wenn darin x,, yı und zı fir x, Yı und 2 geſetzt 

werden. 


IV. Wir bemerfen hierbei noch Folgendes. Wenn der Punkt xıyıZ. 
in der gegebenen Geraden liegt, fo werben feine Eoprbinaten die Gleichungen 
derfelben befriedigen; alsdann reduciren fich in dem Ausdrucke (15) die un: 
ker. dem Wurzeljeichen des ‚Zählers enthaltenen Quadrate auf Null, und es 
ift demnach, mie ed auch ſeyn muß, p = D. Die Gleichung (14) bekomme 
in bemfelben Falle eine unbeftimmte Form und drückt jede Ebene aus, welche 
Die gegebene Linie enthält. Die Gleichung (13) aber bleibt ungeändert; fie 
drüct dann diejenige Ebene aus, welche die gegebene Gerade in dem gege- 
benen Punkte ſenkrecht ſchneidet. Daſſelbe gilt von. ‚ber Gleichung 12). 


" Aufgabe [18]. "Die Sleichsngen zweier Geraden ſind gegeben; eo 
ſoll das Sloichungs / Syſtem derjenigen geraden Linie € gefunden werden, 
welche die gegebenen wechewinkiig ſchoeidet. 


Es ſeyen J | 
cosy(x<—x') = cosc/(2— 7) . ) eosy’(x-x’) = cosa”(z —z" 
‚cosY(y—y') = c0sß z—z) | ’ cosy/⸗ -) = c0s$a—2") 

bi Gleichungslyſteme der beiden gegebenen Geraden ‚in rechttwinkligen Coor⸗ 
dinnten. Sollen nun“ | 

| c087x = c08aZ-+a ; cosyy = caßz-+b 

die Gleichungen der gefuchten ‚gerade, Linie feyn, :fo muͤſſen, weil dieſe Se 

rabe auf den gegebenen -fenkrecht, ſeyn fol auf. 16. ©, 10), folgende Glei⸗ 

Burgen Statt finden Pan . * 

207 e08y doay resuf 000ß 5.0080 con =. 0 In 

a 6087" cosy - cosß" cos + cos” cosa 0 J 
und außerdem iſt (6. 1. G.9) — Ze 


cosꝰy -4 cosꝰ 4 cos = 1 


Aus dieſen drei Gleichungen finden wir durch Entwicklung, und wenn wir 
den MWinfel,:welchen.:die: beiden gegebenen Geraden: mit <inanben- machen;: 


\ 


durch Ä.segeichnen;igugbeich, aber bemerken, daß, weil 9 
cosy + coaß+cod=1 ; .cos’y” * cosg -cros *1 

EZ — + os vosß"+ cose”e cos’ = es; en 

ift, auch ' Be 


cosßcosy’ "-cosß "208 24 (608 'cosc' 608 "Cosa + coscos cosqcos 8 
7.6087 7 9 7 


—-1-— —* cosy cosg cos aß" + cosæ 'cosc' - = 1-— . 0) = sind, 


„. C08e 'cosy -cos« cosy _ c0sy "cosß -0087 co 


"sind sind 
Nachdem mir. dieſe drei Groͤßen beſtimmt haben, —* wir noch die Con⸗ 
ſtanten a und b in den angenommenen Gleichungen der geſuchten Geraden 
vermittelſt der Bedingung beſtimmen, daß dieſe Gerade mit jeder der gege⸗ 
benen in einer Ebene liegen muß, indem wir dadurch zwei Gleichungen zwi⸗ 
ſchen a und b erhielten‘ (9. 8. G.2). Da wir aber auf biefe Weiſe ziemlich 
zuſammengeſetzte Ausdruͤcke erhalten wuͤrden, ſo waͤhlen wir den folgenden 
Weg, um. zu den geſuchten Gleichungen zu. gelangen. Die oben angenom⸗ 
menen Gleichungen drücken, wenn wir a und b beliebig beſtimmen und ben 
Größen cosa, cos, cosy die ſchon gefundenen Werthe beilegen ‚ eine Ge 
räbe: aus, welche der geſuchten parallel iſt; wir wollen fie Durggal.' bezeich⸗ 
sen. Legen wir nun eine Ebene: e’, welche bie erſte, gegebeue Getahe aut⸗ 
hält, und Die zugleich der Geraden L parallel ift, fo. wird ſſe offenbar die 
geſuchte Gerade enthalten; legen wir ferner eine Ebene e”, welche bie zweite 
gegebene Gerade enthält und bie zugleich ebenfalls der Beraben L parallel 
ift, fo wird auch fie die gefuchte Gerade enthalten. Da num die gefuchte 
Gerade in den Ebenen e’ und e” enthalten ift, fo iſt fie die Durchfchnitte: 
linie. dieſer Ebenen e’, und e’, deren Gleichungen wir alfo nur aufzuſuchen 
brauchen, um die geſuthte Gerade auszudruͤcken. Nach $:5. (Aufg. [9]) 
finden wit als Gleichungen der beiden: Ebenen e und. e”. unmittelbar 
(cos cos «'-cosß eusa)(z-z')+ (dosmeosy =008« 6087) (y-y Y(vosysosf -cosy'cos ß) (x-x' )= == 0, 
(cosßeosu -cosß"cosu)ke-z )Hcpsucos/ -cosu vosy){y-y 


Die Subftitution der oben gefundenen. Ausdruͤcke für caay, cos und rascı 
in Diefe Öleichungen giebt, nad) einigen leichten, Neductionen, 


jcosy Ug-z' )tcosß — coso (x-x' )] - cosö lcosy' (z-2)+cosß(y-y)tcosa(x-x | =0 
‚ leosy (2-2 )tcoppky-y" )}cos« (x-x th ensd.|casz (2-2 .Heoef.Cyay" )rcosa’ (x) = 0 


als dasjenige Gleichungsſyſtem, welches die geſuchte Gerade ausdruͤckt. 
Aufgabe [19]. Die Gleichung einer Ebene und die Coordinaien 
eines-Punttts And gegeben: es follen die Sleichungen der Geraden ge: 


'i .f ⸗ — 


cosß“ cus«- cosß' cog« 
m — 


FR sin o 





(16) 


azrby+cox+1=0, ho 
2zrbytox+l=0, 
Ä Muay Hart 
bie Gleichungen der drei Ebenen. 
L Da jebe Ebene, welche: bie Durhfpitätinie der erſten und zweiten 
Ebene enthau/ durch die Gleichung | 
 (az+by+oxHl)+r(a2 +by+ +. Pa 
Dargeftellt werden Fann, fo muß auch die dritte Ebene, bie, der Vorausſetzung 
‚zufolge, diefe Linie enthalten fol, durch diefe Gleichung ausgedruͤckt werben 
fönnen, d.i. «8 muß ſich A fo beftimmen Laffen, daß bie. dritte Gleichimg 
der eben genannten ibentifch wird. Bringen wir biefe lebtere nA die Form 
ara b+b4. , oral 














fo ergiebt fich | | 
a, +31 Sa J bi-+bar_; u +04 zo. 
I TAA nr En Zus UPS en BZ 


woraus 

(,—3,)4 = a); (&—b,)2 = (by; (ja = =). 
Eliminiren wir A, fo ergeben fich 

(a-2,)(b>-bı)-(as-21)(b>-b>)=0; — E =0 (8) 
als die beiden Bedingungsgleichungen, welche erfüllt werben müflen, wenn 
die drei Ebenen fich in einer und derſelben Geraden fchneiden ſollen. 

I. Fauͤr die Durchfchnittsliniem. der drei’ Ebenen. finden wir buch Eis 
mination von: y und x bie folgenden brei Gleichungsſyſteme 
(a,b, — 2,b,)z fr (cıb; — cb,) x + (b, — b,) = 0 

(a, 6 — —R (cıba — cb,)y-+ (&—cı) * 0 E 
(a,b, — 2b6,)2+ (bs — eb) x + (b,—b,) = 0 | u 
(2,65 — 2561) 2 — (bs — ) = 0 
(ab; — 35b,)2 + (&bs — -Csb3) x+(b— b,) =M. | 
 (a2C cs — as c3)2 — (cab; — - sb) y+ (3 — 4) = 0 

Sollen diefe drei Geraden einander parallel feyn, fo muß 

ab, —-obı a 22 bs—cebı _ bs — 5b, 


au bs — aꝛ bs — as ba — aa ba — as b- au , 


ci ba ⸗ cab, _ Gb, —c,bı _&@bs— Cab; 


— — — —— — ——— — — — — —————— —— — 


ai Ca — 23Cı ai Cs — as ci aa Cs — 3503 


——— ——— — — ——— — — — 


ſeyn. Diefe beißen: Doppelgkiichungen: rebucheei ſuh mach Weoſcha tuns ber 5*. 8. 
Denner'oon ſelbſt auf eine einzige Gleichung, naͤnlich auf. 

Calbs2:— baa2) 7 Cı(bias—.baaı)+ Calbı2a — bprı) = v 9. 
welches die Bedingungsgleichung iſt, die befriedigt werden muß, wenn. ‚die 
bret Ebenen ſich in parallelen Geraden ſchneiden ſollen. 


Aufgabe f15]. Die Gleichungen. von drei Ebenen find gegeben: 
man foll die Eoordinaten ihres Drn chſchnitspunkies finden. FI 
tom 2 ne 
it: nz+byroxtl = 0 N nr a os 
vi: '2+by+o8+1 = 0 oe, 
- . 42+by+cx+1 =. oe 1 
die gegebewen. Glejchungen ‚der drei Ebenen. Da in. ihrem Durchſchmite⸗ 
punkte die ECoordingten dieſelben ſind, ſo finden wir dieſe durch Eutwicklung 
aus den gegebenen Gleichungen. Wir erhalten auf .diefe Weiſe 
4b - be) — ar (bi - be) +3s(bı —b3) - 
' oi (b.as - byaz) — c. (Dias — beaa,.) ——— 
_ Cı (23 — 23) — c (a. — as) - es (ai —2,) 5) 
Cı(b2a5 — b3a,) — ca (bias — baai) + cs(b1 a, — b.a,) ! 
2 bi (c2- cs) — ba(c. — Cs) - ba(ci —c;) 
— alba — '58,) — ca(bias — b>2,) + C3(bı%, — — ba.) .' 
welches die gefuchten Ausdrücke find. nn j 
Hierbei ift Folgendes zu bemerken. Wenn wir, ber Kürze wegen, die 
Zähler der Ausdrücke (5) refpective durch N, Ny, N., und, ihren ‚gemein: | 
ſcheftlichen Nenner Durch D bezeichnen, fo daß 
X = Ne. N ı zZ N, 
on D_ -n?37 97 
iſt; wenn wir ferner 0 0 
sa =A ;b-beB ; 9-5, => „Ci sn 
»-a=h ; b-bheB or .; — 
ſetzen, ſo iſt, wie wir leicht finden, 72 
N=-AB-—-AB ; N = GAı—CA, ; N = BC —BiG ; 


D = - 2, N.tb Nr. Ns} = - a, Netb, Nr} = -fasNrb No. 


1). Wenn nun. im befonderen Sälfen N: = O oder N, = 0 oder N; = 0 
iſt, ſo liege der. geſuchte Durchſchnittspunkt offenbar in der Ebene der yz 
oder der x2 oder ber xy. :. 2) Wenn aber. zu gleithir Zeis Neue: unb 





. | = 


$ 8 N, == 0 if, fo find zwei Faͤlle zu unterfeheiben. Es finden’ nämlich dieſe 


Gleichungen enttweber deshalb Statt, weil A, = 0 und A, = 0, ader 
weil ei In dem erfien Falle iſt 5 = m = 2, 
und die drei Ebenen oneiben fih auf ber Achle ber z in einem Punkte, 
deflen Ordinate z = * =—-— = ni In dem zweiten Falle aber 


ift au B 5 == a alfo B,C, = BıC, , mie ah N, = 0 uub folgs 
lich —* D O, ſo daß x — 3, y=$undz = 5 werden; weil 
aber die Gleichungen N, = 0 und N, = O, d. i. ABi -AB, = 0 und 
CA, — CA, = 0 nichts anders als die Gleichungen (3) in ber vorigen 
Aufgabe find, fo ſchneiden fich in dieſem zweiten Falle bie brei Ebenen nicht 
in einem Punkte, fondern in einer und derſelben Geraden. 3) Wenn nur 
D = 0 ift, fo werden bie Werthe von x, y und z gleich o. Die drei 
Ebenen find dann entweder parallel eder fie ſchneiben fih (weil D = 0 
nichts anders als die Gleichung (4) in der vorigen Aufgabe iR) in paralle- 
len Geraden. 


$. 9. 
Aufgabe [16]. Die Gleichungen zweier Beraden find gegeben. Es 
ſoll der Winkel gefunden werden, welchen fie mit einander bilden. 


Es feyen 1,, 1, zwei Gerade und 


gx = kzra ) _ gx = kz re 
gy = hz-+b ? gy = hz+b’ \ 


die beiden fie darftellenden Gleichungsſyſteme. Es mögen nun dieſe Linien 
einander ſchneiden oder nicht fchneiden, fo bilden fie bekanntermaßen bdenfelben 
Winkel als zwei andere, fich in irgend einem Punkte fchneibende Gerade, 
und L,, die ihnen parallel find. Nehmen wir den Anfangspunkt ber Coor⸗ 
dinaten, O, zu dieſem BDurchichniftspunfte, fo find bie Gleichungen der Ge: 
raden L, und 8 ($.4. Aufg.5) 

g= kz . g x=kz 

ymh | ’ | gy = hr | 


Nehmen wir nun auf ber Geraden L, einen Punkt p, und auf I. einen 


Punkt p’ belichig an, und ziehen die Gerabe pp’, fo haben wir, wenn wir 
den, gefuchten Winfel durch (Iılz) begeichnen, in bem Dreiecke pORp', 


2 
co8 (dl, 1) = Op 
2-Op-Op’ 
Bezeichnen wir die Coordinaten der Punkte p und p’ refpective durch x, yı Z 


and x’, y’, z’, fo haben wir. ferner, weil dieſe Punkte auf den Geraden Li 
und L, liegen, 
k h j} j 14 
— yauıı rung; ylr. 
Vermittelſt dieſer Ausdruͤcke und der Formel (3) des $. 2. finden "wir 


Op’ = = |g — + 2gheong + 2gkoong + 2ukeneä]l; 
Oo” = |g” +h?+-k”+2gh'e c08X + 2g’k'cosy +-2h’k’c 


| g’+-h?-++-kK?-+ 2ghecosX +2gkcosy + 2hkcosz F 
pp" = (—2 | gg’+hb’rkk'+ -(gh+ gb)eost+ (kt s‘ k)cosy+(hk’+h’k)cosz r 


+ |+b?+K?+-2gh' eosi+ 2 cosy-+2hrke cori | 


Subftituiren wir diefe Ausdruͤcke in den oben für cos(,l,) angegebenen, fo 
kommt, nad) einigen fich von felbft darbietenden Reductionen, 

eg’ kb’ Ik’ + (gh’ + gh)eosz + (ge +-g 'K)eosj-+-(hk’ -+-h'k)cos2 
Tann Agheostrügkeosgrähkconz VgiH — —ã 
welches der geſuchte Ausdruck iſt. 


Sind die Coordinaten rechtwinklig, fo reducirt ſich die gefundene gr 
mel (1), da aldbann cosX = cosy= cos2=0, auf 
gg 4 Ih’ + ke 
eV 0 
Hieraus ergiebt ſich zugleich die Relation, telche zroifchen den Coeffi⸗ 
cienteng, h, k, g, h’, K Statt finden muß, wenn die Gerabenl, und 1, auf 








einander fenfrecht feyn follen; denn da alsdann cos(l,l,) = O feyn muß, | 


fo ift diefe Relation für fchiefwinklige Eoordinaten 
gg +hh’+kk’+(gh’+gh)eosx+(gk-+gk)cosy-+-(hK’-+-h’k)cos2 = 0, (8) 
und für rechttwinklige Eoorbinaten Ä 

hu rk = O . (4) 


(1) 


8 9. 


Bermittelft ber Formeln .(1 und 2) laſſen ſich leicht die Winkel finden, 
welche eine Gerade 
I: Klara; wehurb | ’ 
mit den Eoordinatenachfen bildet. Denn, ba bie Gleichungen She Ace 
refpective 
z= 0 . z 0 Xx — o 
4374 3 x20 y= 0 
find, fo..brauchen ei in den obigen Formeln, nur refpective - 

g = = ; g=-0mh-0; B- o und 0 
zu ſetzen, und —5* baburd; , fvenn wir die genannten Mintel refpective 
durch a, ß und y bezeichnen, | on 
k-+ geosy + heos? \ 
Vg?-+h?+k?-+ 2ghcosx + 2gkcosy -+ 2hkcosz . 

h-+gcosX -+kcos2 . 
CO zu mn —— 

Verb HK + 2ghoosi-+ 2gkcosy + 2hkcos2 

g-+hcosx-+kcosy 


"608, == 
Ver £b + + 2gheosk + 2gkcosy+ Zhkeos 2 


und biefe Formeln gehen für rechtwinklige Eoorbinaten in 

k h g 

— — ; cl = ——; = — — (6 

— cf — 7 — (6) 

über. Segen wir, der Kürze wegen, g+hirköt2gkeonkt2gheosy+ähkeosz =? f 

fo haben wir, zufolge (5), 

Acosa = k-+gcosy-+-h cos ; Acosß = kcosi-4-gcosxi-H-h ; dcosy = kennst g+h cosX; 

aus welchen drei Gleichungen. 

(1 —cos?Z)cosy + (cosyeos2 — cosk)cosß + (608Xc0s2 — cosy)cos« 4 

8* I- cos — c08’y — c08°2 + 2c08Xcosycos2 —_ 

( coss c0o82—CosX) c08y+ (1— cos?y)c0sß-+(c0sX cosy— cosZ)cos« 1 
4, 


c08a = 


(5) 





c08G = 


= 1 — cos?* — cos?y — c08?Z + 2008X cosy c08Z 
k - (cos&cosö—eosy)cosy -+(cosfoosy — cosä)coaf +(1— cos’x)cos« 1 


1 — c08?X — cos’y — c08”Z + 2008%X cosy cos2 
folgt. Fuͤr eine andere Gerade, deren Steichungen 
| gx=kıra ; gy=hz+b’ | 
find und welche bie drei Winkel a’, 2 y mif den Coordinatenachfen bildet, 


— 22 — 


haben wir aͤhnliche Ausdruͤcke für 8’, h’ unb K' Subſtituiren wir allo dieſe 
Ausdruͤcke in bie Formel AR), und bezeichnen, der Kürze wegen, cos, Bist), 
cos⸗ Ecoag; x. durch — 2 & ' UT ſo haben wir 


A-7462 + E7) ee Trend 
+HA4->P+-@Z-Play+rdy) 1: 
+ (1-2) + —S Sr HEN: | 
l- ?} 23 „0 ) 
I -y" —z + xyz . . 
Diefe Sormel 7) drück den Winkel, ben zwei Serade. l, und Lh bilden, 
durch die Winfel: aus, welche dieſe Geraden mis den Coordinatenachſen mas 
chen *). Sind die Coordinaten rechtwinklig, fo nimmt. dieſe Spund die ein⸗ 
fache Geſtalt 
cos) = = cos yc0sY + cos Aoos + cos« 'c08« , (8). 
an. Aue den Formeln (7 und (8 ergeben ſich die Relationen, welche zwi⸗ 
ſchen den Winkel a, a, 8, 8, 7 und ) Statt finden, wenn die Geraden 1, 
und 1, auf einander. fenfrecht find. Da nmaͤmlich alsdann cos(l,l,) = 0,.f6 
‚haben wir für ſchiefwinklige Coordinaten 


—F = Ä 


AP; HA-JRF+A-Z ac Hay) (af AHz-Y)ler Herz) = 0 Ir. 9) 


und für rechtiwinklige Eoordinaten oo 
cosycasy’ + cos Beosß' + 00800030 -0. (10) 
Wir fügen noch folgende Bemerkung hinzu. Wenn die, Eoordinasen 
rechtwinklig find, fo geben die Gleichungen (6) J 
= tosyY@ + +K ;h= cofy-+h+K ;k= cos VE, 
und fubflituiren wir dieſe Ausdrücke in die Gleichungen 
| gsx — x) = ka—2z) ; 8gy—-yJ) = bh@—2) | 
der geraden Linie, welche durch den Punkt XıyıZı ‚geht, fo haben wir un 
| cosy(x—X,) = c0s0(2—-2,) ; ; cosy(y—yı) = cosß(z—2Zı) J. al). 
Dies iſt die Form der Gleichungen: einer Geraden r welche: in der r anal 
ſchen Mechanik die gebraͤuchlichſte iſt. 


Aufgabe [i7)]J. Die Gleichungen einer Geraden und > pie Coordina⸗ 
ten eines Punktes ſind gegeben. Es fon gefanden werden: Iftens der 


*) Fallen die Beiden Beraden auf einander oder find fi ie para, ffta=«, 
p=f,ı=r und cos) = 1. Diefe Werthe in die Formel (7) ſubſituirt ge⸗ 
ben, wie es ſeyn muß, die Beoingungegleichung AOL.) 27 Zus 


9. 


$. 


9, 


— 3 — 
az N — —- x) 0 ie ke 
und eliminiven (z — 2) woburd) ieir- ' 
© yo y)-ba—r)= 0 | 
erhalten, fo ift erfichtlich, daß ber Zähler: des: gefundeisen Ausdruckes (15) 
die Duadraswurzgel aus ber Summe ‚der. Quadrate, ber erften Theile dieſer 


drei Gleichungen ift, wenn darin x,, Yı und zı ir X, Yr und z gefeßt 
werden. 


IV.' Bir bemerken hierbei noch Folgendes. Wenn der Punkt xıyıZ. 
in der gegebenen Geraden liegt, fo werben feine Coprbinaten Die Gleichungen 
derfelben befriedigen; alsbann rebuciren fich in dem Ausdrucke (15) die un: 
ter. dem Wurzelzeichen des Zaͤhlers enthaltenen Quadrate auf Null, und. es 
ift demnach, wie es aud) fepn muß, p = 0. Die Öleihung (14) bekomme 
in demfelben Falle eine unbeftimmte Form und drückt jede Ebene aus, toelche 
Die gegebene Linie enthält.. Die Gleichung (13) aber bleibt ungeändert; fie 
drückt dann diejenige Ebene aus, welche die gegebene Gerade in dem gege⸗ 
benen Punkte ſenkrecht ſchneidet. Däflelbe gilt von. ‚ber Gleichung a2. 


Au fgabe T18]. "Bie Sleichungen zweier Geraden ſind degeben; e es 
ſoll das Sleichungs/Syſtem derjenigen geraden Linie gefunden werden, 
welche die gegebenen rechtwinklig ſchoeidet. 


Es ſeyen ER | . 
a) = —R —* ) 
cosy -) cos⸗ꝙ -2) | ‚eoay'(y—y”) = 

di Gleichungsſyſteme der beiden gegebenen Geraden ‚in rechtwinkligen Coor⸗ 

dinaten. Sollen nun 

coSyx = C08@ Z-+2 ; cosyy = coßz+b. 1 u 

die Gleichungen ber: gefuchten ‚geraden. Linie ſeyn, ſo muͤſſen, weil. diefe Ge. 

rade auf. ban gegebenen -fenkrecht, ſcyn ſoll aut. 16, 6 10),, folgenbe Pike 
drangen Statt finden. ,- — 

7 097 008% reoef 001 — cosu =, o en 

u Fe sony oo Soef non fr Dose "erh; "at 

und arherdem iſt (6. I. G.9 BEE ESS: Bere ze var 


PHP ARE VO — ne 


\ 


= : coso(a 2 zZ’). 
= c085”(z— 2”) 


Aug dieſen drei Gleichungen finden wir durch Entwicklung, und wenn n wie 
den Winkel, elchen die beiden gegebenen Geraden: mit zinanben machen, 


— ee ie Süße — — 28 eds 2’y: g.ilE. 
008 (it BERN Ef F — — em N | 
bie € gegebenen Bleichungen ‚der Geraden, 4 g.-. Es ſeyen ferier“ J 
Fir . 0X = Posa Br yy = ——— u. Bu 
die «etc ingen der Ge aben 1, welche bie, Geraden — g rechtwinklis ſchnei⸗ 
det, fo iſt, tie wir uſs 2* -9). gefunden ‚haben, Gut 22 SI. 
cos B'cosi-cosB cose Cosa cosy -cos« cos cosy cosf-cosy cosß' 
. 
Legem wir pun⸗ dureh: inen Punkt xyz ber. Berndan) ac: eins: Chrruy;torfihe 
fenfscchs; auf der Gpraden.1 Reha, formich.fie bie Gerode g’zenepniten, mich 
eben fo wird eine Ebene, welche durch einen Punkt x”y’z" den headeng 
geht, und auf, der Geraben 1 ſenkrecht ift, „Die, Gerade g"_ „enthalfey.. Die 
Sieichnugen dieſe beiden ‘Ebenen’ find aber k, 9, 8.1 13 EN 5 va 
sr a + co ßly— Yy4+-0osalx— x) = 0 ! | 1.1.5 
cos ylz —Z) royal 
und für die Entfernung diefer Ebenen, welche. zugleich big Entfernung der 
Geraden g’ und. g iſt, haben dir, zufolge der „vorigen. ‚Aufgabe, 


N ort —*2 —————— y) + ——— 


ein Ausdruck in, welchem nur noch, für, — — a —— die, BR | 


ängegebenen Ausdiüche ſubſtituirt zu "werden brauchen. an * 


» „Anfgabe.[26]. Die Gleichungen 3weier ebenen. in rechnpinkligen 
Eoordinaten find ‚gegeben. Es ſoll der Urt des. Puntses R gefangen 
werden, deſſen Entfernungen von beiden gegebenen tE Ebenen ein Begtbh 
nes conſtantes Derbälmiß haben. *. | 


tWEs ſyen Deere th ben meter Mer —— 
GE Azpbyhoxrede 0; EG —— Aa 
be gegebenen Gleichmugen mmd-L Zn/das gegebene Verhaältniß. Die Are 
ſernungen bed Punktes p, deſſen Coordinaten x’, y, 2 ſeyn moͤgen, von 
dieſen Eheuen find, (Aufg, 238)d)d mi, 8 DE ne ae 5 
c z+b+ax+d, ‚„cz+by+arf+d.!.S 5%, 


... Ya rb?+-c! 3 Nar+b®rc® 


€. .. * 
⸗ ⸗— ++ 
LEE Fr ! 


und weil dieſe Entfernungen in dem — on is n: eben | Slen— 


ſo muß 212 en A, J 139 Lin I Dan 
ar bytaned. 2456 Alte —— ap — 6 


Ve +b+c Va?+-b?+-c? X er 


- 3 — 
6 9% funden werden, weckte durch diefen Punks gobet und welche auf jener 
Ebene ſenkrecht iſt. 
Es ſey ez-+by+ax-+1 = 0 die gegebene GSleichung der Ebene und 
es ſeyen Xı, Yır Zı die gegebenen Coordinaten des Punktes. 

Die gefuchte Gerade wird fich, weil fie durch den Punkt x,yızı gehen 
foll, wenn g, h, K unbeflimmte Eoefficienten bedeuten, durch die Gleichungen 
ex —xı) = kaz—z) ; gy—yı) = h(iz— 2) 
darſtellen laſſen (K.4.). Weil aber biefe Gerade auf der gegebenen Ebene 
fenkrecht ſeyn foll, fo muß diefe Ebene auch auf der Geraden fenkrecht fies 
ben. Nun ift aber jede Ebene, welche auf diefer Geraden fenfrecht ſtehet 

(Aufg. 17. &.12) durch die Gleichung 
(g+hcosx+kcosy)(z-z’)tihtgeosxtkcosz)(y-y’)t(ktgcosythoosz)(z-x') = 0 
ausgedruͤckt, und ba biefe Ebene nun ber gegebenen parallel feyn muß, fo 
haben wir (9:4. Aufg. 4) 

b h-rgceosk-+-koos2 a kr goosy-+-heos2 

e g-rheos2-+ keosy c  Brhenkurkeny 


Diefe beiden Gleichungen reichen bin, die Duotienten 7 und : zu beſtim⸗ 
men, und fie werben erfüllt, wenn wir ſetzen 

c=g-+hcosx+keosy ;b= =h+geosä+keost; a aı= kr geo0s-+heosd; (17) 
woraus wir 


_ ssin?z + b(cosycosZ — c0sX) ++ a(cosXc0sZ — cosy) 
TIME 
1 — c008?x — cos?y — 008?Z +2c08X08yC082 


1 — Slcosycosz — cost) + bsin’y + alroszeosy— cos) \ .1g) 
1 — c08?x - cos’y — c08?2 + 2008%Xc08y C08Z 
k — SleoeXe0sd — cosy) + bicosXcosy — eosz) + asin"x 


1 — cos’x — c0s?y — cos?2 +-2c08Xc08sycosZ 
erhalten. Die Gleichungen der gefuchten Geraden find alfo 
[cain?2 + b(cosycos2 — c08s£) a(com cos2 — cosY) | (X—X}) 

= | c(cosXcos2— cosy )+b(cos&cosy— cos2)-+asin?z} (z—2,); (19) 
| c sin?2 -+ b(cosycosZ — c08X) -+ a(cosXcosZ — cosy) | (y-Yı) 
= | c(cosyeosö— com) -+bsin?y-+a(cosXoosy—-cosZ) | (zZ). 

Fuͤr rechtwinklige Coordinaten erhalten wir hieraus - 


| da-z) = aa) ; ly-yı) = ba—z) | . (20) 
4. 10. 


| (1-2°)c’+2(xy— z)ab 


$: AB: J 
Aufgabe [20]. Die Sleichungen zweier Ebenen ind gegeben; €8 
foll ihr Kleigungswinkel gefunden werden. - 
Es ſeyen z+byrax+te 0; er by == 0 die ge 
gebenen Gleichungen der beiden Ebenen. . Falten. wir von dem Anfangspunfte 
der Coordinaten auf jede diefer Ebenen eine Senkrechte, ſo fchließen Diefe 


einen Winkel ein, ber offenbar dem Neigungsmwinfel w bieten Ebenen sie 


iſt. Run find aber, wenn refpectine ... 
u . gxX zu kz- Bu Ya kr 
| (Iyek gy = hz 
die 1 Gleichungen biefer Senkrechten fi find, a, b, und c den Ausdrücken (17) 
des vor. $., und a’, b’ und c’ dinfelben Ausdrücken, wenn. wir den Buch- 
ftaben g, h'und k Uccente geben, gleich; ferner find g, hund k den Aus: 
drücken (18) des vor. $., und g, b und K- denfelben Ausdrücken, wenn 
darin den Buchftaben a, b und © Accente gegeben werden, gleich. Subſti⸗ 
tuiren wir alſo Die zulegt genannten: Ausdrücke in: die Formel (1) des vor. 
$., fo erhalten mir, indem wir eos X, aosy, cosZ, der Kaͤrze wegen, tie: 
ber durch x, y, Z begeichnen, und | 
(1—2cC+ (5 — Z)(ab” + 0) 
h +1 Fbb’ + (32— y)(ad-+ac)) 


20; | 
+1 -— Z)aa’ +(y8- — Dlbe’-+b’e) 





(1- 2)0° +2(85 -Zab 
= M;;' ER yac 





+(4-y?)b’+2(x2—-y)ac -=N 

+(1- 392° +252-5be), u +4 AED 

kom m ., . tn . FE up 2* Q . . , , ı 
——— — — MN. F Pr er. | a) 


Wenn die Eoordinaten, recdtwiakug fi R nd, vereinfacht ſich ber Aura be⸗ 
beutend, und wir haben. 





bb aa | 
0080 = 7 Fat oe 4: Y(2) 
Yv sr +. a +b +6 2 
FR} \ ‚te * 3. 


Hieraus ergiebt fh; daß, wenn die beiden in ‚Rebe ſtehenden Ebenen fc 
rechtwinklig ſchneiden follen, bie Bedingungsgleichung 

' .Q=P9:,; EEE (3) 
ober für rechtwinklige Eonrbinaten " = " "" 


&:10. 


10 


rbb = 0 (4) 
erfuͤllt werden maßi. . — amt gt: 3: 
Aus den Formeln (1) ober: (2) —5 nu unmittelbar: die — 2*& 
fir die Winkel, welche eine gegebene Ebene “ N 
Mena, ezupby Hax Hlie' ©. ze van * 
mit: den Eocidhiatencheren bilbet. Denm da die Sleichungen von Ebenen 


werde den Eoorbifnatenebenen parallel laufen, auf die Formen 22 &120 


by+l= 0, ax+1l = 0 gebracht werden Finnen, fo duͤrfen mir Stoß 

a "und b’, a und ec’; b’ und c’, nach einander:gleich Null fegen. Wir er: 

halten Gierdursh, wenn wir ‚die eben genammten Winkel dur dry Or und x 

Peine. 125 ER 

u m) ROM. an Jr 2 Hz 
rn £ . un Mr Pr N Yl: — z’)M .- 

d- Fiber, Dart * Be. 


. N 
LP 3 





lu En eosd, 
en, 0: :VA=y)M: : 
I. hun c KR ER ELTON TR En Wer * 
ET ; —— * No. yazzıM FIrTEEBDLP Bere: BEE Et 
23 —*. N \ Ü EC 
für rechtwinklige Coordinatjn | | 
.6; . 
cos, = —; COS —T jr 
Narbe Fe * — 
und zugleich 0 nein .. — 
og. +08 —E VER =1l....: nn m 


Da far ehe andere Ebene ea +by+ax+rY= 0, vellche die Win⸗ 


tel wr, ag, wz mit den Coordinatenebenen bildet, ähnliche Ausdruͤcke Statt 


finden, fo ergiebt fich aus (2), für rechttoinflige Eoordinaten, die Relation 


coso = 008,008 W; "+ cos cyco80yy + cos. 0080, " -&) 
und Wenn beide Ebenen ſeukrecht auf einander: Reben: ſollen/ —— 
008,008.’ -+- 008 1,0080 & 008 w,coeü); = v. “ (9° 


Aus den Zormeln 6) Iaffen fi fi ch die Ausdruͤcke fuͤr die Winkel finden, 
welche die Coordinatenebenen mit einander bilden. Sarnen wir namlich 
den Neigungswinkel der Ebenen: *: z Ed 

ber’ur'und- ver yr butch 7. —** *1 
der xy und ‘ber yz durch Y , 
der xy und der zz. durch , -..: 


.. 3 De era ®. 
2621 — —— — NEE Zu BO Sr 
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ſo erhalten wir · adurch, "daß wir in dem Gleichungen (5) veſpective a und 12 6:10. 
a und c, b und c gleich Null ſetzen, ba’ Li. X" =. a we 
cosX— 008 ycosz* — _ ——————— osy., Bi Ju —— cosZ (10)*) 
sinysi en EEE en 
Auch Eönnen wir leicht Die Neigungstoinkel der Eoerbinatenachfen gegen 
die Coprdingsenebenen finden. - Bezeichnen wir den Winfel, melche die Achfe 
der z mit der Ebene ber xy bildet, durch Z’, denjenigen, welchen ‚die Achfe 
ber y mit ber, Ebene der xz macht, durch y ı und den, ‚welchen die Achſe 
der x mit der Ebene der yz bilder, durch X’, und errichten wir im Anfangs⸗ 
punkte auf den drei Coordinatenebenein die Perpendiket h,; hy hu fo {ft of⸗ 
fenbar " 
sinZ! = cos(z,h,) ; sinY' = cosy h,)' ; 'sinX = 08 (X h,) n 
wo (2, h.) den Winkel bedeutet, den bie Achfe” ‘der z mit dem Perpendikel 
h, bildet, und (y,h,) , (X, hx) analoge Bedeutungen haben. Die Glei⸗ 
ungen ber, ‚Geraden h., hy, h, ſiud reſpective G. 9. G. 19.) | 
h. WER —— 3 vinꝰꝰ x —D 
Gosycot co8R)X 3 ee > (osköosy-—cos2)2'; ; (cosy eösd-cosk)y”" = sin’y- zi j 
\eeostoped-gnsy)z = = sin? >3 2 —E—— -cosy)y = (coskeosy-cost)z| ; 
und ‚hieraus, erhalten wir, zufolge $. $, ($. 5), und un einigen leichten Re⸗ 
Austipman, wenn wir der Füre wegen, . u 
1 — cos’x — cos’y — cos’2 + Dooskcosy c082 = 'g@ dl » 
ſetzen, tig gi etg 
RÄT * gin * sin) al, > 7 sn2: J— (12) . 


| Aufgabe [21]. Die, änge des Derppnpitels, welcher. von "dem 
Anfangspuntte der rechtwinkligen Coordinaten auf eine Ebene gefaͤllt 
iſt, und die "Winkel, welche er mit den’ Coordinatenachſen bilder, ſind 
gegeben; es ſoll die Gleichung der Ebene gefunden werden. 

Es ſey die gegebene Laͤnge des Perpendikels gleich P, und die gegebe⸗ 
nen Winkel fan e % Pr 7, Dieſe vier Grdten Föunen als 8 Polarcoorbinaten 


— 


ö—— — —D 


) Die Formeln (10) mit den untern Vorrichen henemmen, find bie Geundfor 
meln der ſphäriſchen Trigonometrie, aus: welchen alle übrigen Sormeln derfelben abges 
leitet werden können. Die doppelten Vorzeichen in unferen Sormeln, welche von den 
Wurtelzeichen in son Formeln (5) Hertühren, saichen ſich auf die Neigungewinten und 
auf deren Nebenwinkel⸗ Ba zu a 





$. 10. des Endpunktes des Perpendikels engeiehen werben. Die rechtwinkligen 
Coordinaten dieſes Endpunktes find daher ($.1. F. 7) 
X =Posa 5; y wmPcosß ; zZ wm Poosy , 
und die @leichungen des Perpenbileld (6.9, &.11) 
CO8yX == 00842 5 C08Yy == 0082. 
Da nun bie Gleichung ber auf biefer Geraben fenfrechten und durch den 
Punkt x’yz’ gehenden Ebene (9.9. &. 13) 
 C08Y2-+cosßy+-cosax = cosyzZ'’+cosßy’ -+cosax 
if, fo erhalten wir durch Subſtitution der Werthe von x’, y’ und z, in 
dem wir bemerken, daß ($.1. &.9) cos?Y-+-cos’?+costda =], 
csyzHrcosßytcsax=P , (13) 
welches bie eſuchte Gleichung der Ebene iſt. 


§. II. 
Aufgabe [22]. Die Gleichung einer Ebene in rechtwinkligen Coor⸗ 
dinaten iſt gegeben. Es ſoll der Ort des Punktes gefunden werden, 
welcher von dieſer Ebene eine gegebene Entfernung bat. — 
Es fey e2 by Pax = d bie gegebene Gleichung der Ebene und k 
die gegebene Entfernung. Be wir die Coorbinaten bes Punktes, 
deſſen Drt gefucht wird, durch x’, y’, zZ, fo find bie Gleichungen ber auf 
Der gegebenen Ebene fenfrechten 8 burch dieſen Punkt gehenden Geraden 
(6. 9. G. 20) 
| c(x—xX)=az—z) ; c(y—-y) = b(z-7z) |; 
und, wenn wir die Coorbinaten des Durchfchuittspunftes dieſer Geraden 
und ber gegebenen Ebene durch x”, y’, 2’ bezeichnen, fo haben wir, da biefe 
Coordinaten alle drei Gleichungen befriedigen muͤſſen, 
2’ +-by’-+ax" == dooder ea’ -ZHby’-Yral N) = d-(ebyHax); 
X) m a7) ; y’y) = ba) ; 
und ferner (9.2. F. 4) nn 
ke 
Eliminiren wir zwiſchen diefen vier leichungen die Größen @— x), (y’-y)) 
und @— z), fo fommt 
ez’+by gar = FERN Zora rm. ı (1) 


welches bie Gleichung des gefuchten Ortes iſt. Dieſe Doppelgleichumg ge⸗ | 
bört zu zwei Ebenen, von denen | 








— N — 


die eine durch erndy ron = drkyardre, 02) Fl 
J die andere durch cz +-by-+rcx = d-— kyaibire , v* 6) 


ausgedruͤckt iſt. Dieſe beiden Ebenen ſind der gegebenen parallel ($.4. 
Aufg. I); die erſte ſchneidet auf den drei Eoordinatenachfen drei Stücke ab, 
welche refpective gleich 

drklairbird d+kVal +b d+kVa’+b?’+e da VIE — 


3. 3 
die weite ſchneidet auf enſelben Bhf drei Stüde ab, alihe gleich 
d—kVa’+b’+c? .d—kVä ———— d—kVa?+-b?+c? 
— ——— a 
find; während bie gegeben? Ebene r beufelben Achſen die Erüit | 
da. aA, dd © . 
a er = ” b- 7 en N 
abſchneidet; Es liegt alle, won der gegebenen Ebene an gerechnet, jene erſtt 
Ebene nach ber. pofitiven, und bie zweite Ebene nad der ngaeisen Sit 
der Eoorbdinatenachien hin. 


Aufgsbe. [23]. ‚Die: Bleichung einer Ebene und die Coordinaten 
eines Punktes in Beziehung auf rechtwinklige Achſen ſind gegeben; es 
ſoll die Entfernung des Punktes von der Ebene gefunden werden. 
0:8 fep a+byrax+d = 0 die gegebeite Gleichung ber Ebene, muß 

X, y z' feyen die gegebenen Coordinaten des Punktes. Alsdann finden 
zwiſchen Diefen Eoordinaten X, Y, zZ, den in der.vorigen Aufgabe genann: 
sen Coorbinaten x”, y”, zZ’ und ber jegt noch unbekannten Entfernung k 
Biefelben Sleichungen wie ‚in der vorigen Aufgabe Stat; und durch Ki 
wition son x y” and z” finden wir . men 

ont +by+aX+rd ii @. 


Ya? +b’+c? 


Dieſer gusdrud muß mit dem Zeichen genommen werden⸗ wenn der 
Punkt x’y’z’ von der gegebenen Ebene an gerechnet, nach der Seite: ber par 
fitiven, und mit dem Zeichen — Bl wenn er nach der Seite der negativen Coor⸗ 
dinaten hin liegt. 


Aufgabe [21]. Die Gleichungen zweier paallelen Ebenen in rechts ° 
winkligen Coordinaten ſind Begeben. 8 foll ihre enıternang gefunden 
warden. ., oo —6 

Es ſeyen . 


5. II. 


iſt ihre Lange (vor. Aufg.) 


— 8 — 


z+hbhyraxndas0 ; arbyra nd = N. 
die gegebenen Gleichungen. Nehmen wir einen Punkt xyz in ber. erften 
Ebene an und fällen von ihm aus eine Sentrechte auf bie zweite he ſo 
N EINER GE ee 
Va+b’+c ı 
Da- aber der Puntt yr in der erſten Ebene liegt fo sahen, mi wir "auch 
ez+by tax: =-d; „folglich iſt 
d-d 


. 4 3 
JE BE u © k RT LEN 3 ” Iı _. , 
aD rc. 


welches dyr Ausdruck für. bie geſuchte Entfernung iſt. rt. ren 
Haben die gegebenen Bleihungen bie Form 


L zur; “ .. . "ge: 
. hr OD ‘ tz . —* 


cosy(Zz-2)+cosß(y-y')+cosa(x-X’)=0; cogy(z-2”)-+cps5(y-y”)+eosa(x-x”) = 0), 


wo:x’y’z em Punkt in der erſten/ und x’y’z’ ein Punkt In der Iwrieru 
Edene iſt; ſo Finden wir, da cos’ eos - noty ei νν 


k= + |cosy(z’ — 2) + cosß(y" — — eh 


Kun find aber —— und (= x) die Pkojecidnen ber 
Berbinhungsfinie- der. beiden Punkte auf. dig, drei’ ‚Coordinigfenachfen, HR 
(z” 25 egef(y' — -y) und cosa(x "3 find offenbar die Projestionen 
bie Projectionen auf irgend, eine Gerade, welche bie beiden Ebenen ſenk⸗ 
recht trifft. „Hieraus. ergiebt ſich unmittelbar‘ der folgende... Bu — 
Leh rfatz TI Nimmt man auf: einer jeden von Zwei‘ parallelen 
—8* einen Punkt BP, pP" beliebig‘ An, bildet die orthogonalen Profecı 
tionen a,, a,, a, der Beraden pp’ Auf beliebige Ara zu einander wecht⸗ 
winflige Gerade, und prejicirt Die drei Cinien a, Au 3 auf irgend eine 
die parallelen Ebenen rechtwinklig treffende Bersde, fo ift die Summe 


. diefer drei letzten Projectionen conſtant und der Entfernung der beiden 


Ebenen gleich, wo Kath die beiden Puntie: Pr r auf den paralelen Bun 
nen angenommen fon mögen: en ver Nun 
13T ES SP 

Aufgabe [25]. Die Bleichungen zweier Geraden in, vechppinkliggn 
Eoordinaten find gegeben. Es ſoll ihre Entfernung gefonden werden. 


Die Enfermung zweier Geraden g, g im. Komme ı iſt daslenige Stüd 
ber, auf beiden ſenkrecht ftehenden und fie fchneibenden geraden Linie:1, wei 
ches von den Ducchfchnittspunkften begrenzt wird. Es feyen: m 2° 





— BB — 


0 
Fey ae ee 
die e gegebenen Sleichungen der * g-. 8 ſeyen feruer 


in 2 px = Posaz+a =>’ 008 y= eog ⸗ 48 3 sur. 99 


bie e Oleihjngen der Geraden 1, welche bie, Geraden f g” rechtwinklig ſchnei⸗ | 


det, "fo iſt, wie wir Aufg: 18, '% -9). gefunden haben, Get 9 ann 
er _ — ;con F cosa cosy ——*8 cos)" ;eosu= —— —— u 


TEN? a si ıy And RA IE, Be Rn Hann j 
Learn wir pun durch: ainen ‚Bunte Ki ber. Geraden jr —— 
ſenkrecht; auf der Ggraden.1 ſtehet, fon wird ſie hie Senode gigemballen und 
eben fo wird eine Ebene, welche durch einen Punkt x”y’z’ pæx Geradent 
geht, und. auf, der Geraden 1 fenkrecht. ift, die Gerade g” „enthalfey. Die 
Gleichungen Biefgt beiden Ebenen find, aber & 9, 8.1 Ba er ir 

ya N res y Nr 
sl) HAHN 

und für Die Entfernung diefer Ebenen, welche. zugteich big Entfernung der 
Geraden g’ und. "R- iſt, haben Mir, sufolge der ‚vorigen, Aplaabe, 

nt Dex ı 
ein Yusbrad, in, welchem nur noch, für. opsa, ze, ne ‚gs. Ba | 
Öngegebenen Ausdrücke ſubſtituirt zu werden brauchen.‘ an M ** 

Aufgabe [26]. Die Gleichungen zweier Ebenen. in —— 
—S* ſind gegeben. Es ſoll der Ort des. punktes p gefanden 
werden, deſſen Entfernungen von beiden gegebenen iz ‚ebenen din wegit 
nes conſtantes Verhaͤltniß baben. | * 

Es ſeyen — De BSR R EIS E SEE Zn 5 Zee 

vi zpbhyedaeO IREERVEEIER EINEN 2 er 
bfe gegebenen Gleichwnget nnd 1 nt dag gegebene Verhättnif, Die Euer 
fernungen bed Punktes p, deſſen Coordinaten x’, y, 2ſeyn moͤgen, son 
Biefen Ehenen ſind (Aufg, 2) = ναν Br 
z+by+ax+d, . ., 

ER Va’ +b’+re | 3 J ‚Var+bret. „ 
und. weil dieſe Entfernungen in dem Berpälsni: ‚von ir. ni eben ein, 

2 ua, 5 a9 un DEINEN Te 

ſo anß by Haxad. at Kst big str: ——— 3 —* 
——— Var nu 


m 








811. ſeyn, wenn wir bie jegt nicht mehr nöthigen Acceute weglaſſen, und, dies 
iſt die Gleichung des gefuchten, Ortes, melcher demnach and zwei Eienen 
beſteht, von denen . 


+-by-Hax+d darbyrasıd 
Die eine b + . : (6)- 
re N Ve 30 
b +ax+d  ez+byrax+d 
bie andere dur + T ze — I. 7 
” a’-+-b’+-c’ 5 —— ä 


ausgedruckt wird Da dieſe Gleichungen durch alle Werthe von x y, zZ 
befriedigt werben, welche bie gegebenen Gleichungen gu gleicher Zeit‘ erfuͤlen 
ſo foigt, daß die gefundenen Eenen ſich in der Durchſchnittslinie der gege— 
benen ſchneiden. 


Wennn—1 iſt, ſi ſind bie Entfernungen des Punktes p v von den gegebe⸗ 

nen Ebenen einanber gleich und die Ebenen (6) und (7) deren Gleichungen 

ann 

———— I—— 

Te ee 

arby+ rd _ _ arbyrast a nn | 
+40? a°’+-b°-rc 








find f halbiren bie Reigungstwinfel der ‚gegebenen. Werden bie gegebenen 
Gleichungen auf die Formen 
k= eosyzHeosßy-Heosex-tk = 0; A’=ocosyz-+cosf' Yır-ooso/x4k’ = 0 
gebracht, ‚fo haben wir flatt der Oleicunge (8) und (9), da | 
cos?y +cos?? cos? = 1 und cos’ Has’ Hes’d =I1 , 
(cosy—cosy')z-+ (cosß— cosf’)y-+ (cosa—cosc’)x-+-k—k’ =. O (10) 
(eosy-+cosy')2+(eosf-repsf)y+-Ccose+cosa)xkrk’= 0 (11) 
oder. kürzer AA’ == 0 und AHA’ — O. Uebrigens ſieht man nun, hg 
(nosy-cuy )(aoay.-$c0sy I aosß-worß )(eosf-N-cus‘)-4-(cosa-enan' Kcosi-Hansn') =-0 
iſt, daß beide Ebenen do u. 1b oder (8 u. N auf einander ſenkrecht ſinb 
(6. 10. G. 4). 
Aufgabe cen Die Gleichungen zweier Geraden und die Coordi: 
naten eines’ Punktes: find gegeben. #5 foll. der es derjenigen Beraden 


gefunden werden, welche durch den gegebenen Puntt gebet und weich 
mir den gegebenen Geraden ‚gleiche Winkel bilver. 


Es feyen a! | - 


- u — 


 eosy(y—yı) = cosf(z—2,): 1 esyly-yı) = cf(z— 2) 
Die Gleichungen der gegebenen Geraden in rechtwintligen Coordinaten und 
x, Yı Z die Coordinaten des gegebenen Puuktes. 

Die Gleichungen der Geraben, deren Ort gefuche wi, find 


| ram) ot 7) 5 Wr y) = cf) 3 ’ 
wenn er, np fo beſtimmt werden, da 

cosycosy/ "+ cosßeosß" + cosacosa" = =E | cosy’ qosy cos 2 4 + cosa’cosa a 

ift (9.9. Aufg.16). Eliminiren wir c00c” und co mwiſchen dieſen drei 
Gleichungen/ ſo ergiebt ſich 

cosy(z=z —E —XR Vene te \teosß (y-y FERN (12) 
als Gleichung des gefuchten Ortes welcher demnach aus zwei. Ebenen bes 
ſteht, welche. reſpective Ber: I. 

(cosyY—cosy —— —EE — = 0 (13) . 
(c08y+cosy')(2—2')+-(cosß+-cosß’|ty—y’) +-(cosa+-00sc)(x—x') = 0 (14) . 

su Öleichungen haben, und welche, wie die in der verigen Aufgabe fan 
denen Ebenen, ſenkrecht auf einander find: 


& 12) | 

Aufgabe [28]- Es find zwei Ebenen A, B, und ein poͤnkt p ges 
geben. Durch diefen Punkt p find zwei ebenen C, D fo gelegt, daß 
ihre Durchſchnittslinie die Durchſchnittslinie der Ebenen A und B fchneis 
der; ferner ift durch den Durchſchnitt der Ebenen A und C und durch 
den Durchſchnitt der Ebenen B und D eine Ebene F, fo wie durch Yen 
Darchſchnin der Ebenen A and D und durch den Durchfchnitt- der Ebe⸗ 
nen B and C eine Ebene G gelegt. Es fol der Brt dee Burchfchnittes 
der, Ebenen F. und G x. gefunden werden, 

Mir nehmen die Ebene Ä zur Ebene xz, bie Ebene B sur Ebene der 
yE"unb'eine ‚beliebige Ebene zur Ebene "ber xy; albdann iſt bie Durch 
ſchnittslinie der Ebenen A und B die Achſe der 2. Es ſeyen' xi, Yı, Zi 
bie auf dieſes Coordinatenſyſtem bezogenen Coordinaten des gegebenen Punk⸗ 
tes p. Rennen wir nun bie veraͤnderlichen Punkte, in twelchen bie Ebeiren 
Cund D bie Achſen der x, Ber y, ber z ſchneiben, reſpective Bj p/,, pı und 
P'as Prr. Pr, und fegen, wenn O den Anfangapunft-ber Eoordinasen bexutet 

— 22* m - A op. — 


cosy(X—Xı) = cosa(Zz—2,) co8y X—X;) ‚ee .00sd(23,) | Sk 


\ L£ 


3112 ſp iſt die Gleichungng EEE Eu re pre 
Nor \ x z er An no 
ber Ebene € " —— as 
Aminen. us Ka ‚2 al u.) 
der Ebene Mi go Bu „ m Es +7 u 1; 2 337 8 Nr . » 
En. iA Aare RE HERR 


($.6. ©. 5). Da aber dieſe Ebenen durch ben. Puntt p * ſollen, ſo 
muͤſſen die Coordinaten Xı, Yı, Zu, beide Gleichungen befriedigen, und wir 


haben alſo 
vv vw X u Fan ir zZ A ya‘ 
j BEBEZe a; SunsBar. @D 


0% 

Nun fi nd die Gleichungen ber Ebene E welche: dur bie Punkte Par. vr y 
1, und pa ‚geht, uud, der ‚Ebene “. soelche die Punkte p’z, py,. und, pı enthält, 

reſpective: 


3 —* 6 —————— Br 
Ziehen wir bie Gleichungen (2) und “a reſpective von W und es e 
fommt 


,;5* 4 ri “ fi rn s 2 Fr 2 

G-: + d- Ur =; 6 ———— —R 
woraus durch Elimination von — —3 . 
als Sleihmn des gefuditen Oites hervorgeht, der alſo eine bie e de. der 


24.d,,i. ben, Durchfchnitt der Ebenen A undB. enthaltende Ebene iſt. Diele 
Ebene bleibe gnoezandert Menu auch der Punkt p feine Loge anderi, doch 


ſo, daß der Werth don ZI Er dadurch nicht geändert wird, oder mit andeten 


Worten, wenn | der Hanke p ne auf. 2* die achſe hen! E. eubalinben 
Ebene, bewegt... : ., u ji 

Dieſes Reſultat Hätte, aus her Aufgabe, (15). Na * 8) keit hergeleiſe 
erben fönnen;. wie denn auch der Gang in ber Loͤſung der tom 
Anlache mie dem in ber «ben. erwähnten, ganz nbereinſtimmend in, - 


af gabe 131 Drei‘ in einem Punkte‘ zufartimeh treffenbe Serade 
. %,b, c, und eine vierte ‚Gerade. d, welche Feine .der Drei ern fchneidet, 
find gegeben, Durch diefe Gerade :d werden zwei Ebenen D und D’ 





Ä &: 18: 
Aufgabe [20]. Die Gleichungen zweier Ebenen ſind gegeben; es 
ſoll ihr VNeigungswinkel gefunden werden. 
Es ſeyen ecꝛ by Pax -120; ——— 1 = 0 die ge 
gebenen Sleichungen ber beiden Ebenen. . Fällen. wir von dem Anfangspunfte 
der Ceordinaten auf jede biefer Ebenen eine Senkrechte, ſo ſchließen dieſe 


einen Winkel ein, der offenbar dem Neigungswinkel w dieſer Ebenen gleich 


if. Run find aber, wenn reſpective 
3 j gx = kz Zu —* 
ey hz gy = hz 

die Sieichungen dieſer Senkrechten ſind, a, b, und e den Ausdruͤcken a7) 

des vor. $., und a’, b’ und ce’ dinfelben Ausdrücken, wenn wir den Buch: 

ftaben g, hund k Accente geben, gleich; ferner find g, h und k den Aue: 

druͤcken (18) des wor. $., und g, E und -K deufelben Ausdrücken, wenn 

darin den Buchflaben a, b md e Accente gegeben werden, gleich. Subſti⸗ 

tuiren wir alfo bie zulegt genannten, Ausdruͤcke in die Formel (1) des vor. 

$, fo erhalten wir, indem wir eosX, aosy, cosZ, der ‚Kürze wegen, wie 

der durch % y, Z bezeichnen, und 

(1-20 +(x7—Z)(ab’ + ab) 

Pe +ac)) 

+(1—- Z)ar +(J2— Dibe’ + b’c) 


Ha (12°)? +2(Xy—z)ab 





2 


| (1-2)0?+%25 Hab 
= M’;' ku — 72)b* + 2(22 — yJa’c 





+ (A br+ 22 Sac -N 

+(1-2)a +2), ee U 5 we NE 3b0 

won. : in. ; W 
dos * — Be © 


Wenn die Coordinaten nadtwietig find, bereifacht ſich ber Auedeuck he⸗ 
beusend, und wir haben. 
cc e+bb+ 

, B »- 1 2 
Be ne a Aus J v 
Hieraus ergiebt fh, daß, f wenn die beiden im Rebe ſte henden Ebenen ſich 
rechtwinklig ſchneiden ſollen, die eine | 

. . Q2 O (3) 
oder für rechtiwinklige Eonrbinäten " 7: 

II. 


6.10 


6. 12. 


_ 4 


(3 2 . Em J 15) 


1 4) = vr ' an 
Eliminiren wir (Z 2) und. ( y zwiſchen den Sleichungen (13), 


(14), (15) und zwiſchen (13), (14), a0, ſe gr G-7) von elbe fr, 


und wir erbalten nn 2 £ 
| any =0; Guy —E — — — — 20 | 


als Gleichungsſyſtem für ben gefuchten Drt. Diefer ift demnach eine durch 
ben Anfaugspunft der Eoordinaten gehende Gerade; und biefe Gerade bleibt 
unverändert, wenn auch bie Lage der Geraden d geändert wird, fo aber, 
daß die Werthe von X2ı = Kia ug YıZa YaZı nicht geändert werben. 
%3Yı — XıYa X3Yı — Xıya 

Wenn aber bie eben genarmten Ausdruͤcke unveränderlich find, ſo liegen bie 
Punkte xıyızZı unb Xy223 in einer beſtimmten durch den Aufangspunkt ber 
Coordinaten gehenden Ebene, was fi) aus $.6. (G. 4) leicht ergiebt; daher 
bleibt der gefundene Ort unverändert, wenn die Gerade d. fich auf einer 
durch den Anfangspunkt ber Eoordinaten gehenden Ebene bewegt. 


Lehrſatz [2]. I. "Wenn man in einem Tetraeder abed durch jede. 


von drei zufammentreffenden Banten ab, ac, ad und refpective durch den 
Salbirungspunft b’, c', d’ jeder der gegenüberliegenden Bauten ıcd, hd) 
be eine Ebene legt, fo fchneiden diefe Ebenen fich in einer BeradenA, 
welche durch den Eckpuukt a gebt. TI. Einem jeden der vier Eckpunkte 
a, b, c, d entfpricht auf diefe Weife eine durch ibn gebende Gerade A, 
B, €, D. BDiefe vier Geraden und die drei Geraden d, y, P, welde die 
Salbirungspunkee d’ und d’, € und c”, b und b” der gegenüberftebenden 
Banten verbinden, ſchneiden fich in einem Punkte O. III. Die drei 
Ebenen, welche durds die Salbirangspunfte von Drei zuſammentreffen⸗ 
den Ranten fenkrecht auf die gegenüberftebenden Kanten gelegt werden, 
ſchneiden ſech in- einer Geraden, Einem jeden der vier Eckpunkte eus 
fpricht auf diefe Weife eine Gerade, und diefe vier. Bernden ſchneiden 
fih in einem Puntte O'. .IV. Die drei Ebenen, welcde in den Salbis 


rungspunften von drei in:einer Ebene liegenden. Kanten ſenkrecht auf 


diefen felbigen Kanten errichtet werden, ſchneiden ſich i in einer Beraden. 
Einer jeden, der vier "Seitenebenen entſpricht auf dieſe Weiſe eine Ge⸗ 
rade, und diefe vier Beraden fchneiden ſich in einem PunkgeO”. V. Die 





Punkte O, O' und O" liegen in gerader Kinie, und zwar fo, daß der $. 1% 
Paunkt O die Linie 00 halbirt. 

Wir nehmen bie Brei Kanten ab, ae, ad m Goorbinatenacfe und fegen 

-Die Länge von ab = x’, von ac «= Yr von ad "7. Danır find bie Coor⸗ 
dinaten ber Halbiruigspunfte b”, e’, di jener. Kanten refpectiwe 


=, y=0, 1=0;9=0, „=ıyı z=0 ; =0, 0, =; 


und die Eoorbinaten ber Hathirungspunkte b’, ed, 'd’ der Kanten cd, bd, 
be find 


=0, yıyı zeir; Kit, y=0, Zei; =) ya, z=0. 


L Der erfie Theil unfere® Satzes kann unmittelbar aus ber. in ber 
Aufgabe [13] (1. 58.) gefundenen. Eigenfchaft eines Dreiecks abgeleitet 
werden; er läßt fich, aber eben fo Jeicht Direct erweiſen. Die Sleichungen 
ber drei die Coordimaͤtenachſen und reſpective die Punkte bi ce, d enthal- 
tenden Ebenen find | 

aziye ZERTT (1. 
Da num eine jebe biefer Gleichungen eine Bolge der beiden anderen ift, fo 
befriedigen alle Coordinatenwerthe, welche zweien berfelben genugthun, auch 
die dritte, die Durchſchnittslinie von zwei dieſer Ebenen liegt alſo in der 
dritten, d. i. die drei Ebenen ſchneiden ſich in einer Geraden. Dieſe Ge⸗ 
rade iſt durch das Syſtem von irgend zwei dieſer drei Gleichungen and 
gebrüdkt. 


I. Die Gleichungen der drei Ebenen, weiche efenioe durch bie 

Punkte b, c, d’; ; b, d,.c” und c, d, b” gehen, find 
x, 74,2 —.1,%+% 1; 2454 = 1.08 

wtrytr7 tyr7 vtyt7 . (18) 
Diefe drei Gleichungen (18) und auch die Gleichungen (17) werden befrie⸗ 
digt, wenn man x = !x, y = Iy und z = 12 ſetzt. Die ſechs genann⸗ 
ten Ebenen abb’, acc, add’, bed’, bie”, cdb” ſchneiden fich alfo in dem⸗ 
felben Puukte O, bdeſſen —* ax, V, Ze! Fed, 
wodurch der zweite Theil des Satzes bewieſen iſt. 

II. Die Gleichungen der ſechs Ebenen, welche durch bie Halbirunge⸗ 


punkte der Kanten gehen und ſenkrecht auf Ben ihnen gegenüberliegenben 
find, finden fih aus 9.9. (8.12) . 


— 


- — 
9 12. gegeben, bdie bem Sputa » pecibaligabr Bienen un Di 
Sleechung oo 4 
| lud ’ Re} 


Aus diefen drei Gleichungen finden wir durch Entwicklung die Coordinaten 
des Endpunktes der Geraden A, naͤmlich 

x—R; y—; z=%; 
uud da der Anfangspunkt dieſer Geraden im Anfangspunkte der Coerbina⸗ 
ten liegt, fo iſt das Quadrat dieſer Linie, nach 9. 2. (F. 3), 


A m + x’ +y”42° +2xyoos2 + 2xtzcosy + 2y’z/cost | 
alfo — der Gleichungen (31) 
= 430’ + 2 +) —— 


Bermechfeln wir nach einander den Punkt a mit b, c und d, fo finden wir 
hieraus unmittelbar 


B? == 1|3(ab’ +be + +ad ay 
= 3) be ac’ +cd’)—(ab’+bd +ad)] , 
D? = 4] 3(bd’+ oP’+ ad) (be’+ ab’ + ac]. 
Diefe vier Formeln drücen bie Geraden A, B, C, D durch die Kanten bes 
Tetraeders aus. Durch Addition finden wir die merfwürbige Relation 
A2?+-B’+-C+D = s ab’ + ac’ +ad’ + be’ + +. (33). 
IL. Vermittelſt der im vorigen Satze angegebenen Cyordinaten der 
Punkte dd, bi, ce, A finden wir ($.2. F. 3) 
= - 12" + Y„r-z’— 2x'y'cos4 — 2x zioosy+ —8 
d’-P2= r®+y°+ zZ? — 2x'y’ — 2x’zcoosy— 2yz cosäl ‚ 
di == 1 jx” +y? + 2? -+2xy 00s2— 2x zcosy — Aydoni| , 
und vermiltelſt der Gleichungen (31) folgt: hieraus 
J J = a dr 
= 1jab + er / | | 
= 1ab’+ ac +bd+cd — abe}. | 
Diefe drei Sormeln drüden die Geraden £, Y, durch bie Kuren des | 
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Tetraeders aus; und durch Abditien derſelben ergiebt ſich bie bemerkens⸗ $.1 


werthe Relation 
P+P+09 = fh + ac +ad +be bi Pe (34) 


Aus (83) und (34) folgt die Relation 
9[A+-B’+-C-+D’ = 17’ +6]. (35) 
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Ehe wir zu anderen Aufgaben fchreiten, wollen wir an einem Beiſpiele 
zeigen, wie ſich auch im Raume manche Eigenſchaften eines Körpers durch 
eine einfache Verbindung von Gleichungen auffinden laſſien. 

Bir wollen irgend ein Tetraeder auf ein. beliebiges aber rechtwinkliges 
Eoordinatenfyftem beziehen. Die Gleichungen ber Seitenebenen befieben 
ſeyen 
cosy — e08ß,y + Cosa +k, = 0 . 

Y, 6087324 c08ß.y + cite, 
V. = 0087132 +c0sßsy+c0s0Xhk, = 0 5, 
V. = c0842+ cosß,y + coscx + k, =0 . 
Die Ebenen, welche bie Neigungswinkel der Ebenen V, und Y,, V\ und 
V.. .2c. halbiren, wollen wir durch vis .und Via, durch vis und. vis xc. 
bezeichnen. Dieſe zwoͤlf, die Neigungswinkel halbirenden Ebenen ſind dann, 
uſolge des $. 11 (G. I0 u. 11), durch folgende Gleichungen auszubrüden: 
. Van. durch VMV. =0 3 vedueh V-Y,=0 ; 
vis >. +hb=0.; vn » V-\,=0 > 
N. » V,+V =.0 » Vi V, = 0 3* 
3 


I — 


Ya » %+V\,=0 Vas » weni = 0. 
Ya “ » , V. + V. = 0 . Var ‚» —V, = 0 
Yu .» VY+V * 0 3 Vu B vi v=0 


GSubtrahiren wir von ber: Sleichung der Ebene vi, diejenige der Ebene Vis, 

fo erhalten wir (V, + V.) - (VAV.) = Y—V; = 0, bi. bie Öleichung 

der Ebene Vs. Die Durchfchnittslinie der Ebenen via u. Vıs liegt alfo auf 

der Ebene V’as, oder, mit anderen Worten, die Ebenen Yıa, Vıs und Va; 

(hneiden fich in einer und berfelben Geraden. Auf diefelbe Weife finden 

wir, daß fich 16mal drei Ebenen der genannten zwölf in einer Geraden 
fchneiden. Diefe 16 Gruppen find 


. . . ’ J . 
VısVısVas 5 VuViısfactız5 VasıaVYua 5 Viav isvVas 5 


Zu VısYıslar 3 ‚VırYısYas' N VarVasYsı I. VrsVasV'as ER Fa 
1. 


wo ee 
2 
[os 


x 
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-_ V1sYıaVas 3 VasVYıaYaa 3 VarlısVYıs 3 ViæVi Ya 3 
Vı saVir .Vs4 53 VarYaıYas 3 VarVasYas > Valaya 


Addiren wir zu ber Gleichung ber Ebene vi, die Gleichung V, = 0, 


fo erhalten wir V, + V3-+-V, = 0. Diefelbe Gleichung erhalten wir aber, 


wenn wir zu der Gleichung der Ebene vis die Gleichung Vz, = 0, oder zu 
der Gleichung der Ebene vas die Gleichung V, = O abdiren. Die Durch’ 
fchnittslinie der Ebenen via. Va, Vis u. Var Vastt. Vı liegen alfo in einer 
und berfelben Ebene. Auf biefelbe Weife finden wir, daß, von den Durch⸗ 
ſchnittsſinien der genannten zwolf Ebenen. mit den Seitenehenen des Tetra⸗ 
eders (die Kanten dieſes Körpers nicht mitgerechnet) 16mal drei Durch 
fchnittslinien in .einer Ebene liegen. Bezeichnen wir die Durchichnittslinie 
der Ebene vi, mit der Ebene Vs durch Vevi- MM. ſo ſind die ſechezehn 
Gruppen:;;. 

Vevi⸗ Vavis Viva; Vıyıa Voyu Viv.. VXis VvruV 1343 Vor Yanı Yara; 3 
VaviaVavısVıraa; 2 Va Vayu Viva; 3; Vavıs av VıVaa; VavasVavasVav'ss; 


V,V 13 VaYısV ıV. 235 Vv 12 VaYısVı Va V MED Va; N V VasVayaVavai; 3 


V,;v aVavısVıyas} V. VV. ViuVıYas VvısVaV 14 Vva;5 Va VsVavıva. 
Addiren wir bie Gleichungen der Ebenen via und va, fo kommt 
Vv;V., -V. .V. S O. Dide Gleichung iſt aber auch die Summe der 
Gleichungen von dem Ebenen Yıs und va4, fo tie ber Gleichungen ber Ebe⸗ 
nen Yır U._Vas. Die Durchſchnittslinien der Ebenen Via. Var Va War 
Vaꝛa u. vas liegen alfo in einer und derſelben Ebene. Auf didelde Weiſe fin- 
den wir, daß von den Geraden, im welchen fich die genännten zwölf Ebenen 
unter einander ſchneiden, acht mal drei. in einer Ebene liegen. Diele acht 
Gruppen: find, wenn wir ben Durchſchnitt der Ebene vi⸗ mit der Ebene va 
durch viava. xc. bezeichnen: 
vi va. Vis Vaa- VuYas 35 : YıaV’ ss ala VrVas - 
YıaYsı Visva⸗ VıeVas 3 Viav'sa V'isva. VırVas 
VW aWar: VrsYas VasVas- 3 "VraYas YıaY'ae  VurVas 
Ze VırY'ss - VısVaı -VisVas 3 


2. werı+ 


RR / u. en 
Vils Visvs. VırVas. Te 


. Transformation der Eoortinägen — * 
4. 13. | Ä 
Weunn die Lage von drei fich in einem unkte ſchneidenden &benen, in 
Beziehung auf ein gegebenes rechtwinkliges ober ſchiefwinkliges Coordinaten⸗ 
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ſyſtem bekannt ift, fo Eönnen dieſe drei Ebenen zu neuen Coordinatenebenen, $- 13. 
ihre drei Durchfehnittslinien alfo zu neuen :Coorbinatenachlen genommen, 

und jeder Punkt im Raume, welcher auf das alte Coordinatenſyſtem begogen 

ift, kann auch auf. dieſes neue Coordinatenſyſtem besogen werden. Um Die 

alten Eoorbinaten eines. Punktes durch feine ‚neuen Coordinaten auszudrücken, 

ift es am zierlichften die Lage der ‚neuen. Coordinatenebenen Dadurch anzuge⸗ 

ben, daß man die fage des neuen Anfangspunkteg, und die Winkel, welche 

die alten und. neuen Coordinatenachferi mit den auf den alten Eordinaten- 
ebenen errichteten. Senkrechten bilden, angiebt. 


Zu Aufgabe [31]. Die alten Coordinaten ‚eines Punktes i im, Raume 
durch feine neuen Coordinaten auszudruͤcken, und umgekehrt. 

Wir wollen zuerſt aunehmen, daß der Anfangspunkt der alten Coordi⸗ 
naten mit⸗ demjenigen ber neuen Coordinaten zuſammenfaͤllt. 

Mir“ bezeichnen die alten Coordinaten eines Punktes p durch x, Y, . 
und die neuen Coordinaten deſſelben Punktes durch x’, y’, 2. Wir errichten 
im: gemkinfehaftlichen. Anfangspunkte der Coordinaten O auf der ‚Ebene der‘ 
yz eine: unbegrenzte Senfrechte h, und „bezeichnen. bie Winkel, . welche. Die 
poſitiven Seiten, der -Achfen:der x, der x’, der. y and der: 2’. mit der, nach 
der pofitiven Seite der x hin gerichteten Seite diefer ‚Geraden h bilden, re 
fpectine: durch. (x, yz)5: (#,yZ), (y,y2)r. (2.32). Legen. wir durch 
den Punkt p. eine Ebene,’ welche der Ebene yz parallel if, fo wird. diefe 
die .Achfe der. x in eineuf Puukte fchneiden, welcher. der Endpunkt der Dr 
dinate x des Punktes p ift, und fie wird auf der Geraden h fenkrecht feyn. 
Nun iſt: Leicht zu ſehen, daß, wenn q dei Punkt if, in welchem: dieſe Ebene 
bie Gerade h fchmeibet, fowohl Oq.=:xeos(x , y2); als auch. ($.2. &.2) 
Oq * — var yoosty. ‚ ya) + Zeonle ya} if, woraus ſ 9 denn 
unmittelbar . 
Aalen —* yo) = lobeta', ya) + ook, 2) Zoosk, yay 
ergiebt. Ganʒ auf’ biefelbe Weiſe erhälten wir, wenn wir auf'den Ebenen 
der xZ und der xy Senkrechte errichten, und die dadurch entſtehenden Win⸗ 
kel' auf analoge Weiſe bezeichnen, zwei Relativnen zwiſchen x’, y’, z’ und 
und 2, fo daß die allgemeinen Transformationsformeln 

Xcos(x, yz) = Xcoslx ; yZ) +Yeos(y', yZ) + Zcos(z’, yz)'; 

ycosly, zz) = 'zieös{&' 82) -+y’oos(y', X) +Zeoslz,xz) , \ (1) 

zeos(z, ay} — xcox- xy)+ yeosty , y)+ Zeos(z, “) 
find, - Ä | 
Auf gleiche Weife erhalten wir zur Transformation der nenen Coor— 

4* 
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$. 13. dinaten in alte, wenn (x’, y’z), (X ,y’z)), (y,yz'), ıc. bie Winbel bejeichnen, 
welche eine auf ber Ebene ber y’z’' errichtete Senfrechte mit ber Achfe der 
x’, ber x, ber y, ıc. macht, 
xcos(z', yz) == xoonX ‚yz)+yooly, Yz)+zooo(z, yz) / 
Ycosſy, x) = xoos(x,x’z)4ycosly,xz)-+zeosz,xz), ) (2) 
zcos(2', xy) = xoos(x, . xy). 


Zwifchen den neun Coefficienten von x’, y’ u. 2 in ben zweiten Thei: 
Ien der Gleichungen (1) finden drei Relationen Statt, da dieſe Eoefficienten 
die Eofinuffe der Winfel find, welche eine Gerade (h) mit den drei Achfen 
der x’, ber y’ und ber z’ bilder (9.2. G. 5). Sind alfo bie alten Achfen 
gegeben,. bie neuen aber beliebig, fo koͤnnen dieſe leßteren Doch nur fo be 
flimmt werben, daß hoͤchſtens ſechs vorgefchriebene Bedingungen erfallt wer: 
den, wenn ber. Unfangspunft beiber Eoorbinatenfyfteme berfelde feyn ſoll. 
Eine ähnliche Bemerkung trifft die Coefficienten in ben zweiten Theilen der 
Gleichungen (2). 

Iſt der Anfangspunkt der neuen Coorbinaten von bem der alten ver⸗ 
ſchieden, und heißen die alten Coorbinaten des neuen Anfangspunftes x,, 
Yır Zu, fo bat man in den obigen Formeln überall *—* y Yır 22 
refpective für x, y, z zu feßen. 

Da. die Ausdrücke, welche wir für x, y, z und far X, y, x gefunden 
haben, Sunctionen des erften Grades ind, fo folgt, daß der Grab einer 
Gleichung in x, y u. z ober in.x’, y’, z’ durch Tranöformasion der Koor- 
Binaten nicht geändert wirb,. | 

Aus den allgemeinen Formeln —F . (2) keiten wir bie folgenden ab, 
welche haͤufiger als jene benutzt werden. 

J. Es ſeyen die. alten Coordinaten rechtwinklig— Dann finb bie 
auf den alten Eoordinatenebenen errichteten Senfrechten refpective ben Achs 
fen der x, y und z parallel, und. begeichnen wir die Winkel, welche irgend 
zwei Uchfen, z. B. bie Achfe ber x’ und die Achſe der z,. mit einander 
bilden, durch (X, 2), fo. iſt (&,yz) = = (&, %), (YyZ) = (y ‚X, 165 
ferner (x, y2) = 0, (y,x2) = 0, (2,3y) m 0. Heu erhalken wir 
aus den Formeln (1) | 

x=xoosk, 3) + Yoosly’ ,2)-+Z/eoslz x) J 
y = xeosk’,y)+ycasly',y)-+zeos(z',y) ,.) (8) 
Zz = xcos(x’,Z) -+ y’cos(y’, z)-+z'cos(z’ , z) | 
Die edingungsgleichungen, welche hierbei Statt finden fi aufolge $..2; 
(8. 6), : 


J 
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RR) HK y)reKz)=l, 613. 
cos’(y,x)+cos{(y,y)+os(y,z)=1 , | (4) 
cos’(z,x) +cas’(zZ,y)-+cos’(z,z2) =1 | 
und es ift dann ferner, zufolge des $.9. (8.8), 
cos(x’,y’) = cos(x, x) cos(y, x)-+c0s(x', y) cos(y',y)-+cos(x',Z) cos(y', 2) 
cos(x',2’) = cos(x',x)cos(z', —————————————————— 
cos(y',z’) — cos(y, x) cos(z’, x)+-cos(y’,y) cös(z',y)-+cos(y',Z) cos(z',Z). 
IL. Es feyen ſowohl die alten als die neuen Koordinaten recht: 
winflig Mir finden für diefen Fall die Gleichungen (3) und (4) wieder, 
und die Gleichungen (2) geben nun, da auch (x, yz) = 0, (y,xz) = 0 
und (zZ,xy/) = 0, die Gleichungen (7). Die Bedingungsgleichungen (9), 
(10) und (11) ergeben fich aus 5.2. (8.6) und $.9. (G.10). Wir ba- 
ben demnach gur Transformation rechtwinkliger Coorbimaten in recht: 
winklige folgende Formeln: 


x = Xcos(x’, x) -+ yoos(y,x) +z/cos(z, x) | 


(5) 





 y=xoos(',y)+yoos(y,y)+zZos(z,y) | (6) 
2 = xKoos(x,z)+ycos(y,z)+-zeos(z,z) . 
!= xcos(x', x)-+ ycos(x‘, y) *2 cos(x, z) / 
y = xcos(y,x) +ycos(y,y)-+-zZcos(y,2) ı 
. 2 = xcos(z',x) +ycos(z',y)-+zeos(z',z) - 


| @ 
cos(X,x)+cos’(x,y)+eos’&,z)=1 | | 


26 x) Heos’(y,y)tos(y,z)=1 ı (8) 
08°(Z, X) +cos’(Z,y)-+ cos’(z',z) = 1 . 
za sje0»5) + FJoo3) eo, 2)eoy2) = 0; 
y)-4-cas{X,2)cos(z,2) = O7 
cos(y’,X)cos(z,x) +cos(y’, y)eos @,y)+ oos{y', z)cos(z’,z) = 0. 
cos(x, X) -+c0os2(y’,x)-+008°(z',x) = 1 , 
cos (x, y) + c08?(y’, y)-+ cos’(z,y) =1' ; 
cos”(x, Z) -+ c08”(y’,2) + cos?(z’, z) = 1: 
cos(x',x)cos(x',y)-+cos(y’,x)cos(y’,y)-+cos(z',x)cos(z’,y) = 
cos(x’,x)cos(x’,Z)-+cos(y’, x)cos(y’,Z)-+-cos(Z', x)cos(z’,z) = 
cos &, y)cos(x',2) -+cos(y’,y)cos(y’,Z)-Hcos(z', y)cos(z',z) = 


222 





Bezeichnen wir die oft genannten Coſinuſſe der Winkel, weiche Die neuen 
Achfen mit den alten bilden, der Kürze wegen, durch &, Ar 7, adı Ar Fi 
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$.13, a’, A’, Y’, fo find bie Trandformationsformeln (6) und die dazu gehörigen 


Sröingungegliunge (8) u - 9) refpective 
x = ax +fPy +77 
y 2 +Py+rYz 
z = dx + Ay + y"z 
Arad! r a == 1 
Brftaltel 0. | 8) 
rt” =1 . 
Ara +c'ß’ — 0. | | 
ay+ay' + ar" = 0 (9) 
Bry+fy+Py = 0 

und bei berſelben Bezeichnung ſind die Trausformationsformein (7), und 

die dazu gehoͤrigen Bedingungsgleichungen (10) u. (11) reſpective 


(6) 





x oax+rdy+dz.. .. A 
—W y Be r+-Ay+ Pr (7) 
zZ =yı+rYy+Y1 


08 +fP +7. = 1 “ | 
= |]. 
aa +PF +yy = V 
ac + pP" + yy" = 0 (Il) 
da’ +’ +yy = 0 
Ueber dieſe ſechs Gleichungegruppen haben wir folgende Bemerkungen 
zu machen. 


Erſtens. Daß bie Skeihungen m, (10) u. (1m) eine nothwendige 
Folge der Gleichungen (67), (8) u. (9) find, ergiebt fich zwar aus ber Her 
leitung derſelben, es wird aber nüßlich. ſeyn Died Direct nachzuweiſen. 

Multipliciren wir die Gleichungen (6) der. Reihe nach durch, a’u. a” 
und addiren Die drei Producte, fo ift in der Summe ber Eoefficient von x) 
in Solge der erften Gleichung (8°), gleich 1; Lie Eoefficienten von y’ u. z’ 
aber find; zufolge der erften. und zweiten Gleichung (9) gleich Null. Auf 
dieſe Weife ergiebt fich die erſte Gleichung (7). Eben fo erhalten wir ‚durch 
Multiplication der Gleichungen (6’) mit 5, P’ u. 5” und dann mit y, 7 
u. y” die zweite und die dritte Gleichung (7). 

. Entwideln mir aus den erſten beiden Sleichungen * ce und az ſo 
ergiebt ſich 


w- P"y Ar-hr . dd = Pr — fr 5. 13. 
ZT ee 7 1 7A | 
und fubftituiren wir diefe Ausdrücke. in bie erfte Gleichung (8), fo kommt 
Er EP +7 VEN = EB 
Nun ift aber 
HET HE NER HE IP HH Hr HH PN 
in welcher ibdentifchen Gleichung der zweite Theil, zufolge ber zweiten und 
dritten Gleichung (8) und der dritten Gleichung (9), fich auf 1 reducirt. 
Es iſt alſo 
νCν, 
und folglich 
er ανν 
ſomit, nach dem bereits Gefundenen, 
| er N ei ee. | 
Auf ganz ähnliche Weiſe finden wir Ausdrücke für , A, und yı z', z"ı 
fo da wir folgende bemerkenswerthe Gleichungögruppe haben: 
ie RA u Su HR Ga FR 
= (f’y By"); PR? = (ar —a'y)* ; * («"?— up’) (12) 
= (br -PrY; = ldy—af); "= (la PP) 
Aus der erften und zweiten Gleichung (87) folgt 
| (ra? + A) = (l-e’X\1— PP) 
oder, was baffelbe if, 
a? + a Ban — e@—=l, 
und fegen wir hierin den, aus ber erften Gleichung (9) fich ergebenden, 
Werth von a?9?, nämlich + 9, fo reducirt fich bie 
gefundene Gleichung auf 
AHA Al, 
oder, in ber Folge der dritten Gleichung (12), auf 
a+ß4f=l, 
welches die erſte Gleichung (10 iſt. Auf ganz aͤhnliche Bee € können wir 
die zweite und dritte Gleichung (10) aus den Gleichungen (8 und 9) 
herleiten. 
. Segen wir in bie fo eben bergeleitete erfte Gleichung a0) für a2, 9? 
und 7? die Ausdrücke (12), ſo baben wir 


6.13. 
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1 = (dB) + (a7 + (dt AR) 
= (++ Kr +?) A HH) 
In Folge ber bereits hergeleiteten zweiten. unb dritten Gleichung a0) tes 


ducirt fich die fo eben gefundene Gleichung 


(PHP HrNar ++) HH) el 
von ſelbſt auf | 
) J | dd" HP HYY — 0 
welches die dritte Gleichung (11) iſt. Auf aͤhnliche Weiſe koͤnnen wir die 
erſte und zweite Gleichung (117 herleiten. 

Die Gleichungen (10) und (11’) find alſo eine nothwendige Folge ber 
Sleichungen (8°) u. (9). 


Zweitend. Unſere zweite. Bemerkung betrifft bie Unterfcheibung zweier 
Säle. 

Stellen wir ung vor, daß ber Anfangspunfe des rechtwinkligen Coor⸗ 
dinatenſyſtems ber xyz auf den Aufangspunkt des ebenfalls rechtwinkligen 
Syſtems der xy2, und die Achſe der x’ fo auf die Achſe der x gelegt 
werde, daß bie pofitive Seite der Achfe der x’ auf der pofitiven Seite ber 
Achfe der x liege, fo wird die Ebene der y’z’ auf ber Ebene ber yz zu lies 
gen kommen, weil beide Ebenen auf der jegt gemeinfchaftlichen Achſe der x, 
in demfelben Anfangspunfte, fenkrecht find. Drehen wir nun das Coordi⸗ 
natenſyſtem der x’y’z’ um feine, mit der Achfe der x coincibirende, Achfe 


- ber x’, fo wird endlich auch die Achfe der y’ mit der Achfe der y und zwar 


fo zur Coincidenz kommen, daß die pofitiven Seiten dieſer beiben Achfen auf 


einander liegen. Bei diefer Lage der beiden Coordinatenſyſteme wird bie 


Achfe der 2, der Länge nach, auf der Achfe der z liegen, weil beide. Achfen 
auf der jegt gemeinfchaftlichen Ebene der xy, in bemfelben Anſaugspunkte, 
ſenkrecht find; es wird aber entweder die poſitive Seite ber Achſe ber. z’ 
auf der poſitiven Seite der Achſe der 2, oder es wird die negative Seite 


der Achſe der zZ’ auf der poſitiven Seite ber Achſe der z liegen. Dieſe bei- 


den Fälle find fcharf zu unterfcheiden, und wir mollen beshalb zwei recht: 
winklige Eoordinatenfpftene, in welcher Lage fie fich auch befinden mögen, 
gleich nennen, wenn, bei dem Aufeinanderlegen der pofitiven Seite der Achfe 
der x’ auf der pofitiven Seite der Achfe der x und der poſttiven Seite. der Achſe 
der y auf der pofitiven Seite der Uchfe der y, auch die pofitive Seite ber 
Achſe der z’ auf ber pofitiven Seite der Achfe der z zu liegen kommt, ſy m⸗ 
metrifch aber, wenn Die pofitive Seite der Uchfe der 2 auf die negative 
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Seite der Achſe der z fälle. Es iſt nun Folgendes leicht einzuſehen. Legt 8. 13. 
man von zwei :gleichen. rechtwwinkligen Eoorbinatenfyftemen bie :pofitiven 
Seiten von irgend zwei. ‚gleichnamigen Achſen refpective auf einander, fo 
kommen auch die poſitiven Seiten der dritten Achſen auf einander zu liegen; 

legt man in denſelben Syſtemen die entgegengeſetzten Seiten von irgend zwei 
gleichnamigen Achſen reſpective auf einander, ſo fallen ebenfalls die poſitiven 

Seiten der dritten Achſen auf einander; legt man in denſelben Syſtemen 
von irgend zwei ungleichnamigen Achſen die poſitiven Seiten auf einander, 
z.B. die poſitive Seite der. Achſe der x auf die poſitive Seite ber Achſe 
ber y, und die poſitive Seite ber Achfe der y’ auf die pofitive Geite ber 
Achfe der x, fo fallen die entgegengefeßten Seiten der dritten Achfen auf 
einander, alfo in dem angenommenen Beiſpiele die poſitive Seite der z’ auf 
bie negative Seite der 2; legt man: endlich in denfelben Syſtemen bie po> 
fitiven Seiten der Ychfen der x’ und der y’ refpective auf bie pofitiven 
Seiten ber Achfen der y und ber z, fo fällt die pofitive Seite ber Achfe 
ber 2 auf die pofitive Seite. ber Uchfe der x. Legt: man aber von zwei 
ſymmetriſchen rechtwinkligen Coordinatenfpfiemen die poſitiven Seiten 
von irgend zwei gleichnamigen Uchfen aufeinander, fo kommen bie entgegen: 
gefeßten Seiten der dritten Achfen auf einander zu liegen; legt man in 
denfelben Syſtemen Die entgegengefegten Seiten von irgend zwei gleihne 6 
migen Achfen aufeinander, fo fallen ebenfalls bie entgegengefegten Seiten 
der dritten Achfen auf einander; legt man in denfelben Syſtemen von ir- 
gend zwei ungleichnamigen Achfen die pofitiven Seiten auf einander, z. 2. 
die pofitipe Seite ber Achfe der x’ auf die pofitive Seite der Achſe der y 
und die pofitive Seite der. Achfe der y’ auf die pofifive Seite der Achfe der 
x, fo fallen die pofitiven Seiten der dritten Achfen auf einander, alfo in 
dem angerrommenen Beifpiele die pofitive Seite der Achfe der z’ auf bie 
pofitive Seite der Achſe der z; legt man endlich in denfelben Spftemen die 
pofitiven Seiten der Achfen der x und des y’ refpective auf bie pofitiven 
Seiten der Achfen der y.und der z, fo fällt die pofitive ‚Seite ber Achſe 
der 2’ auf die negative Seite der Achſe der x. 

- Die Transformationsformeln.(6) und (7) oder (6) und (7) und auch 
die Bedingungsgleichungen (8) bis (11) oder (8) big (11) umfaſſen beide 
Fälle, ſowohl ben Fall der Transformation von einem rechtwinkligen Coor⸗ 
dinatenſyſtem zu einem gleichen, als den der Transformation von einem 
ſolchen Syſteme zu einem fpmmetrifchen. Ebenſo verhält es fich mit ben 
aus diefen Bedingungsglichungen abgeleiteten Gleichungen (12). Aber eben 
biefe: Jegeen . Sleichungen bieten uns ein Mittel bar, Die. beiden genannten 


ls 


$. 13. Säle analytifch zu unterfcheiben. Es haben nämlich Die Ausdruͤche, weiche 
wir, vermittelt der Gleichungen (12), für. die erflen Potenzen der nem 
Größen a, Pf, 7, a, x. erhalten, fäwmtlich doppelt Votjeichen; ” iſtrs B. 
aus: ber letzten Gleichung (12) . 
entwweber 7" = af’ — dB ober z’ = dB-eß. 


Nehmen wir nun an, daß das Coordinatenſyſtem der xyz fo anf! dag Coor⸗ 
dinatenſyſtem der xy2 gelegt wird, daß die poſitiven Seiten der Achſen der 
.x und der x, und die poſitiven Seiten der Achſen der y’ und der y re 
fpective auf einander liegen, fo werden auch die Achfen der z’ und der z, 
der Länge nach, auf einander legen, und wir werben im Falle der Gleich⸗ 
heit beider Syſteme 
xx 3 y-y; 2z=7, 
im Falle ber Symmetrie aber 
.. x = y yey ;2=--7. 
haben. Alſo in beiden Faͤllen iſt, bei der angenommenen Lage der beiden 
Syſteme, 
e=1;ß=0;y=0;d=0 Bel;y=0; 0 =, 
aber blog in dem erften Falle it y” = 1 und blog in dem zweiten 7’ = —1. 
® Don den vorher genannten Ausdrücken giebt aber, fra=1; f=0; 
«= 0 und f = 1, bloß der erfiey” = 1 und blog der zweite = —1. 
Demnach bezieht fich der erſte Ausdruck auf gleiche, der zweite aber auf 
fommetrifche Eoordinatenfyfteme. Auf ähnliche Weife überzeugen wir ung, 
daß alle neun Ausdruͤcke deren Quadrate, zufolge der Gleichungen (12), 
gleich a?, A, y2, d*, ꝛc. find, im Falle gleicher Eoordinatenfpfteme mit 
dem Borzeichen + , und in dem Falle ſymmetriſcher Syſteme mit dem Vor⸗ 
zeichen — genommen werden muͤſſen. 


Drittens. Wenn bie Coefficienten &, , 7, a, ꝛxc. nicht gegeben 
find, oder mit anderen Worten, wenn bie Lage des zweiten Eoordinatenfy: 
fiems in Beiehung auf das erfte nicht gegeben ift, fo koͤnnen doch nur 
drei diefer Größen beliebig angenommen werden (und zwar nur folche. drei, 
welche nicht in einer von den ſechs Gleichungen (8) und (10) zugleich nor 
kommen, ja ſelbſt diefe nur unter gewiſſen Einfchränfungen, welche die Rea⸗ 
lität des neuen Coordinatenſyſtems bedingt), weil eben zwiſchen den genann- 
ten neun Größen ſechs Bedingungsgleichungen Statt finden. Sind aber 
die Werthe von drei dieſer Größen gegeben,. ober beliebig angenommen; ſo 
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ergeben ſich bie Werthe ber übrigen ſechs durch Entwicklung aus ben ſechs 9.13. 


Gleichungen (8) und (9) oder (10) und (117), bei welcher Entwicklung 


man auch die Sleichungen (12) benußen kann. Aber dieſe Sache ift nicht 


fo ganz einfach, und wir wollen deshalb einen Augenblick dabei verweilen. 

Mir wollen ‚anuehgien, daß es die brei Größen a, .2’ unb 7” feyen, 
deren Werthe gegeben find. Um nun bie übrigen ſechs ‚Größen zu beſtim⸗ 
men, verfahren wir wie folgt. Wir fubtrahiren von ber Summe der erſten 
und zweiten Gleichung (87) die dritte Gleichung (107), von der Summe ber 
erften und dritten Gleichung (8) bie zweite Gleichung (10) und von ber 
Summe ber zweiten und britten Gleichung 8) die erſte Gleichung (10), 
und erhalten auf dieſe Weiſe: 


+ Ho" 147" 1 
. 
++” elre 
In Folge der Gleichungen (12) haben wir | u 
entweder .af dB =y" oder of — AR =, 
ee Zur Er er Are 2 Ze 
»  Bi-BYma » Pr-Py=—e 
Subtrahiren und adbiren wir das Doppelte biefer legten Gleichungen res 
fpective zu den drei vorher erhaltenen, fo kommt 
entweder Ä | | W 
(«PP ++)? O-V woraus Are = VA- (af 
HP’ Hp? = (lH) .» Pd = VArlerP) 
(o—’}+(a’+y)? = (1)? woraus a’ +7 = VA- Pay”) | 
(e+Y’P+(e”—y)? — (14 2 » ey = va+ß ’— (a+7” 2, 
FH) = (l-e)? woraus = VA- Pd N ı 
BY H/) = (lHe)? 76 = vurei- Fr 
oder 
(-PyP+(+0) = (1-47)? woraus J — 
| (@ +P)? +(B— N = (d— - y" 3 . » B-— = vda— Y%—( _ y”) _ (@ +) 
(P-Ha’+Y). = (1-P)? woraus d’+y = V+- PD (ar) 
(Hey? = (fi on d-y = YyiA- A-Py-e+7’ 2 
S = (1+0) woraus YHß”’ = VA}, 
YA = le » = VU- A -() . 


a m 


= 


ba 


5. 13 


Ein jeder von den unter den Wurzelzeichen befindlichen Ausdruͤcken laͤßt 
fich leicht in zwei Factoren zerlegen, fo daß, wenn wir 
irre ++ =m ; l-o— "um , 0 
+0! un ; 1-orf4f un, 
t-a+f up ; kra-Bufiep ı 
1-0-f+f=q4 ; Ire+f-"=g 
ſetzen, die gefundenen Gleichungen übergehen in: 


entweder ober 
ßP+a' Vnp P+a = Yu'p 
ß—a' = Ymg B-d = Val 
a’ +y = Vnq d’+y = Yang 
—— Van a3), _ yan (14) 
Y+ß" = Vpq y+ß" = Vpd 
Y—f’ = Ymn Vf = Yı’n’ 
Aus diefen Gleichungen würden wir unmittelbar 
entweder oder - 
28 = Ynp + Vmq 28 = VYıp+Vm’d’ 
20’ = Ynp — Ymq 20’ = Yalp — Vo’g 
20” = Yna+Ymp \ 15, 2e’= Vng+Vmp (16) 
27 = Vnq — Ymp 27 = Vn’g — Vmp 
27 = Vpg+Vmn 2/ = Vpg+Vmy’ 
26" = Vpq — Vmu 2" = Vpg — V'n 


erhalten; es Eönnen aber die Wurgelgrößen in ben Gleichungen (13) und (14) 
zwar mit verfchiedenen Vorzeichen genommen werden, doch finden hier nicht 
alle Eombinationen biefer Vorzeichen Statt, (fo 3. B. künnen die Wurzel; 
zeichen in den Gleichungen (13) nicht alle zugleich mit dem Zeichen —, und 
die in den Gleichungen (14) nicht alle zugleich mit dem Zeichen + genom⸗ 
men werden), und das Gleichungsſyſtem (13) fchließt nur 8 Gleichungsſy⸗ 
fieme in fih. Zur Erfparung des Raumes wiederholen wir die erſten Theile 
der Gleichungen eines jeden diefer Syſteme nicht, und fehreiben nur Die 
zeiten Theile der Gleichungen eines jeden Syſtems in einer Columne ben 
gemeinfchaftlichen erften Theilen gegenüber wie folgt: 


Pre 





B-d= 
a +7 ze ng 
day = +Vmp| ⸗ — Ymp|+ Ymp|— Ymp!— Ymp +-Ymp _ mp —+-Ymp 


Y +ß' = I#Vpal-Vpa-Vpal+Vpal+VPgl-Vpgl-Vpal+Vpaq 
Y-!= -+-Ymn| — Ymn|—Ymn +Ymn — mn +Ymn +Ymn —Ymn 


Eben fo ſchließt das Gleichungsſyſtem m. ‚ur die acht. folgenden. Glei⸗ 
chungsſyſteme in ſich: | 

+0 = |-Vapl_Vnpl+VopleYVop _yarp —-Yılp' Ava I4-Vo’p 
P—d = |-Vn’g|—Yn’gi+Vom’g’\+-Vm’g’ +Vnn’g + Ym’g’ al _ wg 
d+y = |-Vng Yn —DOO— 

— — — —— ap Ya 
Y +ß’ = |-Vpal+Vpal+Vpg|-Vp/g|-Vp/al+Vpdi+Vpg|-VPd 
yv-! = — Ymn’ \4-Von’n/|-+Yın'n’ — Ym’n’ + Yan’ — Ym’n'! — Yn’'n‘-+Ym’o’ 


Beftimmen wir A, a, a” ze. aus irgend einem der erfien acht Glei⸗ 
chungsſyſteme, fo ift das neue Eoordinatenfyftem dem alten gleich; beftimmen 
wir diefe Größen aber aus einem ber zweiten acht Gleichungsſyſteme, fo ift 
dag neue Coordinatenſyſtem dem alten ſymmetriſch *), Nennen wir die 


*) In den Lehrbüchern findet man nur: die Gleichungen (13) angesehen, aus wel⸗ 
chen unſere erſten acht Gleichungsſyſtenie entſpringen, und die daſelbſt angewandte Her⸗ 
leitung, welche vorausſetzt, daß das alte Coordinatenſyſtem mit dem neuen zur Con⸗ 
gruenz gebracht werden könne, was keinesweges der Fall zu ſeyn braucht, kann auch blos 
zu dieſen Gleichungen und nicht zu den Gleichungen (14) führen. Wenn bie Trandfors 
matign der Eoordinaten nur. angewandt wird, um einen Körper oder ein Suflem von 
Punkten an eine andere Stelle. im Raume zu verlegen, finden allerdings nur die Gleis 
Hungen (13) und die aus ihnen entfpringenden erften acht Gleichungsſyſteme Anwen: 
dung; aber bei anderen Unterfuchungen müffen andy die Gleichungen (14) und die aus 
ihnen entfpringenden zweiten acht Gleichungsfpfteme in Betracht genommen perden 
und das Außerachtlaſſen derſelben kann zu ſehr falſchen Folgerungen führen. Iſt z. B 
cl; f=1 und —1 gegeben, ſo erhalten wrm —2 ; n=2; 
p=2 und q=—2, woraus denn P+e= #32; f-d= + -1, ſo 
daß alſo a und a’, und dann auch ebenſo «’, 7, y u. ß', nach den Gleichungen (3), 
imaginaire Werthe, befommen. Dennoch drüden die Formeln 

xar ; y=y ; ı=—7 


in welden« = 1 Au; ee — Lund ſammtliche übeisen Giöfen «, u. ß 


3 


- 


9.13. Wertheè von A, a',.c”, Y, yY und Pi welche diefe Größen sufolge der Gleis 


chungen (15) haben, refpective b, a’, a’, c, ce’ und b”, fo. find die Trans: 
formationsformeln, welche ung bie erften acht Steichungefpfteme geben, 

x ax+by+e ' x= ax+-by—cz 
| yı nu+ß7 +cz | ; | y- axı+-fy—cz 








22 ax+b'yn/z z = asb"yv+ry"z 
u am, ax—by+cz ‚x ax—by—cz 

| ya -ıı+Py—dz | ; | y=-ax+fy+cz | ; 

(Ze by) z = a'sHb'yH’z.) 

x= ax+ray+a'z x ox+ay—a”z 

I ye bx+Aiy+b’z 0 y bx+fy—b"z 3 

| z=. cx+cy-+y"z zZ =—cX—cy+y'7 | 

| x= ox-ay+a'z xXx= m—ay—ar 
| y- —bx+fy—b'z ; y= —bx+fy-+-b"z 
| z= x—cy+y"z 2z=—-ı+cy+77 





- Auf ähnliche Meife koͤnnen fämmtliche Transformasionsformeln, welche 


E die zweiten acht Gleichungsſyſteme geben, aus denjenigen abgeleitet wer⸗ 


den, welche bag erfte diefer Spyfieme ‚giebt. 

Eine jede der. drei Groͤßen o, A’, 7” mufl nothwendigerweiſe kleiner als 
+1, und größer als —1 gegeben ſeyn, weil diefe Größen die Coſinus von 
reellen Winkeln feyn follen. Wenn nun bie gegebenen Werthe von a, 4 
und 7” zwiſchen den genannten Grenzen enthalten find, fo Eönnen vier vers 
ſchiedene Säle Statt finden, nämlich: es koͤnnen alsdann alle 16 Gleichungs⸗ 
ſyſteme reelle Werthe von PA, a, a” ꝛc.; ober es koͤnnen nur die erſten 
acht derſelben reelle und die zweiten acht imaginaire;- oder es koͤnnen nur 
die. zweiten acht derfelben reelle und die erfien acht imaginaire; oder endlich 
koͤnuen alle 16 nur .imaginaire Werthe von A, a, a" x. geben. Die 
Bedingungen, unter welchen ein jeder diefer vier Fälle Statt hot, finden 
wir auf folgende Weile. Sollen die erften acht Gleichungsſyſteme reelle 
Werthe von. Pr ed, ex an, " müflen m, n, p und q gleiche: 36 





ß', ,. yu. 7 reelle Werthe haben, die Transforntation von einem Syſteme zu einem neuen, 
völlig reellen Syſtem aus, deffen Achfen zwar mit denen des erfigenanäten coincidiren, in 
welchem aber bie pofitive Seite der Achfe der z' auf ber negativen Seite der Achfe der 
2 liegt. und in der That finden wir für — 1, 4 — 1 und "= —1 auch 
n=0,0=90, p=0udg 4 und fomit ! u = 0  B-d=08x,, 
fo daß alfo die Größen ß, ae, @ ꝛc., nach unferen Gleichungen (14) reelle Werthe 
erhalten und ſümmtlich, wie es auch ſeyn muß, gleich Null werden. 


\ 
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chen haben; benn Hätten zwei biefer Srößen entgegengefete Zeichen, ſo 
würde einer der Ausdruͤcke Ara, A— a, a’ --y, x., derjenige nämlich, 
welcher der Quadratwurzel aus dem Producte dieſer beiden Größen gleich) 


iſt, imaginair. Sollen die zweiten acht Gleichungsſyſteme reelle Werthe von 


ßı dr a sc. geben, fo muͤſſen aus gleichen Gründen m’, ,n’, p’ und. q' 
gleiche Zeichen haben. Nun koͤnnen aber die Größen m, n, p und q nicht 
ſaͤmmtlich negativ ſeyn, weil die Summe dieſer Größen gleich +4, und es 
koͤnnen auch ‚die Größen m’, n’, p’ u. I nicht ſaͤmmtlich negativ ſeyn, weil 
auch ihre Summe gleich +4 iſt. Die Realitaͤt der Wurzeln der erſten acht 
Gleichungsſyſteme erfordert alſo, daß m, n, p und q, die Realitaͤt der Wur⸗ 
zeln der zweiten acht Gleichungsſyſteme erheiſcht, daß m’, m’, p' und q’ po⸗ 
ſi itiv oder null. ſeyen. Da immer 

nm =+2.; n+n = +2; p+p = +2 ;q+4= +2, 
fo. Fönnen „wir auch fagen: „Die Wurzeln der erften. acht Gleichungsſyſteme 
find reell, wenn m, n, p u. q ſaͤmmtlich — 0, fie find nicht alle reell, wenn 
eine ober mehrere dieſer Größen < 0; bie Burjeln der zweiten acht Glei⸗ 
chungsſyſteme find reell, wenn m, a, p u. q fämmtlihd < +2, fie find 
nicht alle reell, wenn eine oder mehrere dieſer Größen > +2. Sollen alfo 
die Wurzeln aller fechszehn Gleichungsſyſteme reell ſeyn, fo. muß jebe der 
Größen m, n, p:und q zwiſchen 0 und +2 liegen.” Go 5.2. würde, 
wenn = =.0,9, 5’ = 0,7 und y” = 0,1 gegeben wäre, ein neues reel- 
les Cordinatenſyſtem nicht exiſtiren, weil m =27>-+2, sndq=—0,5<0 
wäre; .g8 mürben, wenn « = 0,91, .# = 0,72 und z” = 0 ‚64, nur 
die: acht neuen Soordinatenfpfteme möglich. ſeyn welche aus den acht erſten 
Gleichungsſyſtemen hervorgehen, weilm = 2,27 > +2; und es würden, 
wenn = 0,42, =0 ‚3, = —0, 29 , blog Diejenigen acht neuen 
Eoorbinatenfpfkene' erifliven, welche den jweten acht Sleichungsſyſtemen ent⸗ 
ſprechen, weil q = —d 02 < 0. or | 


"Mir eönmen aber and) bie Lage des neuen Eoordinatenſyſtems gegen 
das alte nicht dadurch, daß wir drei von den Größen «, Pf, y Yyıdz. 
als gegeben betrachten, fondern auf andere Weife firiren. So konnen wir 
die gegenfeitige Lage ber beiden rechtwinkligen Coorbinatenfpftenie, von wel⸗ 
chen wir auch jegt annehmen, daß fie denfelden Anfangspunft haben, da: 
durch beſtimmen, daß wir erfteng bie. Lage der Geraden D, in welcher die 
Ebene der xy non der Ebene ber x’y’.gefchnitten wird, zweitens ben Nei- 
gangswinkel dieſer ſo eben genannten ‚Ebenen, und drittens, die Lage der 
Achſe ber X in der Ebene der x’y’ angeben. Die Lage der Seraden D in 


fo $. 18. 


$13. der Ebene der xy geben wir durch ihre Gleichung in Beziehung auf das 
Coordinatenſyſtem ber xy an, und es ſey dieſe Sleichung 
ymiangy. x . 


Den Neigungswinfel der beiden Ebenen der xy und derx’y’ bezeichnen wir 
durch 9. Die Lage der Achſe der x’ gegen bie Gerade D geben wir durd) 
ben Minfel an, welchen biefe Achfe mit der Geraden D bilder, und wollen 
wir denjenigen Winkel durch ꝙ bezeichnen, welchen bie pofitive Seite biefer 
Achfe der x mit derjenigen Seite der Geraden D bildet, die mit der pofl- 
tiven. Seite der Achfe der x den Winkel y einfchließt. Auf diefe Weiſe ift 
die Lage der Achfen der x’ und ber y’ in Beziehung auf das alte Eoordi- 
natenfpftem völlig beſtimmt, und auch die Richtung der pofltiven Seiten 
diefer Achfen gegeben. Es ift daburch ferner bie Lage der Achfe Ber 2, 
welche auf den Achfen der x’ und der y’ fenkrecht ift, beftimmt, nicht aber 
die Nichtung der pofitiven Seite dieſer Achfe ber 2, fo daß alfo bei deu: 
felben Werthen von, w u. 3 zwei neue Coordinatenſyſteme x’y’z’ möglich 
find, von welchen dag eine dem „gegebenen gleich, das andere aber ihm ſym⸗ 
metrifch feyn wird. 


Aufgabe [32]. Die alten Eoordinasen, vermierelſt der Winkel 7 
2 und 8, Durdy die neuen auszudräd’en, und umgelebrt. 


Wir nehmen- zuerſt ein drittes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem xꝰy Ay 
an, defien Achfe der x” mit der Geraden: D, und deffen Achſe der * mit 
ber- Uchfe der z zufammenfält. Zur Transformation ded gegebenen Sy⸗ 
ſtems ber. xyz auf dieſes dritte Cordinatenſyſtem haben wir (I. §. 3. F. 9) 

z=2' ; Y Sin· X" Hoosw.y" ; x cosyp- x’ — siny. V. 
Sodann nehmen wir ein viertes ahtwintiger Coordinatenſyſtem x’y7z, 
deſſen Achſe der x” mit der Achſe der x”, d. i. mit der Geraben D, und 
beffen Achfe der 2“ mit der Achfe der z’ coincibirt Weil nun bie Ychfe der 
z mit der Achſe der z, alfo auch. mit. der Uchfe der z” denſelben Winkel 
bildet als die Ebene der x’y’ mit der Ebene der xy, oder, was daſſelbe iſt 
mit der Ebene der xy, fo bildet die Achſe der -y’’.mit ber Achſe der 
auch ben Winkel 9, und wir haben wiederum 
"x" ; Y=cood- "sn? ,;, TV - sind ey os." . 
Nehmen wir nun ein letztes Coordinatenſyſtem xyz an, deſſen in der Ebene 
der x”y” liegende Achſe der x’ mit der Geraden D, d.i. mit der Achſe ber 

x” den Winkel p bildet, und deſſen Achfe ber z mit der Achſe der zo 
ineidirt, fo haben wir endlich Ä 


m 


— 668 — _ 
2er; y7=sinp Er op: weny. +2 


m 


| Elimintren wir jetzt X y x ii: zZ’, ſo kommt? 
rn F — ——— wer 


x = (—y [cosıysinp + cos$ sin cosıp] 
+2: sind siny _ 
J (+x “ [sinyeosp + cosbeoswsing] J fl. (17) 
y- — Isin sinp — cos cos) cosp] . 
7 "sind cosıy 





'z=XK. sind sing y. sind cos +: - 0080 


Bert wir z mit —z, fo haben wir auch 
> % ron deinen] ln u 
ı= — [easy sinp + card siny eos] . . . 
— 2 - sind siny on , 
it +X.  sinweosg + cosdeosy ini] ...} (19 
y= !—y-[sinpsinp —oos#gosbeosp] -.. '.- - |. | 
| a - sind cosıy 


zer. sind sin +. sn eo ci I 


Dies find die gefuchten Srandformationgformeln, welche die alden Coordi⸗ 
naten durch die neuen ausdruͤcken, und von denen ſich die Formeln (17) auf 
gleiche, "dagegen die Formeln (18) auf ſymmetriſche Syſteme beziehen. Diefe 
Formeln (#7) u. 8) Iaffen fich dadurch zuſammen faſſen, daͤß man den 
Coefficienten von zZ’ doppelte Vorzeichen giebt, und⸗ alsdann dern man durch 
Vergleichung mit den Ausdruͤcken 6). ; © - *— 

a = easycosp--co$dsinysing'; 3 ge; 5 »= = Esindsiny 
& = SINWCOSC-H- cosdcosysinp ; = -tin ueiũ p- osũcos posp; ; y=Fsindeosy 
= sinds . 5 ee ‚ 2 u ee Ze tn Y==00sd 


Die Gleichungen (7) ‚geben. nun unmittelbar . 


(7 x [cos oosꝙ win 
x = (+-y- [sin wcosp cosꝰ cosıy sing] 


+2. sindsinp — . En BEE 
— ATX [cos y sing + 0088 sin\cosg] u u (19) 
* y5 [sin ysingp — 008%.cos y cosp] u 
[#7 sindcosp 9B. 


I Po ſeind sinn — yamtasy +aess] ; 
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$ 1% und dies find bie Tuandformationdfermein, welche bie neuen Coordinaten 
durch die alten ausdruͤcken, und in beren letter fi) das Zeichen + auf 
gleiche, das Zeichen — aber auf ſymmetriſche Coordinatenſyſteme bezieht. 

Aus den Formeln (17) und (1) ergeben fich bie folgenden für ſpe⸗ 
cielle Faͤlle: 

L Wenn bie Gerade D, d. i. bie Durch chnittelinie der Ebene ber xy 
mit der Ebene der xy, die Achfe der x if. Alsdann it y = 0, alfo 
cp = 1 N sinp = 0 N und fomit 

x = woosu—ycoodsiny E Zuindsny 5 
y- sin + y oo cos > zen don r (20) 
z= Ysind z con. | 

II. Wenn bie Gerade D mif ber Achfe der x cdincidirt. Alsdann ift 
v=0 ,alfocoay=-1 ,, savy—=0, und fomit 

= xoosp— yinp ı 
ymxcos’senp-+-ycodeospy zzZsind , 
z = xsindsmp + yaindcosy EZcose. 

IH. Wenn die Gerade D ſowohl Die Achſe der x als ber x’ if. Als⸗ 

dann haben wir g = 0 und v=0, fomit 
'xXx=xY;yj= yoos$EZsind |; z = ysndizcod. (22) 


IV. Wenn alle Punkte des zu transformirenden Syſtems in einer 
Ebene liegen, und dieſe Ebene zur Ebene ber x'y’ genommen wird. Als; 
dann it z = 0, und fomit 
x = X’[cosyoosp-—-cosdsinysing ]-y [eveypeinp-+-coeSpireyconp], 
y= x[snycosp+cosdcosysinp]—y Leim pain 0088 o0syeosp], 
z = Xsindsinp +ysindcosg. 

V. Wenn die Punkte des zu trandformirenden Syſtems in einer 
Ebene liegen, und dieſe Ebene zur Ebene der xy, die Durchſchnittslinie D 





(21) 





2) 





Alsdann ift in den Formeln 23) p = 0, oder in ben dormeln (20) 7 = 0, 

und ſomit 

x = Koosp—ycosdsiny ;, = Kamp yoondonny ; = ysind. (24) 
VL Wenn die Punkte des zu iransformirenden Syſtems in einer 

Ebene liegen, welche die Ebene der xy in der Achfe der x fchneibet, und 

nun jene-Ebene zur Ebene der x’y’ genommen wird. Alsdann ift in ben 

Formeln (23) y = 0, oder in den Formeln (21) z’ = 0, und fomit 


- 67 — | 
13. 
kexcang-ysarp ; Yzzcosd(x singe ce) | Msind(z sinp+-y'008Y). 2) 
VIE Wenn alle Punkte des zu transformirenden Syſtems in einer 
Ehejre liegen, welche die Ebene der xy in der Uchfe Der x ſchneidet, wenn 
Jene Ebene zur Ebene dersxy, und die, Achſe der x aud) zur Achfe der x 
. genommen wird. Alsdann ift in den Formeln (23) p= = 0, oder in 
den Formeln (22) 7 = v und foniit | 


x=x ; y=yosd ; 2 = Ysind u (26) 


| U Zu 


"Vom Rauminpatte der Dotpeder ı und Srägeninpatte | 
ebener Polpgone im Raume. 


s 1. 


Aufgabe [331 Die rechtwinkligen Coordinaten der Eckpunkte eis 
nes im Raume befindlichen Dreiedes find gegeben. Es foll der Raum: 
inbalt Q des prismatifchen Körpers gefunden werden, welcher von dem 
genannten Dreiede, von feiner Projection auf.einer der Coordinatenebes 
nen und von den prolicirenden Ebenen: feiner Seitenlinien eingefchloffen 
wird, unter der ——— daß jenes s Breicd von der Projettions— 
ebene nicht gefchwitten wird. | 


Es ſeyen Xu, Yır Zi3 Kar Yar 223 X Var 23 die: gegebenen Coor⸗ 
dinaten der Eckpunkte pꝛ, Par Pa des Dreiecks, und es fen, abſolut genom⸗ 
men, 21 22, 23, die Ebene der xy aber fen die genannte Projectionsebene. 
Bir legen durch den Punkt pı eine Ebene der Projectionsebene parallel; 
hierdurch wird der in Rede ftehende Körper: in ein breiſeitiges Prisma mit 
paraltelen Gtundftaͤchen und in’ eine Pyramide zerlegt, die ihren Scheitel im 
Punkt pı hat und deren Grundflaͤche ein Paralleltrapez iſt. Bejeichnen wir 
den Inhalt der Grundflaͤche des Prismas durch q, fo iſt ber Rauminhalt 
beſſelben gleich q̃ zu. Der Inhalt der Grundflaͤche der Pyramide aber iſt, 
wenn wir die Projection der Geraden p.ps durch k bezeichnen, ‚offenbar 
gleich az + 23 — 2zı)k; ferner‘ ift die Höhe biefer Pyramide, wie leicht 
einzuſehen, dem Perpendikel he gleich, welcher von der Projection- des Punk⸗ 
tes pı auf die Projection der Gerade pıps gefällt iſt, und demnach iſt der 
Rauminhalt der Pyramide Az; + 2; — 2z,)kh, oder, ba offenbar 3kh = q 
iſt, 323 +22 — 221)g. Der Inhalt des Prismas und der Pyramide zus 
- nx* 
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6. 14. ſammengenommen ober & iR baher gleich 1, 2, + 2)p Gehen OR 
für q feinen Ausbruc (I. 9.30. ©. 2), fo ergiebt ſich 


= 1(Z,-+-Z,-+2,) Iayı +Xoya+Xıys)—- (Yılıt Yakı +Yı%,)\ je 4), 


Wenn die Eoordinaten ſchiefwinklig find, ſo iſt der in Rede ſtehende 
Rauminhalt noch immer durch die Formel (1) ausgedrückt, wenn wir nicht 
den auf der Längeneinheit conftruirten Cuhus, ſondern flatt deſſen ein Pa- 
rallelepiped zur Raumeinheit nehmen, beffen Kanten ber Längeneinheit gleich 
find, und in welchem eine Ede mit der von den Eoorbinatenebenen gebil⸗ 
deten Ecke coincidirt. jener Cubus verhält ſich zu diefem Parallelepiped 
offenbar wie 1 : sinzsinZ; wenn mir, wie in $. 10, durch 2 den Winkel, 
welchen die Achfen ber x und ber y mit einander machen, durch Z’ aber 
den Winkel, unter welchem die Achle der z gegen die Ebene ber xy geneigt 
ift, bezeichnen. Wollen wir alfo den Eubus auf ber Längeneinheit auch für 
fchiefwinklige Coorbinaten zur Raumeinheit nehmen, fo müffen wir den Aus: 

‚druck (CD noch mit sinzsinZz, alfo zufolge ($.10. &.11 u. 12) noch mit 


2=YV {1 cor28 — cosyᷣ — eortä + Doorkoneyooei 
multipliciren. j 


| Aufgabe [34]. Den Rauminbalt eines Tetraeders durch die rechts 
winfligen Coordinaten feiner Eckpunkte auszudrüden. 


Wir- wollen vorläufig annehmen, die Eoordinatenebenen ſeyen fo anges 
nommen, daß das Tetraeder gänzlich in derjenigen Förperlichen Ecke liegt, 
welche die pofitiven Seiten der Coordinatenachſen bilden; ferner daß, wenn 
Pır Par Ps / Pa die Eckpunkte des Tetraeders bezeichnen, die Projection eines 
Eckpunktes pı auf der Ebene der xy innerhalb ber Projection des Dreiecks 
PaPsPa, und der Punkt pı ſelbſt zwiſchen der Ebene diefed Dreiecks PsPePs 
und der Ebene der xy liegt. Projiciren wir nun alle Kanten. des Tetra⸗ 
eders ‚auf die Ebene der xy, fo erhalten wir vier prismatiſche Körper von 
der in der vorigen Aufgabe genannten Art; und der- gefuchte, Rauminhalt 
ift offenbar dem Reſte gleich, den man erhält, wenn man von dem Inhalte 
des Körpers auf. ber Projection. des Dreiecks PaPsP. die Summe der drei 
uͤbrigen Koͤrper abzieht. Bezeichnen wir die Coordinaten von Pı, Pir 2%. 
durch Xı, Yır Zı 5 Xar Yar Zar 26, ferner den Zlächeninhalt der Projee⸗ 
tionen der Dreiecke PaPaPs , PıPsP« 2. durch gu, 92 ꝛc., fo iſt der Raum⸗ 
inhalt des Letracderq zufolge der vorigen Aufgabe, gleich " | 


a, +4+2)g-(a+2+2)9- (a+2+ 2) ++) | Ä 
oder, was daffelbe ift, gleich v | 
2.4) - + 264 — — q.ÿ 4.) + — — qa — 4-2 t+g+Q)| 


Da aber gı = q. q . iſt, fo kdnnen wir dem eben gefundenen Aus⸗ 
Erucke die einfachere Form | 


3 12,94 +24, + —* — zuqu 


geben. Segen wir nun hierin für gu, ga, ꝛc. ihre durch die Eoorbinaten 
Ber Eckpunkte ausgedruͤckten Werthe (L $.10. ©. 2, ſo erhalten wir für 
Den gefuchten inhalt des Tetraeders: 
[+ XıYaZ3 + X2Y32ı + XsYaZa — XıYaZa — XaYıZs 7 ZeyaZı 
1l7 KıyaZa— Kayıkı — KıYıZa+ Kıyazat Kıyızıt Zıya2ı Y @ 
*\+ XıysZı + Kyızı + Kyızs — Xıy4Zs — XsYıZı — X, YaZı 
- XayyZı — Xsyı2ı = KıYıZs tr %yızst Xsy324+ XıY5Za 


. Aus der Symmetrie, welche in diefem Ausdrucke herrfcht, kann gefol⸗ 
gert werden, daß derſelbe auch für jede beliebige Lage des Tetraeders, die 
von der oben angenommenen verfchieben iſt⸗ Gaͤltigkeit hat. 

Biegen die Punkte Pı, Pa, Ps und pı in einer und derſelben Ebene, ſe 
wird ber Ausdruck (2) gleich Null, wie es auch ſeyn muß, da dieſe vier 
. Punkte alsdann Fein Tetraeder bilden. Denn legen wir durch die Punkte 
Pır Pa u. Ps eine Ebene,’ ſo wird die Gleithung derſelben ($.6. G. 3) von 
den Coordinaten x, Yar Zu befriedigt werben, wenn p. in derſelben Ebene 
Heigl: Die Subftitution biefer Coordinaten in ben erfien Theil der genann: 
sen: Ereichung giebt aber ben Rusdruck wr der folge a alsbann ah 
Ri ift. Ä 


® fG * “ . . _ 


: #)- Dieſer Ausdruck kann foigentermafen, vebildet w werben: Men seeichte * 
drei Yunkte einer Kreiälinie ‚mit ben Ziffern 1, 2, 3; bilde alle Permutationen der 
Zeiger in der Complerion Kıyalzr und gebe den dadurch entfehenden Eomplerionen, in 
welchen die. Zeiger nach einer Kreisrichtung folgen, das Zeichen +, und denjenigen, in 
welchen die Zeiger nach der entgegengefetsten Kreisrichtung fortgehen, das“ Zeichen —, 
fd Yat man bie in der erfien Zeile befindlichen 6 Glieder des Ausdruckes (2). Um pie 
fechs Glieder der zweiten Zeile zu erhalten, brauchte man nur in der erſten Zeile die 
Ziffer 3 ‚mit der Ziffer 4 zu vertaufchen und die Morzeichen umzukehren. Die fechs 


Glieder der dritten Zeile erhält man aus der sweiten durch MWertaufchung des Zeigers 2 


mit dent Zeiger 3, und durch Umkehrung der Vorzeichen. Die vierte Zeile ergiebt fich 
and der dritten durch Zewechſelung des Zeigers 1 mit dem Beiger 2 und durch Ver⸗ 
änderung ber Vorzeichen. 


$ 1. 


514. 
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Wenn ein Eckpunkt bes Tetraeders z. B. p. im Anfangspunkte ber Eger 
dinaten liegt, fo ergiebt ſich aus (2), da alsdann = y = = 0 ift, 


1 —XX + 82y32, 4 XayıZa — Xıya23 — Xyı2a xyz.) (3) 


für den Inhalt des Tetraederd. Man Eaun bemerken, daß der zwiſchen den 
Parenthefen enthaltene Theil diefes Ausdruckes der Nenner der in .$.6. füg 
A, B, u. C gefundenen Ausdruͤcke if. 

Da ſich jedes Polyeder als eine Summe ober Differenz folcher pris⸗ 
matifchen Körper als wir in der Aufgabe (31) betrachtet haben, anſehen 
läßt, fo ifi man -im Stande den Rauminhalt eines jeden pogeden dur 
bie Eoordinaten feiner Eckpunkte aussubräden. .- . 


Aufgebe [35]. Der glaͤcheninhalt es eines ebenen Polygons im 
Raume iſt gegeben. Es fol der Slaͤcheninhalt einer ortbogonalen Pro⸗ 
jection deſſelben gefunden werden. 


Es ſey, die Ebene der xy die Projectionsebene und w, ber Neigungs⸗ 
winkel der Ebene des Polygons gegen dieſe Projectionsebene Faͤllen wir 
von zwei Eckpunkten pꝛ, Pa des Polygons die Senkrechten Pıdıv pᷣeq auf 
die Durchſchnittslinie der belden Ebenen, und legen durch die Geraden 
PıPar Piq;- und „D2Qa die projicirenden Ebenen, welche durch die Projettio⸗ 
nen pa, Pa der Punfte Pıs. Pa gehen, fo haben mir in der projicirten Ebene 
ein Paralleltrapez Pıqıqapa,. deſſen Projection p'iquqapa ebenfalls ‚ein Po; 
ralleltrapez iſt, und die parallelen Seiten dieſer Trapeze ſtehen auf ihrer ger 


meinfchaftlichen Grundlinie g19; fenfrecht. Nun iſ der Anhalt, von Pıgı Ps 





«= {gı4«Kpıı + Page) und. der Inhalt von p’,gugup's = Ing@hai Rage 
und da p’ıqı und p/.gs die Projectionen refpective von Pıqı und Pıq, And, 
fo ift offenbar p’ıQı = PıYı'c08w, und pP’ QG = PaQa · cosw. ; folglich ift 
ber Inhalt von pıgıg:P, = 49192 (Pıqı + Page)eosen ; und’ beintifolge 
PıgıgP = Piqiqaæpa: cosa,. Beifahren mir mit allen Eckpunkten bed 
Polygons wie mit. den Punkten pr, Pa, ſo bilden wir dadurch in feiner 
Ebene eine Reihe ‚non Paralleltrapezen, deren Summe oder Differenz dem 
Polygone gleich if, und zugleich in ber Projectionsebene eine Reihe von 
Paralleltrapezen, deren Summe oder Differenz der Projertion bes Polygons 
gleich iſt. Da nun jedes einzelne Trapez der zweiten Meihe einem Trapez 
in der zuerſt genannten, mit coso, multiplicirt, gleich ift, fo.. iſt auch die 
Projection de8 Polygons dem Producte dieſes Polygons in cos, gleich, 
Bezeichnen wir alfo die Projectionen bes Polygons auf Die Ebenen der. xy, 
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der xz und ber yz durch S., S,, und Sx, fo if, unter der Vorausſetzung $ 14. 
eines rechtwinkligen Coordinatenſyſtems, 

S. = S coo.; 8, = Scoosm ; S. = Sıcoosu. . (4) 


Aufgabe [36]. Der Slächeninbalt S eines ebenen Polygons im 
Raume durdy die rechtwinkligen Eoordinaten feiner Eckpunkte auszu; 
druͤcken. 

Quadriren wir die einzelnen Theile der in der vorigen Aufgabe gefun⸗ 
denen Gleichungen (4) und addiren ſie, ſo ergiebt ſich 

(cosſ l. + 008’u, + 008°) = S, Sꝰ, 4 8°, 
Run if, zufolge $.10. (B.T),’co’n,+- co’, + c0s’n, = 1 , allſo ifl 
SV, +8}. (5) 
Wir koͤnnen aber den Flächeninhalt Sx, S,, S. ber Projectionen des Po; 
Ipgond durch die Esorbinaten ‚ihrer Eckpunkte nach (I. &.10. ©.2) aus⸗ 
druͤcken, und ſetzen wir a Ausdruͤcke in 6), :fo erhalten wir was ven 
langt werden. 


L.ebrf au [3]. Bilder man die orthogonale Projection A eines 
ebenen Polygons 8 auf irgend eine Ebene E; ferner die ortbogonalen 
Projectionen A’, A”, A” von S ‘auf irgend drei zu einander rechtwink⸗ 
lige Ebenen, und die orthogonalen Projectionen B, B’, B” von A’, A”, 
A” auf jene Ebene E, ſo iſt BB- B. 

Es fen w ber Winfel, welchen ‚die Ebene des Polygons.S mit der 
Ebene E bildet; ferner fegen 0, 2”, 27 die Winkel, welche Die Ebene des 
Polygons, und Hr die Winkel, welche die Ebene E mit den drei 
auf einander ſenkrechten Ebenen macht, fo if, nach) Aufgabe (35), 

Am Sosw ; A Sol ; M= Scos;” 3 N” = Seal”. 
Daher ferner ur 

B’:== Scoc cas‘ ;; = 20202 pr * Saul" ou” 
und- folglich 

B’+-B’+-B”’ = (eüst’c cosi, —E—— west” 8 
Da nun aber ($.10. G. 8) cosß’cosn‘ -+ cos&”cosn” -+ cost” cosn” = cosw | 
ſo iſt B+-B’+-B” = Scosw, und folglich 0 

j A — B’ + B’ + B” , | | (6) 

w. z. e. w. | 
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En maeri ion 
Bon der Berwandtfchaft der Eollineasien. - 
. 16. 


Zwei Syſteme von Punkten, welche: in einer. ſolchen Beziehung ;fichen, 
daß jedem Punkte des einen Syſtems ein Punkt des anderen eatfpricht, derge⸗ 
ftalt, daß wenn drei Punkte des einen Syſtems in gerader Linie liegen, bie 
drei ihnen entfprechenden Punkte des anderen Spftems ſich ebenfalls in 
gerader Linie befinden, nennen wir, nad Herrn Möbing,'c ollinear⸗ver⸗ 
wandte oder collineare Syſteme. Da eine Gerade im Raume durch 
zwei Punkte beſtimmt iſt, ſo koͤnnen, zufolge dieſer Erklärung, allen Punkten 
einer und derſelben Geraden eines Spflemg nur Punkte, einer und derſelben 
Geraden des collinearen Syſtems eytiprechen, oder, „mit anderen Worten, 
einer Geraden des einen, Söftemg, 'entfpricht eine „Gerade des anderen Sy 
ſtems. Einer Geraden; welche zwei Punkte in dem einen Syſteme verbig- 
bet, entfpriche bie Gerade, welche dig beiden eutfprechenden (Bomologen) 
Punkte in dem 'colineären ‚Spiteme ‚berbinbet. Deni Durchſchnittspunkte P 
zweier Geraden Ir, h, des einen Shftems entfpricht der Durchſchnittspunkt 
sc der homologen Geraden A, As des collinearen Syſtems; denn' da der 
Punkt pauf:den. Geraden I, und Jl, liegt, ſo muß: der homologe Punkt rm 
auf den homologen Geraden A, und A, liegen, und dieſer Punkt: m. ift- fo- 
mit der Durchfchnittspunft der Geraden A, und As. Einer Ebene m des 
einen Syſtems entfpricht eine Ebene. u des collinearen Syſtems. Denn, 
nehmen wir in der Ebene m einen Punkt a und eine Gerade 1, beliebig 
an, fo entfpricht ihnen ein Punkt = und eine Gerade A,, und dreht ſich 
eine Gerade 1 um den Punkt a, indem fie fortwährend die Gerade 1, ſchnei⸗ 
det, und dadurch die Ebene m befchreibt, fo dreht fich im collinenren Sy: 
fteme die homologe Gerade A um den ˖ Punkt a, indem fie fortwährend bie 


_ 3 — 


Gerade. A, fehneidet nnd daburch bie homologe Ebene oe. beſchreibt. GEs iſt 8.18 


num leicht einzuſehen, daß homologe Edenen ſich in domologen Geraden 
ſchueiden. 

Es open x, yr 2 bie eechtivinkligen oder ſchiefwinttigen Cootdinaten 
eine‘ Punktes in dem einen Spfieme und t; n, v die rechtwänfligen ober 
Ichiefwinfigen, auf dieſelben oder auf andere Achſen bezogenen Coordinaten 


- des ihm entiprechenben Punktes in einem dem erſtern collinear: verwandten 


eo 


Syſteme; fo find. offenbar t, u und v Funktionen von x,-y und 2;:To daf 
t.u= Ag 3 ua ylK,y,2), v= a y% 5: und es ſtelie ſich 
nu bie .. Br 

„Aufgabe. [37]. Die Sorm der Sunctioneng, v und x zu beſtiwmen. 


| Bären die Sunctionent = p(X,y,2), u=w(xX,y2), v= x(x, y, 2), 
die wir, der Kürte wegen, durch p, %, x bezeichnen wollen, bekannt, ſo 
wuͤrde einer Ebene im Syſteme tuv, deren Gleichung 


gy hu-t kt i 0° 
iR, eine Ebene i im Spfieme xyz entfprechen, deren Gleichuug durch. Sub, 


" ffitution der. genannten Functionen gefunden wird, und bie alſo 


gr rbvrkp rim (U 


ſeyn wuͤrde. Da aber dieſe Gleichung, was auch immer g, b,k ind. i 


ſeyn moͤgen, nur vom erſten Grade ſeyn darfı fo wird fie Die gorm. 


— +n”y.+p"x +”) + him m'z+n’y+pxta)] . 0 
kW: +px 9) Hinz Ey +ps+1)) 

haben: woraus ſich durch das Sbentifisiren mit ber vorher — * 

Gleichung; ne 


u V CRD = 


’ 
) 


m 


m’ rn "SP x+q” 
‚mz+-ny+pı+l U 
—* x- 095— 
mM eny+pi+t ' FE 
mzrny+pXxt+qg:. De..cn 
ergiebt, was gefucht wurde. |" ae 
Diefe Ausdruͤcke von t, u u. v enthalten sufammen 15 Eonftanten m, 
n, p, 9, mw 20; und dieſe Sonftanten fünnen im Allgemeinen beftimmt 
werben, wenn fünf Punkte des einen’ und die Fünf homologen Punkte des 
anderen Spftems gegeben find. . Denin ſetzt man bie Werthe ber Coordina⸗ 


| 7 
Mai 


ee; 2)= 


= p(x,y,2) = 
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$.15. ten biefer Punkte nach einander in bie Sleichungen (1), fo erhaͤlt man fünf 
mal diei, alſo 15 Sleichungen, weiche in Beziehung auf m, n, p x. vom 
erfien Grade und zur Beſtimmung biefer Größen, im Allgemeinen, hinrei⸗ 
hend find. Hieraus folgt, daß einem gegebenen Syſteme mzaͤhlig viele 
andere Syſteme collinears verwandt feyn koͤnnen; find aber auch fünf Punkte 
bes anderen Syſtems gegeben, welche fünf beftimmten Punkten bes erftern 
entfpxechen follen, fo iſt dieſes andere Syſtem völlig beſtimmt. 
Entwideln wir aus ben Gfeichungen (1) x, y und z, fo erhalten mir 
Ausdrücke in t, un; v von berfelben Form, b. 5. “Brüche, deren Zähler und 
Nenner Sunctionen erfien Grades von t, u u. v, und deren Nenner einans 
der gleich find. 
Der gemeinſchaftliche Nenner der Ausdruͤcke (1) gleich Null geſetzt, giebt 
mz+ny+px+l=V0 f (2) 


und diefe Gleichung drückt eine Ebene aug, welche alle Punkte des Syſtems 

‚xyz enthält, die unendlich entfernten Punkten des Syſtems tuv entſprechen, 
weil für jeden Punkt, deffen Koordinaten x, y, z die Gleichung (2) befrie 
digen, bie Coorbinaten t, u, v bed homologen Punktes gleich oo werben. 
Diefe Ebene (2) fol die Gegenebene im Syſteme xyz heißen. Auf ähn- 
liche Weife giebt es im Syſteme tuv eine Ebene, welche alle Punkte enthält, 
die unendlich entfernten Punkten des Syſtems xyz entfprechen, und dieſe 
Ebene wollen wir die Segenebene im Syſteme tuv nennen. 

Zweien parallelen Ebenen in dem einen der beiden collinearen Syſteme 
entſprechen zwei Ebenen in dem anderen, die im Allgemeinen nicht parallel 
find, ſondern die ſich in einer, auf der Gegenebene dieſes zweiter Syſtems 
liegenden Geraden ſchneiden. Und zweien parallelen Geraben in bem einen 
Spfteme entfprechen zwei gerade Einien in dem anderen, die im Allgemeinen 
nicht parallel find, fondern die fich in einem, auf der Gegenebene dieſes 
zweiten Syſtems liegenden Punkte fchneiden. Allen Geraden des einen Sy: 
ſtems, welche einer und berfelben Ebene parallel find, entfprechen gerade 

Linien in dem anderen Spfteme, welche im Allgemeinen durch eine und bie 
felbe, auf der Gegenebene biefes zweiten Syftems liegende Gerade geben. 

Ein drittes Syſtem, deſſen Koordinaten x’, y’, z’ ſeyn mögen; wird 

dem Syſteme tuv collinear- verwandt feyn, wenn 
_. g"z ’+-h"’y’ +k"x’ +" 
J——— 


gg "—h’y-+-k'x we 
"rgzrhy+rkr ri. 


® 


— BB — 


De ‚7 EHEY ar ne 
gz+hy+kr+1 0 

if. Alsdann au m. > 

m"zHn"yrp"ag” _ EHER, | 





nz tr), grirhyrifrl 
m’z+n’y+p'x+qg „gz hyskRri . 2.8)" 
oo. mzunyHpx+l gz+hykX+l 
u — mzrny+#pi+q 2.87 Ahyahrri 
| mz+-ny+ps+l. gz+hy+kx + 


Yug, dieſen, Bleihungen (3) tönuen X, y und z’ Bund : 2, y und. 2 
be timit faggdery und wir finden durch die Entwicklung Ausdruͤcke von. der 
vorher, ertvähntep Form, woraus wis ſchließen, daß das Syſtem x'y'z' dem 
Sſteme xyz coflinegr verwandt iſt, und uͤherhaupt, daß zwei Syſteme, 
welche mit einem dritten in der Verwandtſchaft der Collinea⸗ 
tion ſtehen, ſelbſt collinear verwandt find. Es ift klar, daß wir 
de Gleichungen (3) ebehfalld anwenden können, um bie Beziehungen auf: 
zufinden, bie zwiſchen zwei collinear⸗ „verwandten Syſtemen Statt haben. 
Bezeichnen wir die in den Gleichungen (3) votkommenden Tingaren Fund 
tionen von x, y, zZ burd) A, B, € und N, diejenigen von x, y’, z’ durch 
A, B, CC und N’, fo ‚haben wir.: flatt der Gleichungen (3) die folgenden 

A B B :- CC C 
NTWMINTWiNTW @ 
und dieſe Stekhungen enthalten 30 Conſtanten, zwiſchen welchen nur 15 
Bedingungsgleichungen exiſtiren, wenn (was zur gegenſeitigen Beſtimmung 
zweier collinearen Syſteme hinreicht) fünf Paar homologer Punkte aus bei⸗ 
den Syſtemen bekannt ſind. Wir koͤnnen alſo die 15 Groͤßen m, n, p, q, 
m’ ıc. beliebig und auf unzaͤhlig verfchiebene, Arten annehmen, wenn wir 
nur den 15 übrigen Größen & h;’k, ꝛc. die ihnen bei diefen Annahmen, in 
Folge der 15 Hedingungsgleicjungen, zufommenden Werthe geben. Sind 
nun für irgend zwei collineare Syſteme die Conſtanten m, n, p ⁊c. ange: 
nommen, und daraus g, h, k ıc. gehörig beſimmt, fo wird einer Ebene 
des einen Syſtems, deren Gleichung. 

x»A+4B+uC-+-vN = 0 
At, eine Ebene des anderen Syſtems entfprechen, beren Gleichung 
xA ABMCVN-0 


ſeyn muß. Segen wir, ber Reihe nach, Ay u und’; x, m und vʒ % 


—_ 76 — 


6.35 A und» und x, A und « gleich Null, fo ergiebt ſich, daß den vier 
Ebenen 


A=0 ; B=0 ; C=0 N-æ60 
in dem einen Syſteme, reſpective bie vier &benen 

X=0 ; B=0; C=0 ; N = 6 
in dem collinearen Syſteme entfprechen. 0 


Es ſeyen jetzt zıyızı und x,„y.223 zwei Punkte in dem einen S«, 
und ferner x y’z, und xy" 22, die zwei Punkte in dem collinearen Sy⸗ 
fteme, welche refpective jenen entfprechen; ah syn 

a, 0.2, bie von ben Punkten x, yı zı u. 222, aufbie Cham A = ® , 

b,u.b, » » » » Kı Yızı U. up» » » D=-90, 
"al » »'» » Nyız  xoyızı» ” A=-0, 

Pu» » » » xXıyızıl. x;y32,» u ze B= 0 


gefaͤllten Perpendikel, fo iſt, wenn wir durch Ay, Aa, Bı u. B, bie Aus⸗ 
drücke bezeichnen, welche, durch Subftitution von Xı, Yır Z, UNdXy, Ya, Zu in 
A und B, hervorgehen, und wenn Au Ayı Bi u. B’, die Reſultate der 
Subfitution von X, Yı, Zu und X, ya, za in * und B bedeuten, 
unter der Vorausſetzung rechtwiukliger Coordinaten, infolge, $.11 (8. 4. 


A, A, B 

a = — 3 = — 5 b; _ 21 bb == — 
1 Us ® Us y 1 Ya ' 

4, A, Bi, "BB 

OU = — 2 da = — 2 — 2 — 
1 | 7 ) 2 ws 2 A = ur ’ Pr = 3 


wenn wir noch, der Kuͤrze wegen, | = 
| ' Va VE 
Veh”? = u; Ver = ur 
feßen. Es ift aber, weil Xıyızı und Xıyızı) XayaZa und xy 2’, homo: 
loge Punkte ſind, 


A Aun Anl An. 
Reel A Feel = 


N, 


alfo, wenn wir für A,, Bı, A ꝛc. die Werthe aus den letzten acht Steh 
chungen fegen, 
‚Asaı. — Wat, und As aa _ ps, re 2 
Habs , Wapı tab ah 


Hieraus ergiebt ſich unmittelbar - . 


4.8 _&ı, 0 

0! b, b, — Ps 
oder auch b ⸗ 
a, 1 a 1 


a2 2 a j Pa 
Da mm aber, wie geir oben bemerkt haben, m, n, p x. belichig angenom⸗ 
men werden koͤnnen, fo bezeichnen A = O und.B = 0 jede. zwei Ehenen 


im ESyſteme aye, und A’ und B' die ihnen entfprechenden im Syſteme 


II 


xyz. Eben deshalb fi find aber auch an as / Drr ‚ba bie von zwei beliebi⸗ 
gen Punkten. auf je. zwei beliebige Ebenen, gefaͤllten Perpendikel⸗ und @ı, Gy 
Brr Br die von den homologen Punkten auf. die homologen Ebenen ‚herab: 
seinfionen Senkrechten. Wir haben ſomit den un 


CLehrſ atz [4]. Wenn man von zwei beliebigen punkten A, B auf 
irgend zwei Ebenen a, b Senkrechte fälle, deren Länge durch Aa, Ab; 
Ba, Bb bezeichnet, und wenn man- ferner in einem collinearen Syſteme 
von Den prechesden Puntten A’, B auf die entfprechenden Ebenen 
a,b’ Perpenaitel Ma, Alb', Ba, B'b' bersbläßt, fo iſt 


Aa: Ba A, Ba 2003 
= Ab. Bb ‘DV | 
or 

Aa Ab Aa, Ad 

Ba’ BbBe' DV 


Aug biefem Sage läßt fi) unmittelbar ein anderer über dag Verbälts 
niß der Ramncheile zweier collinearen Syſteme ableiten. Sind naͤmlich A, 
B, C, D, E, F, ſechs bellebige Punfte eines: Syſtems, und A’, B’, C, D, 


E, F, bie ihnen entfprechenden en Punkte eines collinearen Eyftems, nid bes Ä 


jeichnen wir durch Aa, Ab, Ba, Bb die von den Punkten A und B auf 


die Ebenen der Dreiecke CDE und CDF gefälten Perpendifel, ferner durch 


Ad, Ab‘, Ba’, B’b’ die von den Punkten A’ und B’ auf, die Ebenen der 
Dreiecke CDE' und CD’F herabgelaffenen Senkrechten, ſo if, in Folge 
de obigen Satzes, 





;Aa.CDE  5Ab-CDF L 1A. ODE... 3A’. CD’F’ 
!Ba- CDE 'ıBb-CDF }B?. CD’E . 1B'V..CD’F 
oder, da iA. .CDE = dem Tetraeder ACDE, Ba: :CDE = bem Gemache 
BCDE, u. f. f. ey 
ACDE | "ACDF _ NODE "ACDrF 
BCDE ' BCDF ” BCDE' BCDF 


6.16, 
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Beſteht ein jedes von zwei eollinear⸗verwandten Spftemen nur aus 
Punkten, die fämmtlich in einer Ebene liegen, fo laffen fich bidfe beißen 
Ebenen (vorausgefegt, daß die Syſteme nicht in ber näheren Verwandtſchaft 
ber Affinität ſtehen) auf unzählig viele Arten in eine folche gegenfeitige Lage 
bringen, daß alle Verbindungslinien homologer Puni fich in ehe and 
bemfelben Punkte fchneibden, fo, daf jedes ber beiden Gyſteme als Lie per- 
fpectivifche Abbildung ober Eentralprojection des anderen» auheſthe den 
kann. Daß es zwei folche Lagen gebe, ift fchon (I. 9.12) dargerhan. In 
einer jeben dieſer beiden Lagen fallen beibe Ebenen in eine einzige, zuſam⸗ 
men,"dergeftalt, daß zwei beftinmmte, einander entfprechende Gerade, bie wir 
bie Collineationsachſen der beiben Spfteme genannt haben, eine eimi 
ausmachen, in welcher nun ein jeber Punkt auf feinem entfprechenden liegt, 
und der Vereinigungspunkt der Verbindungslinien anderer bomologen Punkte 
ift derjenige Punkt, welcher Sollineationdcenteum genannt worden iſt. Nun 
ift leicht einzufehen, daß in jeber anderen Lage ber belien⸗ Ehenen, Seh Weis 
cher die genannten Verbindungslinien in einem Punkte zufammen treffen, 
ebenfalls zwei Collineationsachſen auf einander liegen müflen. Liegen aber 
einmal zwei Collineationsachſen und in ihnen Die homologen Punkte auf 
einander, fo werden, welches. auch ber Neigungswinkel der beiden CH 
feyn mag, die Verbindungslinien aller homologen Punkte beider Ebenen 
durch einen Punkt P gehen. Der Beweis hiervon ift in ber koͤſung der 
folgenden Aufgabe enthalten. Be 


Aufgabe [38]. Zwei ebene collineare Syſteme ſuneden ſich in 
einer ihrer Collineationsachſen, die eine der beiden Ebenen hat eine feſte 
Kage, die andere aber dreht ſich um jene Eollinestionsachfe. Es foll 
der Urt des Punktes P gefunden werden, in n welchem ſich die Verbindungs⸗ 
linien homologer Pumkte ſchneiden. 

Es ſey die Relation der beiden colllnearen Syſteme durch die Glei⸗ 
chungen (1. $.12. G. 1) " 


1 


y . x 
a ea 0 
ausgebrüdt, wenn beide Syſteme in einer Ebene collinear liegen, und der 
Anfangspunkt ber Eoorbineten, die wir rechtwinklig -armehmen, fich im Col⸗ 
lineationspunkte befindet. Die Gleichung der ECollinationsachfe iſt alsdann 
(1. $.13. &.1) mp + +-1—p = 0. Aendern wir bie Lage ber recht: 
winkligen Coorbinatenachfen ohne den Anfangspunkt gu verrüden, fo daß 


-»m-— 


die Abſciſſenachfe ber Collinentionsachſe parallel wird, und die Drbinatem 9. 16. 


achte: auf dieſer ‚Linie ſenkrecht feht, fo gehen die Gleichungen CA) in. 
Vol... 1. 
’  y-+b 





| yrb ® 
über, und bie Gleichung der Eollineationsachfe iſt mn y+b-a= 0: 
Nehmen mir jetzt diefe Collineationsachſe zur Abſciſſenachfe, indem wir 
yta-b für, y mb. W+a-—b für u ſetzen, fo kommt 
en, by J. ax | | 
er Bere . @® 
Drehen wir nun das Syſtem tu um bie zur Abfeiffenachfe genommene ol: 
lineationsachle, fo daß. feine Ebene mit der Ebene dei xy den Winkel 9 
bildet, und begeichnen die Coordinaten jenes Syſtems in ſeiwer neuen tage 
durch t, u, vw, fo iſt (9.13. 8.26) 
v=usind ; u=uosd ;t=t , 
und, wenn wir für t und w bie Ausdrüde (3) fubftieuiren, | 
„. bysnd u. bycoso te ax - © u 
u. y+a yta.. . y+ra. 
u welchen drei Gleichungen noch die vierte Gleichung z = 0 gehört). Die 
Gerade, melche durch den Punkt xy und, ben hemolegen prott tuv wi 
iſt durch die Gleichungen 


t— x 
Va; 











"my, 








audgebrächt, wenn wir ihre Taufenden Coordinaten Such 9, bezeichnen. 
Segen n wir hierin: für t, m* v die Ausdruͤcke (4), fo erhalten wir 
beos9—-a—y, 
Ban ar si Poy= u Yu (5) 
als Gleichungen ber Geraden, welche einen Punkt xy mit feinem homologen 
Punkte verbindet. Diefe Gleichungen werden aber, tag auch immer x und 
y für Werthe haben mögen, befriedigt, wenn wir | Ä 
a=0; P=bod—a ; yabsind (6) 
ſeten; und es gehen folglich alle Geraden, welche homologe Punkte verbin⸗ 
den, durch einen und denſelben Punkt P, deſſen Coordinaten die Werthe (6) 
haben. Dieſer Punkt P verändert feine Lage, wenn der Winkel veraͤn⸗ 


— — ———_ 


dert wird; da aber & = 0 iſt, fo liegt er in der Ebene der Sy ober der 


yz, d. i. in einer Ebene, welche auf der Eollineationdachfe ſenkrecht iſt. Um 


“ 


5.16 die Curve zu finden, welche ber Punkt P in ber’ Ebene der Ay Befchreibe; 
brauchen wir nur 9 zwiſchen ben beiden legten Sleichungen (6) zu elimi⸗ 


niren, wodurch wir | 

. @+a)’+”=b () 
erhalten. Die Eurve, toelche ber Punkt P bei der Drehung des einen Sp⸗ 
ſtems um die Kollineationsachfe befchreibt, ift alfo ein, auf dieſer Achſe ſenk⸗ 
recht. ſtehender Kreis, befien Radius. gleich b, und deſſen Mittelpuntts Ab⸗ 
ſciſſe gleich — a if. Der Mittelpunkt dieſes Kreiſes liege daher, wie die 
Gleichungen (3) zeigen, auf der Gegenachſe des Syſtems xy. 

Wir merden zwei ebene collineare Syſteme im Raume collinearsliegend 
nennen, wenn die Werbinbungslinien ber homologen Punkte fich in: einem 
und demſelben Punkte: treffen. Diefer Punkt fol ber Collineatiouspunkt ber 
ebenen Syſteme im:Raume beißen. Zwei ebene Syſteme haben alfo, wenn 
fie als Figuren im Raume betrachtet. werden, unendlich viele Collineations⸗ 
punkte *). 
Setzen wir in den Gleichungen (6). 3=0, fo if B= b—a und 

y= 0; fegen wir der 0 — an, bit = —(a+b) und y= 0, und 
dieſe Abfciffen #=b-amd Pf = —(b-+ra) gehören denjenigen Punkten 
an, in welchen ber’ Kreis (7) die Ebene der xy fihneide. Da nun fowohl 
für 4 — 0 als fuͤr = 7- beide collineare Ebenen auf: einander liegen, fo 
giebt es für ebene Syſteme allerdings zwei in ihren Ebenen liegende Eolli- 
neationspunfte, indeflen Fönnen in einer Ebene liegende Syſteme nicht fo 
gelegt werden, daß fich Die Verbindungslinien bomologer Punkte in dem 
zweiten Collineationspunfte begegiien, obne daß. eing ber beiden Syſteme 
aus der gemeinfchaftlichen Ebene herausgenommen und umgemwenbet wird. 
Wenn für ‚eine beftimmte Rage zweier collinearsliegenden, ebenen- Sy 
ftieme der Collineationspunft im NRaume gegeben ift, fo können wir, wie 
leicht einzufehen, die in den Ebenen dieſer Spfteme liegenden Eollineationg- 
punfte und die Gegenachfen auf folgende Weife beftimmen. Wir halbiren 
die Neigungstoinfel der beiden fich in einer Collineationsachfe ſchneidenden 
Ebenen durch zwei Ebenen , fällen von dem Collineationspunft im Raume 
zwei Senfrechte auf dieſe Halbirungsebenen, dann find bie Durchſchnitts⸗ 
punkte bier (verlängerten) Perpenditel und der gegebenen Ebenen die Col⸗ 
u _ te v. linea⸗ 
J 


*) Da zwei ebene Vierede immer al⸗ collineare Figuren betrachtet werden Fonnen, 
fo folgt, daß zwei beliebige ebene Vierecke fi ch ouf unzählig verfchiedene Arten im 
Raume ſo legen laſſen, daß die Serbindungstinien von je wei Ecunkten ſcht in ‚einem 
und demfelben:Bunfte ſchueiden. 
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lineationspunkte der letzteren. Wir legen durch den Collineationspunkt im * 16. 
Raume zwei Ebenen, welche den gegebenen parallel Iaufen; dann find bie 


Durchfchnittslinien Diefer Parallelebenen mit jenen gegebenen die Segenachfen 
der Iegteren. Daß mir bei derfelben Lage der beiden ebenen Syſteme zu jes 
dem Punkte des einen Syſtems ‚feinen homologen dadurch finden Fünnen, 
daß wir ihm mit dem Collineationspunkte verbinden, und wenn eg nöthig 
ift, diefe Verbindungslinie bis zur Ebene des anderen Syſtems verlaͤngern, 
verſteht "a jest von felbft. 


s 17. 


In zwei räumlichen collinear⸗ verwandten Syſtemen S, S’, bilden jede zwei 
einander entfprechende Ebenen e, e’, für fich betrachtet, zwei Syſteme von 
Punkten, welche im Allgemeinen in der Verwandtſchaft der Collineation ſte⸗ 
ben. Die Gegenachſe des Syſtems e, d. i. diejenige Gerade, welche die 
Punkte enthält, Die unendlich entfernten Punkten des Syſtems e entſprechen, 
ift die Durchfchnittslinie diefer Ebene e und der Gegenebene des Syſtems S 
($.15). Auf gleiche Weife iſt die Gegenachfe des Syſtems e bie Durch 
fchnittslinie der Ebene e’ und der Gegenebene des Syſtems S. 

Iſt eine der beiden Ebenen, e, der Gegenebene in dem Syſteme S pa 
raliel, fo ift auch die entfprechende Ebene e’ der Gegenebene in dem Sy⸗ 
ſteme S’ parallel, und dann ſtehen die beiden ebenen Syſteme e und e’ im 
Allgemeinen in der näheren Verwandtſchaft der Affinität. 

Zwei räumliche collinear- verwandte Spfteme laſſen fich im Allgemeinen 
nicht in eine folche Lage bringen, daß alle Verbindungslinien von je zwei 
bomologen Punkten durch einen und denfelben Punkt gehen. Dies ift viel 
mehr nur dann der Fall, wenn je zwei einander entfprechende Ebenen e, e’, 
die den Gegenebenen parallel find, nicht blog affine, fondern ähnliche ebene 
Spfteme bilden. Zwei räumliche collinearsvermandte Syſteme, welche Diefe 
Befchaffenbeit haben, wollen wir cenitrifch:collinear nennen, und wenn 
fie in die angegebene Lage gebracht find, follen fie. collinear-liegend hei- 
fen. Den Durchichnittspunft der Verbindungslinien von je zwei homolo⸗ 
gen Punkten nennen wie Eollineationspunft oder Collineations— 
centrum. 

Beziehen wir zwei centriſch⸗ collineare und collinsarsliegende Spfteme 
auf ein und daffelbe rechtwinflige oder fchieftwinklige Coordinatenſyſtem, 
defien Anfangspunft der gemmeinfchaftliche Collineationspunkt if, fo wird 


eine, durch den Eollinestionspunft und durch einen Punkt tuv’ gehende 


Gerade durch die Gleichungen 
I. 6 


— 


6. 17 


t_t,u_W 
 v’v Y 

ausgedrückt werben. Da aber dieſe Gerabe den homologen Punkt x'y’z’ 
enthalten muß, fo haben wir auch, indem wir x’, y’, 2 für bie laufenden 
Coordinaten t, u, v feßen, 

x tt, y_w 

zv’ 7” V. 
Laffen mir die jegt nicht mehr nöthigen Accente in biefen Gleichungen fort, 
und ſetzen dann für t, u v bie Ausdruͤcke 9 des $ 15, fo haben wir 


2 —— n”y " * zZ m”z N n”y 4 p "nz ' q ! 


zwei Gleichungen, welche nur dann von jebem Werthe von x, y u. z be 
friedigt werden, wenn 
n=0;n=0;q=0; m’=0;p'=0; I=0; n"=0; p” -;‘ =0; 
p=-n!"= m” 
if. Daher find centrifch-collineare und collinear : liegende Sofeme im 
Raume, wenn beide auf ein und baflelbe Coordinatenſyſtem, deſſen Anfangs⸗ 
punkt im Collineationspunfte liegt, besogen werden, durch die Gleichungen 
kz ky kx 
a ey W 
mz+ny+px+1 mz+ny+px-+l mz+ny+px-+1 
mit einander verbunden. 

In centrifchscolinearen und collinearsliegenden Spftemen liegen je 
zwei homologe Ebenen, welche durch den Collineationspunkt gehen, auf ein⸗ 
ander. Denn iſt 

av+-bu-r-ct = 0 
die Sleichun u. irgend einer folchen Ebene in dem einen Syſteme, fo erhalten 
wir durch Subftitution der Ausdruͤcke (1) 

az +-by+cx = 0 
als Gleichung ber entfprechenden Ebene, welche, wie wir fehen, mit jener 
sufammenfält. Da nun je zwei durch den Eollineationspunft gehende, bo: 
mologe Ebenen auf einander liegen, und bomologe Ebenen fich in homolo⸗ 
gen Geraden fchneiden, fo liegen auch je zwei durch den Eofineationspunft 
gehende, homologe Gerade auf einander. 

Da fuͤr x — y — 2z —0 u t — — VSO if, fo liegen im 

Anfangspunkte der Coordinaten zwei homologe Punkte auf einander. Alle 
diejenigen homologen Punkte zweier collinear⸗liegenden Syſteme, welche auf 
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einander liegen, finden wir, indem wir t — x, u — y und y—22 ſetzen, 8. 17. 
wodurch wir, aus den Steigungen (1), 
(mz+ny+px+-1)z = kz ; (mz+ny+px-+1)y = ky ; (mz+ny+px+-1)x = kx 


erhalten. Diefe Gleichungen werden befriedigt, wenn entweder gu gleicher 
Zeit x — O, y=0, und z= 0; oder wenn nur | 

mz+-ny+px+1—k = 0 (2) 
ift; und hieraus fehen wir, daß, außer ben Collineationgpunften, alle Punkte 
der durch die Gleichung (2) ausgedruͤckten Ebene auf ihren homologen 
Punkten Jiegen. Diefe Ebene (2) wollen wir die Eollineationgebene 
nennen. Je zwei hbomologe Gerade und je zwei homologe Ebenen fchneiden 
fich, mie leicht einzufehen, auf dieſer Colineationgebene. 

Zweien parallelen Ebenen des einen Syſtems entſprechen in dem colli⸗ 
near⸗liegenden Syſteme zwei Ebenen, die im Allgemeinen nicht parallel find. 
Denn es feyen 

av-burc+d=0 ; v+-burdt+d=0 


die Gleichungen der zuerſt genannten parallelen Ebenen, fo erhalten wir 
durch Subftitution der Ausdrücke CD 
k(az+by-+cx)4+d(m2+ny+px+1) = =0; ; klaz-Hby-Hex)-Hd’(mz-+Hny-+px-+1) = =0 


als Gleichungen der homologen Ebenen, und biefe find, wie man ſieht, im 
Allgemeinen einander nicht parallel (eine Ausnahme macht der Fall, in mel 
dhema:b:c=m:n:p if), vielmehr fehneiden fie fih in einer Ge 
raden, und zwar in derjenigen, in welcher fich die durch die Gleichungen 
azz+byrcx=0 ; mm+ny+ps+1=0 | 


ausgedrückten Ebenen fchneiden, weil die Werthe von x, y, z, welche dieſen 
Gleichungen genug thun, auch jene Gleichungen befriedigen. Die Iehte die 
fer Gleichungen ift Diejenige der Segenebene des Syſtems xyz, telche, 
wie wir fehen, der Eollinationgebene (2) parallel if. Die erfie der beiden 
vorher angegebenen Gleichungen, aa +by-+cx = 0, ift diejenige einer 
Ebene, welche durch den Anfangspunft der Eoorbdinaten, d.i. durch dag Col⸗ 
Iineationgcentrum geht, und welche den beiden parallelen Ebenen im Sy⸗ 
ſteme tuv parallel iſt. 


Aufgabe [39]. Es find ı von zwei centrifch scollinearen und colli 
nearsliegenden Syftemen im Raume, Das eine derfelben, der gemeinfchafts 
liche Eollinestionspuntt, die Collinestionsebene und die Begenebene des 
anderen Syſtems gegeben; es foll zu jedem Punkt des gegebenen Sy: 

6* 


$. 17. 
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ftems der bomologe Punkt des anderen Syſtems durch Conſtruction bes 
flimmt werden. 

Nehmen wir an, baß durch den Eollineationspunft C und durch den 
gegebenen Punkt P des erften Syſtems irgend eine Ebene gelegt werde, fo 
wird die entfprechende Ebene mit diefer Ebene zuſammenfallen, wie oben 
gezeigt worden. Diefe beiden auf einander liegenden Ebenen, für fich be 
trachtet, bilden zwei ebene collineare und collineareliegende Spfteme, fo wie 
wir fie in der Aufgabe (27) des $.13. I. betrachtet haben; ihre Kollinea- 
tiongachfe liegt in dem Durchfchnitte, welchen fie mit der Eollineationgebene 
bilden, und ihre Gegenachfe in demjenigen, den fie mit ber Gegenebene 
machen. Der verlangte, dem Punkte P entfprechende, Punkt 17, welcher in 
der Ebene der beiden ebenen Spfteme liegt, Tann daher nach der genannten 
Aufgabe (21) des $.13. J. gefunden werden, und die geforderte Eonftruc: 
tion reducirt ſich demnach auf das Folgende. 

„Man verbinde den Collineationspunft C mit dem gegebenen Punfte P 
durch eine Gerade CP, ziehe durch P irgend eine Gerade, melche die Colli⸗ 
neationgebene in einem Punkte A fchneiden wird, und biefer Geraden durch 
C eine Parallele, twelche die Gegenebene in einem Punkte B treffen wird, 
man verbinde die Punkte A und B durch die Gerade AB; fo wird. biefe 
Gerade AB die Gerade CP ſchneiden, und der Durchſchnittspunkt IT ift der 


verlangte Punkt +)” 


mz-ny+px+I RZH-Ny+px+1 MZ-+Ny-+-px-H-I 


— — — — — 2 —— — — ;3 x — — — — 
mv-nu-pt - -  mv--nu+pt+1 ’ * my+nu+pt-+I1 


Wenn, in den Kormeln a), k == 1 if, gebt bie Gleichung ber Eolli- 


neationgebene in 
mz-+-ny+px = 0 


über, und dann enthält biefe Ebene den -Collineationspunft. 
Wenn aber k= — 1 iſt, alfo wenn 
z y x 
! 
und demsufolge . 


v En ı it 
/ 


*) Don zwei centriſch⸗ collinearen Syſtemen im Raume iſt das eine diejenige Ab⸗ 


bildung des anderen, welche in der Seulptur Relief genannt. wird. Der Collinea⸗ 


tionspunkt heißt darin Augenpunft, die Eollinentionschene und die Gegenebene aber 
werden Bildfkäche und Hauptfläche genannt. In der obigen Aufgabe if die Conſtruc⸗ 
tion eines Reliefs enthalten: . 
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ſo iſt die Gleichung der Collineationsebene 5. 17. 
mz+ny-+-px +2 = 0 

Sind &, A, y die Eoordinaten eines Punktes im Spfteme xyz, fo find in 

diefem Falle die Coordinaten des homologen Punktes im Syſteme tuv 

— — ; u __P__ . to ll 

| my+nß+pe+1 ’ my+nfp+pe+1 ’ my+nö+pe+l 

und find &, A, y die Coordinaten eines Punktes im Spfteme tuvs fo find 

die Eoordinaten des homologen Punktes im Syſteme xyz 


_ ß ot. —_ 
2* m-PCAI Zu 0 mynA+-pe-HI 


Da nun die Ausdbruͤcke für vu z, un.y, t u. x diefelben find, fo folgt, 
bag mir, im Zale k = —I, beliebig viele Punkte des einen Syſtems mit 
ihren homologen Punkten im anderen Spfteme vertaufchen Eönnen. Sind 
demnach P und P’, Q undQ’ zwei Paar homologe Punkte zweier centriſch⸗ 
collinearen und collinear- sliegenden Spfieme, für welhek = —1 ift, fo 
werden nicht nur bie Geraden PQ mb P’Q’, als homologe Linien, fi auf 
der Collineationsebene fchneiden, fondern e8 werden auch die Geraden PQ’ 
und PQ fich auf derfelben Ebene treffen. Iſt R u. R ein drittes Paar 
bomologer Punkte in denfelben Spftemen, fo werden nicht nur die Durch: 
fchnittslinien der Ebenen POR und PQ’R’, fondern es werden, auch die 
Durchfchnittslinien der Ebenen PQ’R und PQR, PQRF und PQR, 
P’OR u. PQ’R’ auf der Cofineationgebene liegen. In demfelben Falle, näms 
ih wenn k = —1 ift, coincidiren die Gegenebenen beider Syſteme; denn 
die Gleichung der einen it mz ny+px+-1 = 0 und die der anderen 
mv pt+l 20. 


$. 18. 

Die vier Eonflanten m, n, p, k, welche in ben leichungen (1) des 
vorigen $. vorkommen, koͤnnen beſtimmt werden, wenn der Collineationspunkt 
der beiden centriſch⸗collinearen und collinear⸗liegenden Syſteme und vier 
Paar homologer Punkte aus denſelben bekannt ſind. Denn ſetzt man die 
Coordinaten dieſer vier Paar homologer Punkte nach einander in jene drei 
Gleichungen, ſo erhaͤlt man vier mal drei alſo zwoͤlf Gleichungen; weil aber 
jedes Paar homologer Punkte x’y’z, tuv’ mit dem zum Anfangspunkte 
genommenen Collineationspuntt i in gerader | Einie liegt, wird, wie im vorigen 


$. bemerkt worden, 2 und = — ſeyn, und diejenigen Werthe 


$. 18, 
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kz’ 
von m, 2, P, k, welche der Gleichung v= mz+ny+px+1 genug: 
thun, werben auch bie Gleichungen W = ——— und 


| kx’ 
Va ———— — 
mz’--ny+px +1 


fiehen, wenn man den erfien Theil jener Gleichung nach einander mit S 


und , den zweiten Theil aber mit * und * multiplicirt. Die drei 


befriedigen, da dieſe Gleichungen aus jener ent⸗ 


Gleichungen, welche ein jedes der vier gegebenen Punkten⸗Paare liefert, 
druͤcken alfo nur eine Bedingung aus, und fämmtliche zwoͤlf Gleichungen 
reduciren fic) daher auf vier Gleichungen, welche in Beziehung auf die 
Größen m, n, p, k vom erfien Grade find, und im Allgemeinen hinreichen, 
diefe vier Größen zu beflimmen. 

Zwei Tetraeder ABCD, A’B’CD’ fönnen folglich immer als centrifch« 
collineare und collinear⸗ liegende Körper angefehen werben, wenn bie Ver⸗ 
bindungslinien AA’, BB’, CC’, DD’ in einem Punkte O zufammen treffen. 
Die Ebenen ABC, ABD, ACD, BCD entfprechen alsdann refpective den 
Ebenen A’B’C, A’B’D/, ACD, BOD und je zwei diefer homologen Ebe⸗ 
nen fchneiben fich auf der Eolineationdebene, Daraus ergiebt fich ber 


Lebrfag F5]. Wenn die vier (verlängerten) Verbindungslinien der 
Eckpunkte zweier Tetraeder fich in einem und demfelben Punkte treffen, 
fo liegen die Durchfchnittslinien der diefen Eckpunkten gegenüberliegen: 
den (erweiterten) Seitenebenen in einer und derfelben Ebene. 


Es Fünnen aber auch irgend zwei Ppramiden immer als centrifch:col- 
lineare und collinear=liegende Körper angefehen werden, wenn bie DVerbins 
dungslinie ihrer Scheitel mit den WVerbindungslinien ber Eckpunkte ihrer 
Grundflächen in einem und bemfelben Punkte zufammen trifft. Denn nimmt 
man die beiden Scheitel und drei Paar Eckpunkte als einander entiprechend 
an, fo werben bie vier Eonftanten m, n, p, k dadurch beftimmt, und bie 
beiden Srundflächen werden einander entfprechen; dann werden aber auch 
je zwei Punkte, welche auf diefen homologen Ebenen liegen, und deren Ber: 
bindbungslinie durch den Collineationspunkt gehet, einauder entfprechen, d. i. 
bie übrigen Eckpunkte ber Grundfläche werben homologe Punkte ſeyn; und 
deshalb werden endlich auch alle Seitenebenen ber Pyramiden einander ent 
fprechen. Hieraus ergiebt ſich der allgemeinere 


— 
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Lehrſatz (61. Wenn die Verbindungelinie der beiden Scheitel $. 18. 


Zweier Pyramiden won den Derbindungslinien der Eckpunkte ihrer Grund: 
flächen in einem und demſelben Punkte getroffen wird, fo liegen die 
Durdhfchnittslinien der Beitenebenen mit der Durchfchnittslinie der 
Orundflächen in einer und derfelben Ebene. . 


4. 19. 


Wenn, in ben Gleichungen ¶) des §. 15, nen=-p=0if,f 
haben wir 


v=m”z+n”y+p”x+qg”; u=em’z-+n’y+p’x+q” ; t=m’z+n’y-+p’x+q.. (1) 


Die befondere Art: der Collineationsverwandtfchaft zweier Syſteme, welche 
durch dieſe Gleichungen ausgedruͤckt wird, heißt Affinität. 

Um die zwölf Eonftanten, welche in biefen Sleichungen (1) vorkommen, 
zu beftimmen, ift e8 hinreichend, nenn vier Punfte des einen Syſtems und 
die vier homologen Punkte des affinen Syſtems bekannt find. 

Ein drittes Syſtem, deſſen Coordinaten x’, y’, z’ ſeyn mögen, wird 
dem Syſteme tuv ebenfalls affin ſeyn, wenn 


v=g”z-+h”y +.k" 2/44”; u= g’z’+h" kr +Hi’;t=g7 +h'y+k x+i 


iſt. Eliminiren wir t, u, v zwiſchen dieſen &leichungen und ben Gleichun: 
gen (1) und entwickeln x, y',-2, fo ergeben fich für dieſe Größen Aus: 
druͤcke in x, yu.z von linearer Form; woraus denn folgt, daß zwei Sy⸗ 
fieme, die einem dritten af n find, felbR in der Verwandtſchaft der Affinität 
ftehen. 

Geben wir ben Zeichen A, A’, Ay, As, Aır Al,, Aıy Ar Rır Ar Mao. 
ws diefelbe Bedeutung wie im — 15, ſo haben wir fuͤr affine Syſteme, 
unter der Vorausſetzung rechtwinkliger Coordinaten, 

A =AM ; A⸗A, 


und A A, N | X 
A-** _. = — 3 60—6 = —. = —? 
N rn 5 8% frr 3 0 w, „> 0 w, 


Aug dieſen ſechs Gleichungen ergiebt ſich 


“on kn a. 


und da, wie wir im $.15. gefehen haben, A = 0 und A’ = 0 jede zwei 
bomologe Ebenen und a, a, au, as die —** bezeichnen, welche 
von zwei Paar homologen Punkten auf dieſe Ebenen gefaͤllt ſind, ſo ent⸗ 
haͤlt die legte Gleichung den 


5 19. 
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Cebrſatz [7]. Wenn man von zwei beliebigen Puntten A, B auf 
irgend eine Ebene a Senkrechte fälle, deren Länge Durch As, Ba beseichs 
net, und wenn man in einem affinen Syiteme von den homologen Punf; 
ten A’, B' auf die bomologe Ebene a die Perpendikel Aa, Bb’ berab⸗ 


läßt, fo ift 
Aa: Ba = A’: Ba 


Sind daher A, B, C, D, E fünf Punkte bes einen Syſtems und A’, 
B, C, D’, E die fünf Homologen Punkte eines affinen Syſtems, fo findet 
stoifchen den Tetraedern ABCD, A’B’CD’ und ABCE, AB’CE folgende 
Proportion 
- ABCD : A'B’CD’ = ABCE : ABOF 


Statt. Auch ift leicht einzgufehen, daß nicht nur zwei Tetraeder, welche eine 
Seitenebene gemein haben, ſondern je zwei Zetraeder, und folglich auch je 


zwei Förperliche Räume in dem einen Spfteme fich eben fo zu einander ver- 


halten als die entfprachenden Näume in dem affinen Syſtene. 
Aus dem legten Lehrſatze ergiebt fich ferner, daß auch je zwei parallele 
gerade Linien, welche von zwei Punkten A, B an eine Ebene a gezogen 
werden, fi) eben fo zu einander verhalten, mie zwei parallele Gerade in 
einem affinen Syſteme, bie von den beiden bomologen Punkten A’, B’ an 
bie homologe Ebene a’ gegogen find. Sind nun A, B, C drei in gerader 
Linie liegende Punkte eines Syſtems und A’, B’, ©’ die drei homologen 
Bunfte eines affinen Syſtems, welche folglich «ebenfalls. in. gerader Linie 





liegen, und legen wir durch ben Punkt C irgend eine Ebene a, fo: wird ihr _ 


im affinen Spfteme eine Ebene a’ entfprechen, welche durch den Punkt C’ 
gebt; es werden alfo AC, BC als zwei gleichlaufendbe Gerade, welche von 
den Punkten A und B an bie Ebene a gezogen, unb AC, B’C’ als zwei 
gleichlaufende Gerade, welche von den Punkten A’, B’ an bie Ebene a’ ges 
sogen find, angefehen werden Fönnen; wir baben daher den 


Lehrſatz [8]. Sind A, B, C und A’, B', C drei bomologe, in 
gerader Kinie liegende Punkte zweier affınen Syfteme, fo iſt 
AC:BC=A’C:PBC. 
In zwei affinen Syſtemen find die Ebenen des einen Sofems, welche 
parallelen Ebenen des andern entſprechen, ſelbſt parallel. Denn ſi nd 
av+burt+d=0 ; av bu - ct - d' ⸗ =0 


die Gleichungen jweier parallelen Ebenen in dem einen Syſteme, ſo find 
die Gleichungen der ihnen entfprechenden Ebenen in ‚dem affinen Syſteme 


4 


— 89 — 
$. 19. 

(am Hoi tem —X —J— Perle, +64 +eg+d)=0, 
(am”’+ bm’-+cm’)z+-({an”-+-bn”+en’)y-+(ap”+bp”-+cp’)x-H{ag” bg’ +cg’+d’)=0, 
in welchen bie Coefficdenten von x, y u. z biefelden find. Da fih nun 
homologe Ebenen in homologen Geraden ſchneiden, ſo folgt hieraus zugleich, 

daß in affinen Syſtemen die homologen Linien paralleler Geraden auch pa⸗ 

rallel find. 


$. 20. 

In zwei affinen Syſtemen werden, wie im vorigen 8. gezeigt iſt, ho⸗ 
mologe Gerade durch homologe Punkte in gleichem Verhaͤltniſſe getheilt. 
Findet die Gleichheit der Verhaͤltniſſe auch bei ſolchen Abſchnitten Statt, 
welche nicht Theile einer und derſelben Geraden ſind, ſo heißen die affinen 
Syſteme aͤhnlich. 

Weil jedem Dreiecke in dem einen Syſteme ein Dreieck in dem ande⸗ 
ren Syſteme entſpricht und die Seiten dieſer Dreiecke, wenn die Syſteme 
aͤhnlich ſind, in demſelben Verhaͤltniſſe ſtehen, weil ferner parallelen Gera⸗ 


den parallele Gerade entſprechen, fo folgt, daß je zwei Gerade eines Sy⸗ 


ftemg, fie mögen fich fchneiden oder nicht, denfelben Winkel bilden, alg die 
beiden bomologen Geraden in einem ähnlichen Syſteme; woraus denn wei⸗ 
ter folgt, daß je zwei Ebenen eines Syſtems bdenfelben Neigungswinkel bil: 
den, als die homologen Ebenen in einem ähnlichen Syſteme. 

Für zwei ähnliche Spfteme finden zwiſchen den Koefficienten m’, n’, p, 
m”, ꝛc., gewiſſe Relationen Statt, die auf folgende Weife gefunden wer: 
ben Eönnen. 

Es feyen x’, y, z’ und t, u, V; x”, y”, z” und t”, u”, v” die Coor⸗ 
dinaten von zwei Paar homologer Punkte A u. A, B u. B’; ferner ſey k 
der millfürliche aber conftante Erponent des fchon erwähnten Verhaͤltniſſes. 
Wenn nun die Coordinatentsinkel-beider Syſteme refpective durch X, y, Z 
und f, Ü v bejeichnet werden, fo ift ($.2. 5.3) 

AB - Erz 2)°+(y’- Y)'+ X)’ —— 
12x" SZ" — z/)cosy + 2(x"— x’)(y’— y)cosz 
an sc vP+ W— W+ —V)’+ 2 u’ —W)@v”— VW)eost 
+2’ UV” — V)eosü + 2(t’— !)(u”— u) cos v 
und durch Subſtitution der Ausdruͤcke (1) des vorigen $. 


$. 20. Im’? +-m”? +-m"4+-2m”m’oost +2” m’eosü-+2m’m’cosv](z’-z’)? 
+ [n”” +n”?-+n? +2n”n” cost +2n”n’ oosü+-2n"n’cosv](y’—y’)? 
m 
+2 *7 N 
MI 


2 





+ [p” +p” 4p" +2p” p’ cost‘ +2p” p cosü-r2 p’p' cosvj («’-x')* 
mn’ +- m”n” +mo + (m”n” + m’ nm”) cost , ("—y)(z’—-z) 
Bu +-(m”’n’+m’n”) cosü + (m n’-+ m’n”)oosv 
m” m + m” „ + m’ / + m” (44 + m” Mi cost 
en) 
p’ + m/p”)cosü + (m’p’ + m’p”)cosv 
n” p” + n” pP" + p p + (n” p" + n’p”) cos 


+2 








+(n”p +n'p”) cosü + (n”’p’ + n/p”)cosv -(£ -x)(y-y) 


Da aber AB” = K?:AB’, und zwar für jebe Werthe von x’, y’, z' und 
‘von x’, y“, z, ſeyn fol, fo muß 
m”? + m’? + m’? + 2m”’m” cost + 2m” m’ cosù 4 Im”’m CosY = k? er 
n”? +.n"?+n”? +2n”n’cost +2n”n’cosü+-2n"n’cosv=k? | 
pP" +p”+p” + 2p”p" cost + 2p”p’cosü -+ 2p”p’cosv — k? h 
m”’n” +m”n”' +m’n’ + m”n” + m’n”) co st + (m”’n‘ +m’n”) cosü +(m’r’ +m’n”) COsV = k?cosx f 
mp” +m”p” +mp + (m’’p” + m’p”) co st + (mp + m’p”) co sü +(m’p’ +m'p") co sv — k? c osy 
n”p” +n"p” +r/ p 4 (n”p” +n’p”) co st + (n” pP’ + ı/ p”) c osù +(n’p' +n’p‘) cos v == k?cosZz . 
| Eliminiren wir k gtoifchen diefen ſechs Gleichungen, fo erhalten wir 
fünf Bebingungsgleichungen, welche die genannten Relationen zwiſchen den 
Eoefficienten m’, n’, p/, m” ꝛc. ausdruͤcken. Sind beide Syfteme auf recht: 
winklige Achfen bezogen, fo finden wir die folgenden Bedingungsgleichuns 
gen oder Relationen: 
m’”? + m” + m’? = 2 —+n" + n’? = p” + pP” + p° ; 1 
mn” +-m’n” +m'n = 0 ; m”p” -+m’p” +m’p' — 0 ; n”p" +n"p” +np = 0. ( ) 

Von den neun Größen, welche in diefen Gleichungen vorkommen, laflen 
fih alfo (wenn k unbeftimmt ift) beliebige fünf durch die vier übrigen 
ausdrücken. . 

Wie auch zwei ähnliche Syſteme liegen mögen, fo liege im Allge 
meinen immer ein getwifler Punkt auf feinem bomologen. Denn wenn 
wir annehmen, daß die Gleichungen (1) bes vorigen $. fich auf Daflelbe 

- Eoordinatenfpftem beziehen, und nun t= x, u=yudv= 2 fegen, 
fo erhalten wir drei Gleichungen, welche in Beziehung auf x, y und z 
vom erften Grade find, und welche daher für dieſe Größen einfache re 
elle Werthe geben, die auch endlich find, wenn k? einen von ber Einheit 
verfchiedenen Werth hat, mas mir weiter unten zeigen werben. “Diefer 


Punkt, den wir den Situationspunkt der beiden Ähnlichen Syſteme 
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nennen, bat die merkwürdige Eigenfchaft, dag, wenn man von ihm nach $. 20. 
einem Punkte des einen Syſtems und nach dem bomologen Punfte des 
ähnlichen Syſtems gerade Linien giebt, Diefe Geraden immer in bemfelben - 
conftanten Berhältnifle ſtehen, wo auch der erfte der beiden homologen 
Punkte angenommen werden mag; denn, da der Gituationspunft als fich 
ſelbſt entfprechend anzufehen ift, fo find die genannten Linien homologe Ge⸗ 
rade, bie von. homologen Punkten begrenzt werden. 

Nehmen wir den Situationspunft zum Anfangspunfte eines rechtwinf: 
ligen Eoordinatenfyftems, auf welches wir beide Syſteme beziehen, fo ver⸗ 
fchwinden, da nun für x=y=-ı=-0 ah t=eu=-v=0 if, 
bie conftanten Glieder q”, q“, q in den Gleichungen (A) bes vor. $., ſo 
daß die Beziehungsgleichungen der beiden aͤhnlichen Syſteme 
ve m”z+n”y+p”x ; u=m’z+n’y+p’z ; t= mz+n'y-+p'x (2) 
find, bei welchen aber noch wiſchen den neun Coeffi cienten die Gleichungen 
(1) Statt haben. 

Einer Ebene des einen ESyſtems, welche durch den Situationspunkt, 
den jetzigen Anfangspunkt der Coordinaten, gehet, entſpricht eine Ebene im 
aͤhnlichen Syſteme, welche ebenfalls den Situationspunkt enthaͤlt. Iſt 

w+burat=0 _ (3) 
die Gleichung der zuerft genannten Ebene, fo ift 
(em”’+bm’-+am’) z+(en””+bn”-+an’) y-+(cp”-+bp’”+ap)x = 0 (4) 
die Gleichung der zulegt genannten. Sollen diefe Ebenen (3) und (4) auf 
einander liegen, fo müflen a, b, c folche Werthe haben, daß die Gleichun- 
gen (3) u. (4), nachdem mir die eine derfelben mit einem nod) zu beftim- 

menden Factor A multiplicirt haben, identifch find, woraus mir 

cm” +-bm’-+am’= Ac ; en” +bn”-+an’= Ab ; cp”+-bp”+ap’= Aa (5) 

erhalten. Eliminiren wir a und b zwifchen diefen Gleichungen (5), fo ge: 
bet c von felbft fort, und wir finden 


n” p— np” p”) m”(n "D —8 n’p”) 
22>—(m”--n” -+p') 2 ee mn”) i-!+m”(n —— n”p’) — 0, (6) 
+(m”p’ _.n p”) +-m’(n”p —* —n’p”) 


Diefe Gleichung hat, da fie vom dritten Grabe ift, wenigſtens eine reelle 
Wurzel, und wenn wir biefen reellen Werth von A in beliebige zwei von ben 
Gleichungen (5) fegen, fo erhalten wir zwei Gleichungen, welche in Bezie⸗ 


bung auf die Duotienten > und = vom erften Grade find, und alfo für 


5. 20. biefe Größen reelle Werthe geben. Hieraus folgt, daß es bei jeber Lage zweier 


. 


ähnlichen Syſteme immer eine Ebene (3) giebt, welche mit ihrer homolo⸗ 
gen Ebene (4) zufammenfält. Um zu wiſſen, ob e8 außer biefer Ebene noch 
zwei andere oder mehrere andere Ebenen gebe, twelche mit ihren homologen 
Ebenen sufammen fallen, müßten wir entfcheiben, ob bie Gleichung (6) noch 
zwei andere reelle Wurzeln babe, unb ob überhaupt die drei Gleichungen (5) 
die Verhältniffe der Größen a, b, c vollfommen beflimmen ober ob in ge- 
wiſſen Fällen diefe Gleichungen nicht unabhängig von einander find. Da 
aber die Eoefficienten ber Gleichung (6) aus neun Größen sufammen gefeßt 
find, welche wiederum durch die Gleichungen (1) mit einander verbunden 
find, fo verfahren wir bei dieſer Unterfuchung vorläufig wie folgt. 

Wir nehmen die eine Ebene, welche mit ihrer homologen coincidirt, 
und deren Erifteng wir fo eben nachgewieſen haben, zur Ebene der xy und 
der tu in dem rechtwinkligen Coordinatenfpfieme, auf welches wir beide 
Spfteme beziehen. Da jet für z= 0 auch v = 0 ift, welche Werthe x 
und y auch haben mögen, fo müffen in ber erften Gleichung (2) n’’ unb 
p” gleih Null feyn. Segen wir nun in die Gleichungen (1) n” = 0 und 
p = 0, fo ergiebt ſich zunächfi aus den drei legten berfelben, daß auch 
m’ =0 und m = 0 ifl. Die.Gleihungen (2) reduciren fich daher auf 

v=m”z ; u=ny+p%x ; t=ny+px, (7) 

und die Relationen (1) siehen fich in 

n?+ m?” =- m” ; PP rp= m” ; DMp+np = 0 
zufammen. Geben wir jeßt, um auch dieſer drei Bedingungsgleichungen 
zwiſchen den fuͤnf Groͤßen wi n”, a’, pꝰ, p nicht mehr zu bebuͤrfen, 

m"k; Mekoaßf ; ff —kmß, 

ſo ergiebt ſich eben aus dieſen Bebingungsgleichungen, daß wir entweder 
n = —ksmß und p' = -+kcosf, oder dag wir "= +ksinß und 
p = —koosß feßen müffen. 

Die Beziehungsgleichungen (2) find daher, bei der gegenwärtigen Lage 
der Coordinatenachfen, entweder 
v=kz ; u= kosß-y-rksnf-x ; t= —ksnß-y-+koosß-x ; (8) 

oder 
v=kz ; u= koosd-y-+ksinß-x ; t = -+ksinf-y—koosß-x . (9) 
Setzen wrx=0 md y=0, fitadt=-0 und u=0; es 
entfpricht alfo die Achſe der z der Achfe der v, und ba diefe beiden Achfen 
auf einander liegen, fo folgt, daß nicht allein bei jeder Lage zweier ähnlichen 
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Spfteme eine durch den Situationspunft gehende Ebene, fondern daß auch 8. 20. 
die auf dieſer Ebene in dem Situationspunkt fenkrecht ſtehende Gerade fich 
felbft entfpricht, mag, wie wir beildufig bemerfen wollen, eine unmittelbare 
Folge von der Gleichheit der einander entiprechenden Winkel ift. 

Mir betrachten nun zuerſt den Kal, in welchen n = —ksinß, 
p = -+koosf ift, und in welchem alfo die Gleichungen (8) Statt haben. 
Für diefen erften Fall gehet unfere Gleichung (6) in 

2 — (1+2c0sf)ki? + (1-+2cosf)kR—k? = 0 
über, und läßt fich in 
(2 — k)(A? —2cos?kA+K?) = 0 

gerlegen, fo daß A nur ben einen reellen Werth k hat (indem wir weder 
20 noch 3 = n annehmen, da wir dieſe ganz ſpeciellen Säle, in wel- 
chen fich die Gleichungen 8) uf v=kz, u==ky, t= =kx zuruͤck⸗ 
sieben, bier nicht zu "betrachten brauchen), für melchen Werth die beiden 
legten Gleichungen (5) in 

(of —-Dd-b-snf-a=0 ; nf-b+rlosf—Na=0 , 
oder, was daſſelbe ift, in 

cos4ß-a+-sinß-b=0 ; ossßf-a—snıf-b = 0 | 
übergehen, woraus a — 0 und b= 0 folgt, fo bag bie Gleichung (3) 
nun z = 0 ifl. Es eriftirt demnach in diefem erften Falle, im Allgemeinen, 
außer der zur Ebene ber xy genommenen, feine andere Ebene, welche mit 
ihrer homologen Ebene gufammen fällt. 

Betrachten wir nun den Fall, in welchem n’= -+ksin, p’ = —kcosß 
ift, und in welchem alfo die Gleichungen (9) Statt haben. Für diefen zwei⸗ 
ten Fall gehet unfere Gleichung (6) in 

| 2 k2?—Kr-+k = 0 
über, und läßt fih in 
A—ki’QA-+k) = 0 | 
zerlegen, fo daß A die beiden reellen Werthe k und —k hat. 
Fuͤr 2 = k find die zwei legten Gleichungen (5) beide auf 
cos4ß-a—siniß.b = 0 
reducirbar, und beftimmen alfo nicht, die Größen a und b, fondern nur dag 
Verhaͤltniß derſelben, nämlich a = tangiß.b. 
Für 2 = —k find die zwei letzten Gleichungen (5) beide auf 
sinzß-a-# 00538-b = 0 


— ı — 


$. 20. rebucirbar, und bekimmen alfo nicht Die Größen a und b, fondern nur bad 
Verhaͤltniß derſelben, nämlih b= —tangi?-a Da aber bie erſte ber 
Gleichungen (5) fih auf ck = ea zurüdzieht, fo if, wenn nit 2 = k, 
fondern 2 = — k genommen wird, nothwendigermweife c = 0. 
Wenn nun erfieng 2 = k und a = iangy?-b genommen wird, fo 
giebt die Gleichung (3) 
eov+b(a+rtang}d-t) = 0 ; (10) 
und wenn wir zweitendg! = —k, c=0 md b= — · a neh» 
men, giebt die Gleichung (3) 
tang;? -u =t . (11) 


Die Gleichung (10) drüdt, da das Verhältnig b : c beliebig angenommen 
werden kann, jede Ebene aus, welche die, durch den Situationspunkt ge: 
bende und durch bie Gleichungen: 

| v=0 ; urimiit-0 | (12) 


angegebene Gerade enthält. Die Gleichung (11) aber gehört berjenigen 
Ebene an, welche auf derfelben Geraden (12) im Situationspunfte fenfrecht 


Das Refultat unferer Unterfuchung ift demnach Folgendes: 

L In dem Falle der Gleichungen (8) giebt ed, aufer der zur Ebene 
der xy genommenen, Eeine andere Ebene, welche mit ihrer homologen zu 
fammen fällt. 

IL In dem Falle der Gleichungen (9) giebt es ungählig viele Ebenen, 
toelche mit ihren bomologen zufammen fallen. Ale biefe Ebenen, mit Aus: 
nahme einer einzigen, fchneiben fich in einer und berfelben Geraden (12), 
welche den Situationspunft enthält, und die einzige nicht darunter begrif: 
fene Ebene ift auf berfelben Geraden (12) im Eituationspunfte fenfrecht. 

In dem Falle L nennen wir bie gemeinfchaftliche Achfe der z und ber 
v; in dem Falle IL"aber bie durch die Gleichungen (12) ausgedruͤckte Ge: 
rade die Situationsachfe ber beiden ähnlichen Syſteme. 

Bis bieher haben wir die gegenfeitige Lage ber beiden Syſteme nicht 
geändert; jet wollen wir das eine Syſtem in feiner urfprünglichen Lage 
Laffen, dag andere aber um die Situationsachſe drehen. 

In dem Falle L drehen wir das Spflem xyz um bie Achfe derz, bis 
der Drehungswinkel gleich 3 ift; dies ift eben fo viel, ald wenn wir die Ach- 
fen der x und der y um den Winkel — / dreheten, und fobann bag Eoor: 
dinatenſyſtem der xyz und der tuv wieder zur Eongruenz brächten. Die 
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Sormeln (9): in (1. $.3) auf die obigen Gleichungen (8) angewendet, geben 8. 20: 
ung nun auf der Stelle | 
vekzk; u=sky;t=k. (13) 
In dem Falle IL. drehen wir dag Syſtem xyz um die Gerade (12) 
und zwar um zwei rechte Winkel. Damit wir aber nur wenige Subftitu- 


tionen zu machen brauchen, wollen wir zuvor bie eben genannte Gerade zur 
Achfe der x und der t nehmen; dann gehen die Gleichungen (12) in 


|v-0 ; u=0 | oder | z=0 ; y=0 | 
. über, fo daß zangı? = 0, ao A=9, cf = 1 und inf = O wird, 
wodurch die Gleichungen (9) fi) auf 
- vekz ; u=eky ; t=—k (14) 
reduciren. Drehen wir nun das Syſtem xyz um die jeßige Achfe der x, 
und zwar um zwei rechte Winfel, fo haben mir die Transformationsformeln 


(22) des $.13 (und zwar mit den oberen Worgeichen) anzuwenden, in wel: 
chen, da der Drehungswinkel gleih ẽä, 9 = —r zu fegen ift, wodurch fie 


ſich auf x ⸗ xX, y=-—y, z2=—z reduciren; und die Gleichungen 
(14) verwandeln ſich, wenn wir die Accente weglaſſen, in 
v— — kz; u=—ky ; t=—k . (15) 


Sin beiden Fällen L und II. haben wir alfo, nach der gehörigen Dre: 
hung um die Situationsachſe, 
- | u „t x 

v ’ v = 7 

woraus ſich ergiebt, daß, nach dieſer Drehung, je zwei homologe Punkte 
mit dem Situationspunkte in gerader Linie liegen. Wir bemerken hierbei 
noch, daß die Formeln (13) und (15) ſich gegenſeitig verwechſeln, wenn k 
negativ ift, was wohl beachtet werben muß. 

Saflen wir das bis jest Sefundene zufammen, fo haben wir Kolgendes, 

In zwei ähnlichen Syſtemen giebt e8 im Allgemeinen immer einen St 
tuationspunft und eine durch ihn gehende Situationsachfe, welche die Ei: 
genfchaft befist, daß das eine der beiden Syſteme nur um diefe Achfe ge: 
dreht zu werben braucht, damit jebed Paar homologer Punkte mit dem 
Situationspunkte in gerader Linie zu liegen komme, und daß alsdann bie 
Beziehung der beiden Syſteme durch die Gleichungen 
ausgedruͤckt fey. 


— 1, 
2 


Du SEE 
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$. 20. Bedeutet k eine poſitive Größe, fo liegen je zwei homologe Punkte auf 
derſelben Seite des Situationspunktes wenn die oberen Zeichen, und auf 
entgegengeſetzten Seiten wenn die unteren Vorzeichen gelten. Der Situa⸗ 
tionspunkt beißt, bei der jetzigen Lage der Syſteme, der Aehnlichkeits⸗ 
punkt, und zwar der äußere wenn bie oberen, und der innere wenn bie 
unteren Vorzeichen gelten. Die Syſteme nennen wir in jenem Salle voll 
tommen-ähnlich, in diefem Falle ſymmetriſch⸗aͤhnlich; in beiden Fällen 
ſollen fie aͤhnlich⸗liegend beißen. 

Sn ähnlichen und ähnlich -Tiegenden Syſtemen find homologe Ebenen, und 
daher auch homologe Gerade einander parallel. Denn iftav--burct+-d = 0 
die Gleichung einer Ebene, fo ift, zufolge der Gleichungen (16), 
a2. Hby+ex+ =0 ode au byrex— == 0 die Gleichung ber 
bomologen Ebene, welche, wie man ſieht, der erfieren parallel if. 

Werben zwei ähnliche und aͤhnlich⸗liegende Syſteme anf ein Eoorbinas 
tenſyſtem bezogen, deſſen Anfangspunkt nicht im Aehnlichkeitspunkte liegt, 
fo find die Beiehungsgleichungen 

v=-rk+c; u-rky+b ; t=>kx-+a. (16) 


Es feyen x, Y, 23 x, Y, 2; X, y“, zZ’ die Coordinaten von drei, 
auf diefelben Achfen bezogenen, Äpnfichen Spftemen, von welchen dag erfte 
und zweite, ferner dag erſte und dritte ähnlich-liegend find; und es fey der 
Aehnlichkeitgpunkt des erften und ztweiten Syſtems ber Anfangspunft der 
Coordinaten. Alsdann ift 

z=-ki/ ; y-ky ; x=kr ; 
= k+ce ; Y-kıy+b ;, “"=-kx-+a; 
und eliminiren wir z, y, x, fo kommt 
=klzi+rc ; Yakyı+b; “okkfra. 

Aus bdiefen legten Gleichungen erhellet, daß auch das zweite und dritte Sy: 
- lem ähnlichsliegend find. Da kk’ pofttiv ift wenn k’und k’ von gleichen 

Zeichen, negativ aber wenn k und k’ von entgegengefeßten Zeichen find; da 

ferner, wenn x,yıZı and X,ya2, refpective die Aehnlichkeitspunkte des erfien 

und dritten und des gweiten und dritten Syſtems find, wie wir leicht finden, 


b a 
A=- 7; ’ Iyı= I °.ı = TI 
ce b a 
jun u u Eau u Ge 
alfo 


alſo 


iſt; ſo folgt der 


Lehrſatz [9]. I. Sind zwei Syfieme A, B einem dritten C Ähnlich 


und Ähnlich liegend, fo find fie ſelbſt Ähnlich und Ähnlich sliegend. II. Sind 


beide Syſteme A, B dem Syſteme C vollEommensähnlich oder fymmes 
trifch;äbnlich, fo find A und B vollfommen:Abnlih; ift aber von den 
beiden Syftemen A, B das eine dem Syfieme C volltommensäbnlich und 
das andere ihm fymmerrifch: ähnlich, fo find A und B ſymmetriſch⸗aͤhn⸗ 
lich. III. Die drei Aehnlichkeitspunkte von je zwei der drei Syſteme A, 
B, C liegen in gerader Linie. 


Sind einem Syſteme A, drei andere Spfteme Ay, As, A, ähnlich und 
ähnlich-liegend, fo find je zwei der Ießteren ebenfalls ähnlich und ähnlich: 
liegend; und bezeichnen wir die Achnlichkeitspunfte von A, u. A, durch Ay, 
von A, u. A, durch aus/ u. ſ. f., fo liegen von dieſen ſechs Aehnlichkeits⸗ 
punkten vier mal drei in einer Geraden, naͤmlich 


in einer Geraden g. 


U, gg a, g 242,8 ! 
2,2 ı Bra gg au > >» » 85 
a, ı Aa 1 Aa ” » » 8 ı 
a,3 1 Ba 1 a » » gı 53 


die Geraden gı, ga, &s und 84. bilden ein volftändiges Viereck, und ſaͤmmt⸗ 
liche ſechs Aehnlichkeitspunkte liegen fomit in einer Ebene. - 


Nachdem wir zu al’ diefen Refultaten gelangt find, tollen wir jet 
"wieder die allgemeinen Gleichungen (1) des vorigen e nämlich 


—7 m 


v=m”z-+n" y+p +q 
m'z+ny+rpx+qg ı 
mz+tny+px+qg ı 


u = 


(17). 


t = 


betrachten, indem wir annehmen, daß x, y, z und t, u, v fich auf ein und 


baflelbe rechtwinklige Coordinatenfyftem beziehen, und daß die beiden in Rebe 


fiehenden Spfteme einander ähnlich feyen; denn wir haben bis jegt weder 
bie Lage des Situationspunftes noch die Situationsachfe gefunden. Ehe 
wir aber dieſe Auffuchung vornehmen, wollen wir ung mit den Relationen 
swifchen den Eoefficienten der Gleichungen (17) .befchäftigen, welche, an fich 
ILI. 7 


§. 20. 


$. 20. merkwuͤrdig, mehrere Ausdrücke, die bei diefer Unterfuchung vorkommen, be- 


deutend verfürzen. | 

Mir bemerken zuerſt, daß bie für bie Aehnlichkeit der beiden Syſteme, 
zu Anfang dieſes $. aufgefundenen Bedingungen, da die Eoorbinaten jetzt 
rechtwinklig genommen find, durch folgende ſechs Gleichungen 


m’”2 + m”? + m”? — k? m”n” + m”n” + m’ n = 0 


n'”2 + y”23 + n? — k? (18) m”p” + m’p” + m 27 =0 
p”: + p”? + p” = k? n”” p” + n’p” en ’p’ 
ausgedrückt find. | 
Multipliciren wir die Gleichungen (17) der Reihe nach durch m”, m” 
und m, und addiren die Producte, fo erhalten wir, mit Nückficht auf die 
Gleichungen (18 n. 19), unmittelbar 
kz = m’v + m’u+rmt— (mM’q” +m’qd’ mg). 
Und auf gleiche Weiſe finden wir, durch Multiplication mit n”, n”, n’ und 
mit p”, p”, p', 
k’y = n’v+n’u+nt—(n”g tag +ng) , 


k’x = p”v+p’u+pt— (p”Q”+p’Q +pYgy) 


(19) 





Auf dieſe Weife find x, y u. z vermittelft t, u u. v ausgedrückt. 


Entwickeln wir m”’ u. m” aus ben beiden erfieh Gleichungen (19), fo 
fommt 


IN n”” / LE | In 


n n — n 
nn apa, wu; m“ — .0 Fund 3 DR 
: np-—-np 
n”p —n"p P— 


und durch Subftitution biefet Ausdrücke in die erſte Steichung (18) er: 


giebt fich 
| (np n’ p ma + (pa) + (n”’p’—n’ Pr» m? — k?(n”p ” np")? . 
Der Eoefficient von m’? in diefer Gleichung ift aber ibentifch mit 
(n 2 + np”? + n’?) (p Im2 + p”? + p?) — (n”’p" + n’p” + n'p')? , 


| ein Ausdruck, ber, zufolge der zweiten und britten &leichung (18) und ber 


dritten Gleichung (19), fi) auf k* redueirt. Die gefundene Gleichung sieht 
fi) demnach auf 
ch k?m 2 — (n”p” _n "p”)t er 


oder, wenn wir die Wurzel ausziehen, auf 

kim — n”p” — n’p” 
zurück: Subfituiren wir den Werth von m „welcher PR hicraus ergiebt, 
in die vorher gefundenen Ausdrucke von m’ und m”, fo erhalten wir 
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— km” — np” — np —-.km’”” = np’ — n’p” . €. 20. 
Auf ähnliche Weife finden wir Ausdrücke für n’, n”, a”, p, P’ und p”, 
fo daß wir überhaupt folgende bemerkenswerthe neun Gleichungen haben: 
-- km" = ri” p’-n np” ; —-kn”— = p’m’- p/m” ; kp” m’n’- m’n” ; 
-+- km’ = n’p”- nꝰ p ; kn" = p’m”-p”’m’ ; ikp’= — m’n”-m’”’n’ ; (20) 
km’ = — np" -n"p” ; . tk = p”ın’-p”m” ; . kp’ — mn” _ mn” 


Aus der erften und zweiten Gleichung (18) folgt 
& (m 2 + m’?)(n (n 2 + n’) — — m”’?)(k? — =) ' 
oder, was daſſelbe ift, | 
m’ nꝰꝰ 4 m’”2n’? + m’ 2n”2 + m®#n’? — m“nꝰ + 12 (m m2 + n”?) — kt 
Segen wir hierin den, auß der erften Gleichung (19) fich ergebenden Aus⸗ 
druck von m’’?n”?, nämlich m’?n’? + 2m’ min’n-+-m”n?, fo reducirt fich 
die gefundene Gleichung auf. 
(m’n’ _ m’n”)? + k?(m””? + n’"2) = kt! , 
oder, in Folge der dritten Gleichung (20) und durch Divifion mit K’, auf 
m’”? + n’"? + p””? >= k? 
Auf gleiche Weife Eönnen wir noch zwei Steichungen herleiten, fo daß wir 
folgende drei Gleichungen haben: 
| m’? + nꝰ 4 p”? — k? , 
m”+ nm? +” =, _ (19) 


. Segen wir in die fo eben bergeleitete erfte Gleichung (18) für m”, 
n”, p" die Ausdrücke aus 20), fo erhalten wir 
k* — (n’p — n Rx + (p’m’ —p m’ ”)? + (mn 7 _nfaa 
= (m”+n” + p" (m ’+n’+p?) mm Hna Hp) ı 
und, in Solge ber beiden legten Gleichungen (187) ergiebt fich hieraus 


Mn! 1] 700 | 


m’m’-+n’n +-p’p = 0 


Auf gleiche Weife Eönnen wir noch zwei Gleichungen herleiten, fo daß wir 
ferner folgende drei Gleichungen haben: 


mMm+-nn+pp=0 ;: } 
m”m’ + n"n + Ba, — (19) | 
m’”’m”’--n”n” +p”p” — 


Iſt k eine abſolute Zahl, und fi nd bie Deziehungsgleichungen der bei 


den ähnlichen Syſteme , 
7 
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v— rk ; u — ky; task | 
fo find dieſe Syſteme vollkommen⸗aͤhnlich, und es iſt alsdann 
m’ = 44 ; n” = 0 ; p” = 0 ; m’ 0 ; "= +k ; 
P=-V0;mM-0; u —0 ; f=+k; 


fomit ift n’p — np” = k? und km” = k?, welche Werthe nur dann die 
erfte Gleichung (20) befriedigen, wenn in biefer das obere Zeichen genom: 
men wird. Sind aber die Besiehungsgleichungen der beiden Ähnlichen 
Spfteme 
v=--—k ; u=-—ky; = —k |, 
fo find die beiden Syſteme ſymmetriſch⸗aͤhnlich, und es ift alsdann 
m” = — k ; n” = 0 ; p” — 0 ; m” = 1) ; n” = — k ; 
p=0; 25 3 n0; p=—k; 


ſomit iſt n’p— np” = k? und m’’k = —k?, welche Werthe nur dann bie 
erfte Gleichung (20) —— wenn in dieſer das untere Vorzeichen ge⸗ 
nommen wird. Auf aͤhnliche Weiſe uͤberzeugen wir ung, daß wenn k eine 
abfolute Zahl ift, alle Gleichungen (20) im Salle ber vollfommenen Aehn⸗ 
lichkeit mit dem oberen Zeichen, im Falle der ſymmetriſchen Aehnlichkeit mit 
dem unteren Vorzeichen genommen werden muͤſſen. 

Wenn bie vier Größen m, n”, p’ und k gegeben find, laffen fich bie 
übrigen ſechs Größen m”, m’, n”, n/, p” und p” befimmen. GSubtrahiren 
wir von der Summe der beiden erfen Gleichungen (18) die dritte Gleichung 
(18), fo kommt 


m’ +n"? + m” +n" — = 'p" +K 
Nun ift, gufolge der Tegten Gleichung 20), 
| - -2m”n’— 2m’n” = #+2kp’ | 


und wenn wir dieſe Gleichung von der vorigen ſubtrahiren, und zu ihr ad⸗ 
diren, ſo erhalten wir | | 

(m m__ u) + (m” f n””)® = (p’ = k)? f 
- (m” + n + (m” — 4) = (p’ + k)? , 
moraug 


m = VENEN | 
| m’— a! VEN a’ | 
oder auch 


mn" = YEk-— -m”’+n _p)eEekrm —n m, 
m’ n" = MER nem Ep) 


N 
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Auf aͤhnliche Weiſe koͤnnen wir Ausdruͤcke für p”--m’ und p-m, n’+p” $ 20 
und. n -r finden; und mir baben wenn wir, der Kuͤrze wegen, 
Ekf£m’— =P — M 
k— m” A -N, J 
2Kk-m“ -n A: = P | .@1) 
| zk+m’+n!’+pP=Q 
fegen, überhaupt De 
m’ + a” — vMN ; p” +m = VPM ; PN +r’ — vNP ; (22) 
=yPQ ; p”-m=YNQ ; n-p"=yMQ. 
Ben k eine abfolute Zahl ift, fo ift in den Ausdrücken M, N, Pa. Q 
das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem Die beiden 
Spfteme vollfommen oder fymmetrifch-ähnlich feyn Talk, 

Jetzt bemerken wir zunächfi, dag wenn gleich m”, n”, p’ u. k beliebig 
angenommen werden mögen, diefen Größen doch nicht ieber Werth beigelegt 
werden kaun. Es kann nämlich, erſtens, jede der Größen m’’, n” und. p', 
abfolut genommen, nicht größer ale k feyn, weil, wenn nur eine biefer Groͤ⸗ 
fen größer als k wäre, die Gleichungen (18) und (18°) nicht von reellen 
Werthen der übrigen ſechs Größen befriedigt werden koͤnnten. Zweitens 
muͤſſen m”, n’ u. p’ folche Werthe haben, daß die Werthe der vier Aus- 
drücde M, N, P u. Q gleiche Zeichen befommen,. weil im anderen Falle 
wenigſtens eins: der Producte MN, PQ, PM, NQ, NP u. MQ negativ, 
und alfo mwenigfteng einer der Werthe von m’$-n”, m’—n”, p”-+-m/, 'c. 
imaginair wäre. Nun iſt dr M-N+-P-+-Q = 4, alfo muͤſſen die 
Größen M, N; P u. Q in den Salle der vollfommenen Aehnlichkeit ſaͤmmt⸗ 
lich pofitiv, in dem Falle der fommetrifchen Aehnlichkeit ſaͤmmtlich negativ 
ſeyn. Setzen wir zur Abkuͤrzung 

m” +n"+-p’ = A , 
fo haben wir, wenn keine abfolute Zahl bedeutet, nach dem fo eben Erwiefenen, 
in dem Falle der vollfommenen Aehnlichfeit beider Syſteme: 

erfieng k—A > 0 , zgweitengsQ = +k+A = 0; (23) 

in dem alle der ſymmetriſchen Aehnlichkeit beider Syſteme: 

erſtens 3k-A>0O ,„ zweitengQ = —k+AZSO. (24) 


Nach diefen Vorbereitungen gehen wir an die Beftimmung bed Situa⸗ 
tionspuuktes. Die Coordinaten dieſes Punktes finden wir, wenn mir in, 
ben Gleichungen (17) v — 2, u — y und t— x ſetzen, wodurch wir 
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(m m_ 1)z +n"y +-p" + q Pa 1) ‚ 
mz+(n -Dy+pır'=0 , 
m’z +ny+@-Dirg'=0 ’ 
erhalten. Entwickeln wir nun x, y und 2, und bezeichnen Bie in Rebe ſte⸗ 
benden Koordinaten durch xX,, Yı, z, fo erhalten wir, nach einigen Reduc⸗ 
tionen, welche durch die Anwendung der Gleichungen (20) bewirkt werden, 
_ U-p' — mx) q”. +(n”> m”k) q "4-(p”’=Em’k) q’ 
(Ak) —A=tk-+K') ‚ 
_ (m’=n 5) m + ( 1— m” pnꝰxk) q" + "zn’k) q * 
J 6 99 
———— 
nn azFhA-AEHK) 000° 
In diefen Ausdrücen für die Coordinaten bed Situationspunktes gelten bie 
oberen oder die unteren Vorzeichen, je nachdem beide Syſteme vollkommen 
oder fommetrifch:ähnlich find. Sollten diefe Eoordinaten-Ausdrüde = oo 
oder = 5 werden, fo müßte der gemeinfchaftliche Nenner, und fomit einer 
feiner beiden Factoren verfchwinden. Bon dem Falle, in welchem der erfte 
diefer Factoren, nämlich L=Fk, verſchwindet, abſtrahiren wir jegt, weil ber 
fpecielle Salt, in welchem k? = 1 ift, ben Gegenftand des folgenden $. bils 
den wird. Es bleibt uns alfo blos ber zweite Factor zu betrachten übrig. 
Wenn aber k nicht der Einheit gleich ift, kann, bei zwei vollfommen aͤhn⸗ 
lichen Syſtemen, auch bie Gleichung 
1—-A+k+kK = 0 
nicht Statt haben. Denn, da in dem Salle der vollkommenen Aehnlichkeit, 
tie wir oben gefehen haben, 
+A—3k < 0 
ift, fo würde fich durch Addition 
1-2k+K<0, 


alfo entweder (L— k)? < 0 oder (1—k)? = 0 ergeben. Das erfte ift für 
jeden reellen Werth von k, und bag andere für jeden von 1 verfchiedenen 
Werth unmöglich. Eben fo kann, wenn k- nicht der Einheit gleich ift, bei 





= 


zwei fommetrifch- ähnlichen Spftemen auch die Gleichung 


1-A—-k+K=0 


niche Statt haben, weil in dieſem Falle 


* 


*) MVergleiche: Sournal f. d. reine u. angew. Mathematit Bd. XV. ©. 311. 
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+A— k<0, 


alfo durch Abbition, wie vorher, 
1—2k-+-k? < 1) 


folgen würde, mag, wie fchon gefagt, unmöglich iſt. 
Die Coordinaten des Situationspunktes ſud alſo bei nwei aͤhnlichen 
Syſtemen immer beſtimmt und endlich. 


Nunmehr wollen wir die Gleichungen der Situationsachſe auffuchen. 
Zu dem Ende kehren wir zu der Gleichung (6) zuruͤck. Dieſe Gleichung 
reducirt fich mit Hülfe der Gleichungen (20), und wenn wir, wie vorher, 
m”’+n "+p' —A- 
ſetzen, auf on . | 
- AM ALIA K = 0 N (26) 
und laͤßt fich wie tar 
G=H@- [Ak k) = 0 7) 
zerlegen, wo bie oberen Zeichen für die vollfommene, die unferen für bie 
fommetrifche Aehnlichkeit gelten. 
Betrachten ‚wir zuerft ben zweiten Sactor, fo fehen wir, daß er für. A 
zwei Werthe giebt, die nur dann reell find, wenn 
(Ak? —-4R>0, 
d. i. wenn u 
(Afk+2k)(A>Fk—2k) > 0 


Sollte diefe Bedingung erfüllt werden, fo müßte im Falle ber vollkommenen 
Aehnlichkeit 
A+kA-3)>0, 


und im Falle der ſymmetriſchen Aehnlichkeit 
(A+3k)(A—k) > 0 
feyn. : Im erften Falle kann aber nicht (A-+-k)(A— 3k) > 0 feyn, weil 
dies mit den Gleichungen (23) im MWiderfpruche ſteht, und im zweiten Sale 
kann nicht (A-+-3k)(A—k) > 0, weil dies den Gleichungen (24) wider⸗ 
fpricht. Der zweite Factor der Gleichung (27) wird alfo nur dann für A 
zwei reelle Werthe geben Eünnen, wenn 

Az’ =-0, 
d.i. wenn fie einander gleich find. Im Falle der vollfommenen Aehnlichkeit 
ift dann | 
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entweder A= 3k und ſomit A= +k, 
| oder A=m—-k » » Im —k. 
Im Salle der fommetrifchen Achnlichfeit aber ift alsdann 
entweder A= — 3k und font Au —k, 
oder A= k » » A= +k . 
Der erfte Bactor der Gleichung (27) giebt in bem alle der vollfom- 
menen Aehnlichkeit 
= +k, 
und in dem Falle ber ſymmetriſchen Aehnlichkeit 
i=—k, 
welchen Werth A auch haben mag. 
Faſſen wir dieſe Ergebniffe zufammen, fo haben wir Folgendes: 
Es hat A, in Folge der Gleichung (6) oder (26), im Falle der voll⸗ 


- fommenen Wehnlichkeit nur ben einen reellen Werth +k; in dem unterges 


ordneten, ganz fpeciellen Falle, in welchem A = —k, bat 4 einen zweiten 
reellen Wertb = —k. Und e8 bat A, im Salle der fpmmetrifchen Achnlich- 
feit nur den einen reellen Wertb —k; in dem untergeordneten, gang ſpe⸗ 
eilen Ball, in welchem A = k, hat A einen zweiten reellen Werth 
= —x*. . 

Gehen wir nun zu den Gleichungen (5) zurüc, fo finden wir aus den 
beiden legten derfelben, und wenn wir die Gleichungen (20) benugen, 

im Sale der vollkommenen Aehnlichkeit: 


a _ p”A + m’k b nA +m m”k 

ce 2#- (mW +pP)i+m”%k ’ 2-(n’+p)A+m”%k ’ 
im ale der fpmmetrifchen kebnlicker: 

a _ pP“ — m’k b _ n’”” —=m ’k 

e A-@m+p)a—mk ’ ce P_m’+p—m”k ' 


Segen. wir, zufolge bes vorher Gefagten, in bem erften Sale A = -+k, und 
in dem zweiten A = —k, fo baden wir im Allgemeinen: 
im Falle der vollkommenen Aehnlichkeit: 
a p” +-m b nꝰ +m” 


— — — — — ——— —————— — zn 


7 +-k+m”_— n’— p’ ’ 00“ +k+m”— n’— p’ I 
im alle der fymmetrifchen Aehnlichkeit: | 

a p” 4 m’ b n"’ + m” 

TG TI TTT 

ce —k+m"— n’—p’ ’ c — k-+ m” —y —p 
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Bedienen wir ung der Gleichungen (21) u. (22), fo können wir diefen eben $ 20. 


gefundenen Ausdrücken verfchiedene andere Formen geben, und zwar er 
giebt fich, für beide Säle, zunaͤchſt 








a_yPM  b_YMN. 
. ee M ’, c — M 5) 
alſo auch J _ | 
a _ b_yN , 
und fodann ferner „ 
a _m. zu .bDb_ p” — m’ . 
c or —p” I 0” v—p” ‘ (29) 


Die Gleichung derjenigen Ebene (8), welche mit ihrer homologen zufammen 
fallt, ift nun in rechtwinkligen Coordinaten: 
(=k+-m’—n’-p)Gr-2)+(@a"+m)u-y)+oE”’+m)dt—n)=0 | 
oder auch, was auf baflelbe hinausläuft: | 


. WMiG-2)+VNa-y)+YPt-ı)=0 , 60) 
oder endlich | 


W-pP)F-2)+@"—-m)Qu-yı)+m’—n)t—x)=0. GI) b 
Es bliebe ung jeßt noch die Beſtimmung der Werthe von = und F 


für den fpecielen Fall übrig, im welchem bei vollkommen aͤhnli⸗ 
chen Spfiemn A= —k, und bei fommetrifch ähnlichen A= + k 
ift, im welchem alfo, nach dem oben Gezeigten, für A refpective 
—k und +k zu fegen wäre. Da mir aber hierbei auf unbeftimmt 
erfcheinende Ausdrüce kommen, fo. wollen wir folgendermaßen verfah- 


ven. Mir bezeichnen die vorher gefundenen Werthe von 2 und > 
refpective Durch 7 unb die jegt zu beſtimmenden aber durch = 


„ / l 
und Nun befriedigen I und”, nothwendigerweiſe eine jede der drei 


Gleichungen (5), wenn wir darin reſpective — — k und ! = —k ſetzen, 
fo dag wir haben 

m”c+m b+ma=rEke; n”c+n"b’+n d=ckkb'; ; p"e+p"b +pa=tka), 
Es müffen aber * b Biefelben Gleichungen befriedigen, wenn wir darin 


reſpective = —k und A = —+k ſetzen, fo daß wir haben 


5.2. 
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m’a’ 


m” ec” -% mM mr +-m = = ke „ ; ne” + n’b" + n ga” = =ekb" ; 


—* 4 p”b” + pa” > ka’ 
Durh Multiplication und Addition erhalten wir aus diefen fech® Glei⸗ 
chungen 
(m”” +n"" + p"*) cc ” + (m vg + n”? + p"*)b’b” + (m’? un y’? + pP“ 4 a” 
+(m m’ +-n"n" + p ”p") ( ch’ + b’c 7 + (m m’”’m’ + n”n’ + p"p)(ea ac”) 
+ mm’ + n”n’ + p’p)(b’a „ + a’b”) = — k? (cc ce’ + b’b” + a’a”) ; 
und diefe Gleichung reducirt fich, zufolge der Relationen as) u. (19), auf 
e’+bb"+a"=-0 , 
woraus wir ſehen, daß jede Ebene, deren Gleichung 
Wr —z)+b’u—y)+a’lt—x) = 0 (32) 
ift, auf der Ebene 
e(v—z)+b(u—yı)+alt—x,) = 0 
d. i. auf der Ebene (30) fenkrecht fieht, daß fich alfo alle Ebenen (32) in 
derjenigen Geraden fchneiden, welche die Situationsachfe der beiden Sy⸗ 
fteme iſt. 
Für die Gleichungen diefer Situationsachfe haben wir, nad) dem big- 
ber Gefundenen, unmittelbar 


yM(t—-x,) = VP(v-z,) ; VM(u-y,) = YN(v—z,) ‚, (33) 
oder auch 


(w-p”)Ct-X1) = (m’-n”)@W-21) ; (a-P)(a-yı) = (P”-m)r-2) . @N) 


Die Situationsachfe ift, allgemein zu reden, die einzige Gerade, welche mit 
ihrer homologen coincidirt; fie bildet mit je gwei bomologen Ebenen, und 
eben fo mit je zwei bomologen Geraden gleiche Winkel; enthält eine Ebene 
diefe Achſe oder ift fie ihr parallel, fo enthält auch die homologe Ebene 
diefe Achfe oder ift ihr parallel; und je zwei homologe Ebenen, welche bie 
Situationsachfe enthalten oder ihr parallel find, fchließen einen conſtanten 
MWinkel ein. Alles dies ift daraus Elar, daß, mie wir früher fchon gefehen 
haben, bag eine der beiden ähnlichen Syſteme durch bloße Drehung um bie 
Situationsachfe in eine folche Lage gebracht werben kann, daß ed mit dem 
anderen ähnlich-liegend iſt. Es bleibt ung jegt noch übrig, die Größe biefer 
Drehung oder, was baffelbe ift, den Winkel zu beftimmen, den je zwei bo; 
mologe, die Situationsachfe enthaltende oder ihr parallele Ebenen einfchlie:- 
en, was auf folgende Weile gefcheben Fann. 
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- Die Gleichung 
(m’ — ul )v Bau (n — pt = 0 
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drückt, zufolge der Gleichungen (34), eine Ebene aus, welche der Situa- . 


tionsachfe parallel iſt. Diefer Ebene entfpricht in dem anderen Spfteme 
eine Ebene, ‚deren Gleichung, wie mir durch Subſtitution der Ausdruͤcke 
(17) finden, u 
|(m” — n”")m" — (w— p’)m‘ Z+ (m’— nn” — (u _ pynſy | 
+|m” XC (n’-p”)p/\x + (m’— n")g"— (n’— p”)g’ = 0 
iſt. Der gefuchte Drehungswinkel, den wir x nennen wollen, ift dem Neis 
gungswinkel der beiden fo eben angegebenen Ebenen gleich, und wir haben 
alfo, da die Eoordinaten rechtwinklig angenommen find, zufolge ($.9. ©. 2, 
unmittelbar: 
cos m”’(m’— Mya_ (n —p”)(m” —yn’ "Xp" +m) + (n‘ —p” )’p’ 
vR:ySs 
wenn wir, der Kuͤrze wegen, 
(m’— n’” 24 (n— p — R , 
(m’ — n”” )’(m. 2 + n 132 + P”)- — 2(m” — yu” ) (m — pP’ Cm’m”” + n’n” + p pP”) 
+ (W— p’)’(m?’+-n?’+p?) =S 


feßen. In Folge ber Sleichungen (18) u. (19) reducirt fich diefer Teste. 


Ausdruck aber auf 
k?(m’— n””’ 2 + k?(n’ — p” 3 — 8 
ſo daß wirS = Re, und fomit YRyS = =-kR, alfo 
m m’” (m’ — 1” — (n’ — p”) (m” — n’” n””) (p”; 4 m) + (n’ — pꝰyp 
Eu J (m" — —* 4 (n’ —p" 2} 

haben. Diefem Ausdruck von cosx Fünnen vi eine viel einfachere Geftalt 
geben; denn fubftitwiren wir für m’—n”, mM —p’ und p”-+-m’ die Aus; 
drücke (22), fo befommen Zähler und Slenner dieſes Bruches den gemein- 
fchaftlichen Factor Q, und wenn wir durch diefen Sactor heben, kommt 
Pm”’ — MP -+Mp’ _ (2m”— M)P + (2p’— P)M 

zk(P+M, ” + 2k(P+M) 
Da aber ferner 2m’ —M = 2p—P = m” +n”+p rk, fo haben 
wir endlich 


COoSX = 


cCOSX = 
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Wir tollen noch, zum Schluffe dieſes $., eine geometrifche Eonfiruction 
bes Situationspunktes und ber Situationsachfe auffuchen. Die brei Glei⸗ 
chungen 


m m 


z = m”z+n" Y+P x+g4 f 
y-m’z+n’y+p’xı+rgq | (35) 
x= m7z +n'y +p'x +q 


beftimmen, wie wir fchon gefehen haben, den Situationspunft, die Eoorbi- 
naten mögen rechtwinklig ober fchiefwinklig ſeyn. Jede von ihnen drückt 
eine Ebene aus, und der Situationspunkt it derjenige Punkt, in welchen 
ſich dieſe drei Ebenen ſchneiden; wir brauchen alfo nur dieſe Ebenen zu 
eonftruiren, um ben Situationspunft zu finden. Die erſte dieſer Ebenen 
enthält offenbar den Durchfchnitt derjenigen beiden Ebenen, derei Sleichun- 
gen refpective 
z=0 und m”z+ n”y + p”x + g” — 0 
find, und fie enthält ferner den Durchfchnitt von zwei anderen Ebenen, welche 
=h und m”’z+n"y+-p”x+g" =h 


zu Gleichungen haben, wo h eine beliebige conftante Größe bedeutet. Es 
drückt aber z = 0 bie Ebene derxy oder ber tu aus, und m”’z+n"y+-p”x 
+g” = 0 ſtellt die der Ebene ber tu entfprechende Ebene dar; ferner 
drückt z = h eine ber Ebene der tu parallele Ebene aus, und m”z-+-n"y 
+p”x+q” = bh ſtellt die diefer legten Ebene entfprechende Ebene bar. 
Hieraus fehen wir, wie die erfte der genannten drei Ebenen durch bie Durch⸗ 
ſchnitte beſtimmt wird, welche zwei parallele Ebenen mit ihren homologen 
bilden. Auf ähnliche Weife können wir auch bie beiden anderen der ge 
nannten drei Ebenen beftimmen, und da die Eoorbinatenebenen ganz beliebig 
angenommen werben Eönnen, fo ergiebt fich folgende Eonftruction des Si⸗ 
tuationspunfted. „Man nehme in dem einen der beiden Syſteme drei be 
liebige Ebenen a, b, c, und drei andere Ebenen a, A, 7, toelche jenen re 
fpective parallel find; ferner in dem ähnlichen Spfteme die dieſen Ebenen 
entfprechenden Ebenen a’, b/, € und a’, P, Y; durch die Durchfchnitte 
der Ebenen au. a, a u. a’ lege man eine Ebene A, durch die Durch 
fchnitte der Ebenen b u. b/, A u. 4 eine Ebene B, durch die Durchfchnitte 
der Ebenen ce u. c, Yu. 7 eine Ebene C, fo werden fich die drei Ebenen 


-A,B, C im Allgemeinen in einem Punkte S fchneiben, welcher der Situa⸗ 


tiongpunft ift.” 
Da die Situationsachfe mit je zwei homologen Ebenen und mit je 
zwei homologen Geraden gleiche Winkel macht, fo fieht man leicht ein, daß 
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jede Ebene, welche den Neigungswinkel eines Paares homologer, den Si⸗ $. 20, 
Niationspunfe enthaltender Ebenen: halbirt, die Siemationdachfe enthalten 
muß, woraus ſich die: folgende Conftruction ergiebt: „Man helbire die. Neir 
gungswinkel der Ebene A -und- ihrer bomologen A’ durch eine Ebene E., 
den Neigungstoinkel der Ebene B und ihrer homologen B’ durd) eine” Ebene 
Er, fo ift der. Durchfchnitt diefer Ebenen E, und Er die Situationsachfe.” 

$. 21. 

Iſt der Erponent k des zu Anfang des vorigen $. erwähnten Verhaͤlt⸗ 
niffes gleich 1, fo find diE beiden Spfteme nicht blos einander ähnlich, 
fondern einander gleich, und zwar vollkommen gleich: oder ſymmetriſch gleich. 
Zwiſchen ben Coefficienten m’, .n”, p”, m’, ıc. finden dann, vorausgefeßt, 
daß die Coordinaten rechttwinflig find, die Relationen (18), (19), (18°), (19) 
und (20) des vorigen $. Statt, in welchen aber für k überall 1 zu fegen 
iſt. (Diefe Relationen fi ind alsdann diefelben, welche wir in $. 13 zwifchen 
den Größen 7”, ”, «@”, 7’ ıc. gefunden haben.) 

Sind zwei Spfteme vollfommen 'gleich, fo haben fie im Allgemeinen 
feinen Situationspunft, denn die Ausdrücke (25) im vor. $., wenn mir Darin 
die oberen Vorzeichen und k = 1 nehmen, werden, im Allgemeinen, = 00. 
Sind zwei Spfteme ſymmetriſch gleich, fo haben fie, im Allgemeinen, immer 
einen Situationspunft. 

J. - Wir wollen den Fall der ſymmetriſchen Gleichheit zuerſt betrachten. 
Die Ausdrücde für die Coordinaten xz, Yı, Zı des Situationspunktes find, 
wie mir aus den Tonmeln (25) Bes vor. d. finden, wenn wir. darin die un: 
teren Borgechen "und x * 1 * 


1 Te m’ — p)) | f 
_ == (m”’ — n’”) g”—+(l- m” Zn Re +(p '—.n) q’ 
— ı = — — | 
.o m’ pa + (n — + amt pg 

1 2(1— mn — 


Die Gleichungen der — ſind, wie im vorigen $ gefunden, 
(pt) = (m’-n")v—2) ; (a—p’)u-yı) = (P"-mv—2.). 
Derlegen wir den Anfangspunkt der Eoordinaten nach dem Situationspunfte, 
ohne die Richtung der Coordinatenachfen zu ändern, ſo ſind die Sleichungen 
der Situationsachſe 

(-pt = (m’— ny; "pm (p 


M_ m v 
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$. 21. Einem in dieſer Sitnationsachfe liegenden Punktex’y’z’ entfpricht ein Punkt 
tuv, welcher ebenfaßs in der Situationsachſe liegt, was nad) dem im vo- 
rigen $. Dargethanen von felbft klar ift, und Diefe beiden homologen Punfte 
befinden fich in gleicher Entfernung vom Situationspunfte, auf verfchiebe- 
nen Geiten bdeffelben. Denn ba die Punkte x'y’z’ und tuv einander ent: 
fprechen, fo haben wir 
vV = m”z’ + n”y + px 
und da der Punkt x’y’z’ in der Situationsachfe liegt, fo haben wir ferner 
(N— p")x’ — (m” — n”” z’ ; (n’ — p’)y, — (p” — m⸗ 
Eliminiren wir zwiſchen di brei Gleichungen x’ und y, 0 fommt 
(n’ — pv = m”n — m’n” + pP" m’ —p”’m” )z. 
eine Gleichung, welche 9 mit Huͤlfe der Gleichungen 20) des vor. $., 
in denen k = 1 und die unteren Vorzeichen zu nehmen find, auf | 
vo -7 

reducirt, was unfere Behauptung ausdrückt. 

Wird das eine der beiden fpmmetrifch gleichen Syſteme um die Situa⸗ 
tionsachſe gedreht, Bis der Drehungswinkel x eine ſolche Größe erreicht, daß 


U 


cs = —#1l+m”+n’+p) ,_ 


fo fommen beide Syſteme in eine folche Lage, daß die Verbindungslinien 
von je zwei homologen Punkten durch den Situationspunft gehen und von 
ihm balbirt werben. 

I. Jetzt wollen wir ben Falt der -vollfommenen Gleichheit betrachten. 
Zwei vollfommen gleiche Spfteme haben, wie fchon oben bemerkt, im Mlge⸗ 
meinen Feinen Situationspunkt; es kann auch, im Allgemeinen, dag eine 
Spftem nicht durch bloße Drehung um eine Achfe mit dem andern zur Con: - 
grueng gebracht werden; aber es giebt immer eine gerade Linie, die mit ih- 
rer homologen zufammenfält; wird eins der beiden vollfommen gleichen 
Spfteme der Richtung diefer Situationsachſe parallel verfchoben, und fo: 
dann um diefe Achfe gedreht, fo Eommen beide Syſteme zur Congruenz. 

Die Richtung diefer Situationsachfe (nicht die Situationsachſe ſelbſt) 
iſt wieder durch die Gleichungen 

| M— pt = (m ’— nv ; W—p’)u = (p”— mv 
ausgedrückt; und wir. bemerken in Beziehung auf diefe Richtung Folgendes. 
Jede Ebene des einen. Syſtems, welche auf der genannten Richtung ſenk⸗ 
recht ſteht, kann durch die Gleichung 
| (W— p’)v + (pP — mu + (m”’— n”jt+ 0 = 0- 


L 
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außgedrückt werben, wo Ö eine für jebe einzelne Ebene zu beſtimmende Eon $. 21. 
ftante bedeutet. Diefer Ebene entfpricht in dem anderen Syſteme eine Ebene, 
als deren Gleichung mir 
|{m”’(n’— p”) + m’(p” — m’) + m’(m” — n”)\z 
+ n”(n’— pP’) + n"(p” — wre -u")}y 
+ |p”a — pP) + p”(p” — m’) + p/(m n”)ix 
Ä  +w- PHP mg + ++ = 0 
finden. Diefe Gleichung reducirt fich vermittelft der Formeln (20) des v0: 
rigen $., in welchen k = 1 und dag obere Vorzeichen gu nehmen ift, auf 
(n -p”)z +(p”-m m’)y +-(m’ ’_n”)x +(n’-p”)q” -+-(p”- m M mꝰ +n n”)q‘ + o=0; 
und hieraus ergiebt fich, mag auch leicht vorauszuſehen war, daß jede auf 
der -genannfen Richtung fenkrechte Ebene ihrer homologen Ebene parallel ift. 
Die Entfernung, h, diefer beiden Ebenen ift, nach $. 11 (Aufg. 24), durd) 


Mm 


h- _ (N — Pr)" + (p” — m)y + (m” —n )q’ 

VW — p”)?-+(p”— m’)? + (m’— n")2 . 
ausgedrückt, und alfo, ba diefer Ausdruck S nicht enthält, immer dieſelbe. 
Zwei homologe, auf der Nichtung der Situationsachfe fenfrechte Ebenen - 
haben demnach eine conftante Entfernung von einander, und eben deshalb 
exiſtirt für zwei vollkommen gleiche Syſteme im Allgemeinen Fein Situa⸗ 
tionspunkt. 

Mag die geometriſche Conſtruction der Situationsachſe für zwei voll⸗ 
kommen gleiche Spfteme betrifft — für ſymmetriſch gleiche Syſteme ift diefe 
Eonftruction dieſelbe wie für ähnliche Syſteme — fo geben ung die drei 
Gleichungen (35) des vor. $., durch welche wir dort den Situationspunft _ 
fanden, bier die Richtung ber Situationsachfe; denn eliminiren wir zwifchen 
beliebige zwei diefer drei Gleichungen y und x, fo erhalten wir zwei lei: 
chungen, deren erfie &lieder, wenn wir nämlich) die Gleichungen (20) des 
‘vor. $., nachdem wir darin k = 1 und die oberen Zeichen genommen, 
berückfichtigen, refpective . 

(n’— p" )x — (m’ — n”")z und (N— p” Iy — (p”— m’ 2 
find; und hieraus folgt, wenn wir und des zu Ende des vorigen $. Ge 
fundenen erinnern, die Nichtigkeit der folgenden Eonftruction. „Man nehme 
in ‚dem einen der beiden vollfommen gleichen. Syfteme zwei beliebige Ebe- 
nen a, b und zwei andere Ebenen , , tvelche jenen refpective parallel 
find; ferner in dem anderen Spfteme die biefen Ebenen entfprechenden Ebes 
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§. 21. nen’ a, b’.. und a’, 8’; durch die Durchfchnitte f., fs ber Ebenen a und a‘, 
aund o* lege man eine Ebene A, durch die Durchfchnitte fh, fo der Ebenen 
b und b’, A und A eine Ebene B, fo werben fich diefe Ebenen A, B in ei 
‚ner Geraden g fchneidben, und diefe Gerade g giebt die Richtung der Situa⸗ 
tionsachle an. Nunmehr nehme man in dem einen Spfteme eine beliebige 
auf der Richtung der Seraden g fenfrechte Ebene C, und in dem anderen 
Spfteme die entfprechende Ebene C, welche auf derfelben: Geraden fenkrecht 
feyn wird. Sallen diefe beiden Ebenen C, C’ auf einander, fo ift die. Ge⸗ 
rade g felbft die gefuchte Situationsachfe. Fallen die Ebenen C, C’, wie 
e8 im Allgemeinen- der Fall feyn wird, nicht auf einander, und wird bie 
Gerade f, von: der Ebene C in einem Punkt p. und von der Ebene C in 
einem Punkte p’ı gefchnitten,- wird ferner die Gerade fi. von der Ebene C 
in; einem Punkte ps und von der Ebene C’ in einem Punkte p’» getroffen; 
fo _errichte man in den Punkten p., pr auf ber Ebene C zwei Perpendikel, 
welche die Ebene C in den Punkten p’., p’r treffen, und lege nun Durch 
p”. eine Ebene a” ber Ebene a, und durch p”n. eine Ebene b” der Ebene b 
parallel, halbire den Neigungsmwinfel der Ebenen a’ und a’ " durch eine Ebene 
E, und den Neigungswinfel der Ebenen b’. und b”’ durch eine Ebene En, 
dann ift der Durchfchnitt ber Ebenen E, u. Er die verlangte Situationg- 
achſe.“ Wird das erfte Syſtem, der Richtung diefer Situationsachfe pa: 
rallel, verfchoben, bis die Ebenen Cu. C zufammen fallen, und fodann 
um diefe Achſe gedreht, bis der Coſinus des Drehungswinkels 


00x = (m +n’+p—1) ı 
fo kommen beibe Syſteme zur Congruenz. 


§. 22. 

Zwei Syſteme, von welchen das eine aus Punkten, die ſammtlich in 
einer und derſelben gegebenen Ebene liegen, das andere aber aus Geraden 
im Raume beſteht, und welche in einer ſolchen Beziehung zu einander ſte⸗ 
ben, daß jedem Punkte der gegebenen Ebene eine Gerade im Nanme derge⸗ 
ſtalt entfpricht, daß wenn drei Punkte des ebenen Syſtems in gerader Linie 
liegen, die brei ihnen entfprechenden Geraden fich in einer Ebene befinden, wollen 
wir centralscollineare Syſteme nenhen. Da eine jede Gerade i in der Ebene 
durch zwei Punkte, und eine jede Ebene im Raume durch zmei in ihr liegende 
Gerade vollfommen. heſtimmt ift, fo. können, nach der aufgeftellten Definition, 
allen Punkten einer und berfelben Geraden in ber. gegebenen Ebene nur Punkte 
einer und ‚dberfelben Ebene im Raume entſprechen, oder;. mit anderen Worten, in 
centralschllinearen Syſtemen entfpricht einer Geraden g in der gegebenen Ebene 

eine 
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eine Ebene & im Raume. Einer Geraden g in der gegebenen Ebene, welche $. 22. 
zwei Punkte dı, da derfelben verbindet, entſpricht eine Ebene G im Raume, 
welche die den Punkten d,, »d, entfprechenden Geraden Di, D, enthält. 

Dem Durchſchnittspunkte d zweier Geraden gı, ga in dem ebenen Syſteme 
ensipricht. die Durch nat D der Ebenen Gy, Ga, welche den Geraden 

ur 8a .entfprechen; denn da der Punkt d auf den Geraden gi, gs liegt, fo 

muß die ihm entfprechende Gerade D auf den Ebenen G,, Ga liegen und 

ſowit deren Durchſchnittslinie Cyn. 


Aufgabe [40]. Diejenigen Bleichwigen zu finden, durch welche die 
Rekrion zweier centralscollinearen Syſteme ausgedrüdt wird. 

. Wir begiehen die Punkte der gegebenen Ebene auf zwei beliebige in ihr 
liegende rechtwinklige oder ſchiefwinkllge Achfen durch die Coordinaten t, u, 
und die Punfte im Raume auf dres beige rechtwinklige oder. ſchiefwinklige 
Achſen durch die Coordinaten x, yı 2 Sof nun dem Punfte tu die, durch 
die Gleichungen 

| x=0z+3 ; y=farb | | 


ausgedruͤckte Gerade entſprechen, ſo muͤſſen a, , a und b von t und u 
auf eine beſtimmte Weiſe abhängig, d.i. es muͤſſen dieſe Groͤßen Functionen 
von t und u ſeyn, fo daß & = gılt,u) ; 3 yaltlu) ; a = &(t,u); 
b= f(t,u) if. Alsdann ‚find die Gleichungen der, dem Punkte tu ent- 
fprechenden Geraden 
| x= Pi(t, u) · .260t, BR NTEERTCHNN | m 

aus: welchen wir, wenn bie genannten Sunctionen befannt wären, u und t 
in x, Yr- 2 ausdruͤcken koͤnnten. Hieraus folge, daB u und t Funetionen 
von X; Yra nd, daß alſo u — — 31t* —— iſt. Wenn 


daher. 
gu+ht+k = o 


die. Gleichung: irgend einer Geraden in ber Ebene der tu. iR, fo wird bie 
Gleichung der ihr entiprechegden Ebene, 

 gw(x,y>Z) hu, —— = 0 | 
feyn. Da aber diefe Gleichung, was auch immer g, hund k für Werthe 


haben mögen, ald die Gleichung einer Ebene, nur vom erften Grade. feyn 
darf, fo wird fie die Form 


gem’ -n’y+p’x+q’) +himz-+ny+p’x+g))+kimz-Hny+px+1) = 0 


haben, woraus fich denn ergiebt, daß ZZ 
I. 8 
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m”z + n”y + p'x + q" 
mzi-ny+px-+1 | * 

J. mz+-ny+-px+gqg (1) 

. t= %(X,y,2) = mMZz-+Hny +px+1 

iſt *). Bezeichnen wir, der Kürze wegen, die Zähler und ben Renner biefer 

Ausdruͤcke durch A, B und D, ſo daß alſo 


u= w(X,y,2) = 


Nee Er ve Ze @° 
ift; fo entfpricht eimer Geraden im Syſteme tu, deren Gleichung » 
gu+ht+k = 0 €) 
feyn mag, bie Ebene im Spfteme RZ, beren Gleichung 
gA-+-hB +kD = 6 (4) 


if. Diefe Gleichung (4) wird, welche Werthe g, h, k auch haben moͤgen, 

durch Diejenigen Werthe von x, y, z befriedigt, welche den Gleichungen 
A=-0 ;B=0 ,; D=0 

zu gleicher Zeit genügen; e8 gehen demnach alle Ebenen des Syſtems xyz, 

welche geraden Linien in der Ebene der tw entfprechen, durch einen beſtimm⸗ 

ten Punkt O. Diefen Punkt, der auch in unendlicher Entfernung Tiegen 

kann, nennen wir das Centrum ber Collineation. 

Einem Punkte in der Ebene der tu, deffen Coowinaten u=b und t=a' 
find, entfpricht eine Gerade im Raume, deren Sleichungen, durch Subftitu- 
tion aus (2), 

| A = bD 3. B = aD | (5) 


“ gefunden werden. Da dieſe Gleichungen vffendar durch die Coordinaten 


des Centrums der Collineation O befriedigt werden, fo geben*ale Geraden 
des Syſtems xyz, welche Punkten in der Ebene der tu entfprechen, Durch 
dieſes Centrum. 

Umgekehrt entſpricht einer durch das Centrum O gehenden Ebene eine 
Gerade in der Ebene der tu. Denn jede durch den Punkt O gehende Ebene 
in dem Syſteme xyz kann durch eine Gleichnug von der Form 


*) Die bier gefundenen Gleichungen (1) ergeben ſich unmittelbar aus den Glei⸗ 
chungen (1) des $. 15, wenn man in dieſen m" =n" = p =qg =2 fest, wo: 
durch, für alle Werthe von x, y, z fogleih v = 0 mird, und demjufslge alle Punfte 
des Syſtems tuv in der Ebene der ta liegen. Um aber zu zeigen, daß die obigen Glei⸗ 
chungen (1) nicht nur den Bedingungen der Aufgabe genügen, fondern, daß fie fie 
erfhöpfend befriedigen, ift die oben gemachte Herleitung nöthig. 
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gA+hB+kD = 0 
dargeſtellt werden ($.7. G. 8); und fegen wir, in bolge von (2), ‚für A 
und B refpessive Du und Dt, ſo kommt 
— =0, 


wodurch eine Gerade in der Ebene ber tu ausgedrückt if. Und einer durch 
dag Centrum O gehenden Geraden entfpricht ein Punft in der Ebene der 
tu. Denn Rde in dem Syſteme xyz durch den Punkt O. gehende. Gerade 
kann durch zwei Gleichungen von der Form 


| A=bbB ; B=aD 
dargeſtellt werden: $. 7. &.9); und fegen wir für A und B refpective Du 


und Dit, fo fommt 
‚ueb; t=-a, 
wodurch ein Punkt in der Ebene der tu ausgedrückt iſt. 

Wir fehen alfo, daß, fo wie das Syſtem tu nur aus Punkten beſeht, 
die ſaͤmmtlich in eiuer Ebene fi iegen, das Spfiem xyz auch nur aus Ger 
raden befteht, die fich in einem Punkte O fchneiden: 

Es ift noch zu bemerken, daß die Ebene D = O nur folche Gerade 
des Syſtems xyz enthält, welche unendlich eftfernten Punkten in der Ebene 
tu entfprechen, weil' fuͤr D= 0 fowohlt= x ad u= oo mir. 


Die 11 Eoeffieienten m, n, p, m’, ıc. Fönnen beftimmt werden, ment, 
außer: dem Sentrum ber Collineation, vier Punfte d,, da, ds, d, in der 
Ebene der tu, von weichen nicht drei in einer Geraden liegen, und die vier 
ihnen. entfprechenden, ſich in dem Centrum fchneidenden Geraden D,, Ds, 
D;, D, im Spfteme xyz, von welchen alfo mich nicht drei in einer Ebene 
enthalten, gegeben find. Denn ba.die Geraden des Syſtems xyz. fich ſaͤmmt⸗ 
lich In dem Centrum fchneiben, fo muͤſſen bie Zähler uud dee Nenner ber 
Ausdrücde (4) von den gegebenen Koordinaten dieſes Punktes befriedigt 
werden, was uns drei Bedingungsgleichungen vom erften Grade für Die 
genannten Eoefficienten Tiefer. Geben wir nun auch die Coordinaten ber 
gegebenen wier Punkte dı, da, de, ds, und refpective die Eoprdinaten von 
vier Punkten d,, O2, Is, da, weiche in den gegebenen Geraden D,, Ds, 
De, D. liegen, nach «einander in die Gleichungen CA), fo erhalten wir zwei 
mal vier, alfo noch acht Gleichungen vom erſten Grade swifchen jenen Coef⸗ 
ficienten. Wir haben demnach 11 Gleichungen vom erſten Grade, aus wel; 
chen bie 11 Eoefficienten im Allgemeinen beſtimmt werben können. 

8* 


$. 22. 
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$. 22. Ein anderes Syſtem tu’ von Punkten in einer Ebene, welches mit dem 
Syſteme tu collinear-verwandt · iſz ſtehet mit dens Syſteme xyz. in der Be⸗ 
ziehung der Central⸗Collineation. Denn find die Syſteme tu mud tu’ durch 
die Gleichungen (J. $.11. ©. 2) 
_gurhit+k  v_ gus-hi+k 66) 
gu+ht+k gurlti+k , 
auf einander bezogen, fo erhalten wir durch Elimination yon te. u gwifchen 
den Sleichumgen (2) und (6) auf ber Stelle 
_gA+hB+KD | Pr gA+hB-+KD (7) 
 gA+rhB+kD ’ gA+hB+kD ' 


zwei Ausdrücke, deren Zähler und Nenner lineare Funcktonen von %, Y, Z, 
und deren Nenner einander gleich find; und da dieſe Zähler und Nenner 
offenbar durch diejenigen Werthe von x, y, zZ annullirt werden, welche zu 
gleicher Zeit, die Gleichungen A= 0, B=0, D = 0 befriedigen, fo ift 
der Punkt 0, ı welcher das Centrum ber Eollineation ber Syſteme tu ugb 
xyz, auch das Centrum der Syſteme tu und xyz. 


u’ 





Sind es die Gleichungen r 
u-rurdtr .„ „_Yirötiae * 
Ä w+ö+l ° MER! 
welche die Beziehung der collinearen Syſteme tu und tu’ ausdrücden, fo 
erhalten wir vermittelft der Gleichungen (1) .. 


Yu. + or x” _ m”z +n"y +p”x +q' J yu + ör + 4 m —X P X 8 
yWröt+l mzrny+rps+tl ’ yurot+Hl mz-+-ny+-px+l ı&) 

und auch diefe-leichungen koͤnnen benugt werden, um alle Beztehungen 

aufzufinden, welche zwiſchen zwei central: collinenren Syſtemen Statt Baben. 

Vermittelſt derfelben finden wir, da bie Gleichungen (1) ader (8) ihre Form 

behalten, wenn wir fie in rechtwinklige Coordinaten transformiren, "ganz 

nach derſelben Weife, die wir in 9.25 und in L $: 11 ausgeführt haben, 

das Folgende: | | 

Faͤllet man im Syſteme xyz von zwei beliebigen Punkten d,, o anf 

zwei ‚beliebige, durch dag Centrum O gehende Ebenen G,, G, bier Berpen- 

difel, deren Länge man durch 4,Gı, 91G5, 92G,, 02Ga bezeichnet; faͤllet 

man ferner-im Syſteme tu,-ven denjenigen beiden Punkten .d,, d., welche 

den Geraden Oö,, Oö, entiprechen, Perpendikel auf Diejenigen Geraden gı, 

&2, welche den Ebenen G, u G, 'entfprechen, und bezeichnet die Längen biefer 

Senkrechten durch dıgı, dig2z/ degıj daga; ſo iſt 
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| dig. “ &,g, I% "5% 


Es etfprechen aber den Punkten. dı, d, die Gefaden Od, 05, die mir 
deshalb BR, Dr wennen; nd wenn wir die Winkel, welche Diefe Geraden 











. Mr 06) 


D,, D, tfpeßlive mit den Ebenen G,, 6, bilden, dulkh (D,G1),;, Bi,Q2), 


(D.,&ı), (D, „Gi) bezeichnen, ſo iſt dr = 00, sin(D, , Gh), 4% = 
O0d,sn(D, ,&;), 9.6, = 08, sin(B,GC,), 9.6, = 08; sin(D}, Gh), alfo 
in Folge. voi (9) oo “ 
.dıgı": dıgı sin(D, ,6,) , sn{D,,Gı) 
Ä a, N 
Nicht nur die Perpändikel'd,Gır daß, 2. Fehen mit den Senkrechten dıgı, 
dagı,”c., in der angegkbenen Proportion (9), fondern jede acht Gerade, 
die. eſpective von den Punkten 34, & an die Ebenen Gy, Ga, und Won ben 
Punften dı, de an die Graden gı, ga gezogen find, wenn fit mit jenen 
Perpendikeln, alfo Auch mit ben zufege genannten Ebenen und Geraden gleiche 
Winkel bilden. Hieraus ergiebt fich denn leicht der Sup: 


Sind di, da, ds, Au bier in gerader Linie liegende Punkte des Syſtems 


tu und D,, D,, Ds, D, die vier diefen Punkten entfprechenden Geraden 


des Syſtems xyz, welche folglich in ner Ebene liegen, Yo ift, wenn 


(D, ,D;), Or- Da), (D:,D,), (D,,D,) die Winkel bezeichnen, welche bie 
genannten Geraden mit einander bilden, und wenn dıds, dıds, d.d,, dad, 
die durch die Punkte dı, de, ds, ds auf ihrer Geben begrenzten Abfchnitte 
bedeuten, | | | u 

. dıd, . dıds — sSin (Di, Da) sin(D, ,D;) au) 
d.d, ' dd; sn(D,,D,) ' salD,,D,) 








Irgend eine Ebene E im Raume, melche nicht durch das Centrum O 
gehet, wird von einer Geraden D des Syſtems xyz, welche einem Punkte d 
des Syſtems tu. entfpricht, in einem Pynkte oͤ gefchnitten. Iſt die Lage der 
Ebene E befanım, fo koͤmen wir die Beziehung, welche zwifchen ‚den Punk 
ten d des Syſtams tu und den Punkten oͤ der- Ebene Statt hat, leicht auf: 
finden. Denn nehmen wir an, daß in den Gleichungen (1) die Coordinaten 
fo trangformirt merden, daß die Ebene E die Ebene ber xy wird, wodurd) 
Diefe Gleichungen (1) ihre Form im Allgemeinen nicht ändern, fo haben 
wir, um die genannte Beziehung zu finden, nur z = 0 zu feßen. Wir er- 
halten dadurch auf der Stelle 

_ n’y Hp’ +gq” io n'y+pa+g 


“ ny+pı+l ° ny+px-+l 


> 


- 
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$. 22. woraus denn folgt, daß das Syſtem vou Punkten in der Ebene der tu zu 
dem Spfteme von Punkten in der Ebene E4n ber Verwandtichaft der Eols 
Iineation ftehet. Man ſicht leicht ein, daß auch der umgtfehrte Sage wahr 
if, aämlih: Sid A und E zei ebene collingar-vefregadte Gfteme (die 
auch einander affın, aber Ähnlich oder gleich feyn Koͤnnen) And⸗ iſt O ein 
außerhalb der Ebene E liegeudber Pankt, fo iR das Syſtem A mit dgnjeni- 
gen Spfteme central:collinear, welches sntficheg wenn alle Magbte des Sy⸗ 
ſtems E mit dem Punkte O durch gerade Linien verbunden mggben. 

SFR daher das Syſtem in der Ebene tu, und find außerdem vier in 
dem Eentrum O sufagımentreffende Gerade des Syſtems xyz gegeben, welche 
vier beftifimten Punkten jener Ebene entfprechen, fo fönnen wir, voraus 
gefegt, dag nicht drei don jenen Geraden in einge Ebene, und alle auch 
nicht drei von diefen Punkten in gerader Linie liegen, da8 Syſtem xya das 
durch confteuiren, daß, wir die vier Geraden im Raume Surch eine beliebige 
Ebene E fchneiden, und ſodann in biefem Ebene ein dem Syſteme gu xolli⸗ 
neared Syſtem verzeichnen, in welchem bie vier Durchſchnittspunkte ber 
genannten Geraden den vier beftimmten Punkten in dem Spfleme tu ent: 
fprechen (J. $.11. Aufg. 20); und fodann jeden Punft ö der Ebene E, 
welcher einem Punkte d ber Ebege tu bomolog ift, mit dem Punkte O 
durch eine Gerade Oö verbinden, welche, unbegrenzt verlängert, dem Punkte 
d entfprechen wird. | 

Wir haben vorher gaſehen, daß das Syſtem von Punkten d, in wel- 
chen eine Ebene E im Raume die Geraden D des Syſtems xyz fchneibet, 
mit dein Syſtem tu collinear-verwandt ifl. Legen wir nun eine zweite 
Ebene E/, welche nicht durch ben Mittelpunft gebt, fo erhalten wir ein 
zweites Syſtem von Punkten 8’, welches ebenfalls mit dem Spfteme tu 
collinearsveriwandt- ift. Es folgt hieraus, daß beide Syſteme E und E’ in 
der Verwandtſchaft der Eollineation ſtehen (J. $.11.). 

Verlegen wir den Anfangspunft der Coorbinaten x, y, 2 nach dem 
Centrum O, fo iſt Har, daß bie conftanten, Glleder in Den Zählern und 
Nennern der Ausdruͤcke (1) verfchwinden, und daß alfo dadurch die Form 
der Gleichungen (1) in Ä 

m’z + n?"y + p”x to m’z +n'y +p/x 


? 


NZ-Ny+X MmZ+ny+X 








umgewandelt wird. Transformiren wir jetzt x, y, 2, bie wir, wie oben, 
als rechtwinklig annehmen, in Polarcoordinaten der vierten Art, indem wir 
von den Formeln (10) des $. 1. Gebrauch machen, fo erhalten wir 


mwigr’ + n’tgt p 


N migr/-nigt +1 


’ 
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_ mtgr +-ntgt +p 
 migrenigt +1 


‚ (12) 


zwei Gleichungen, welche mit den Gleichungen (2) in (I. 6. 11) genau die⸗ 


*felbe Forn® haben. 


Vermittelſt Ber. Central: Collineclon laſſen fich aus vielen-Sägen, welche 
Beh anf ebene Figuren bezirhen, analgge Säge von pyramidaliſchen Körpern 


‚ableiten, welche ſodann keines Beweiſes niehr beduͤrfen. 


Ein Weifpiel wird 


zur Beſtaͤtigung Hifreichen; wir waͤhlen dazu bie beiden zu Ende des $.21. 
(I. &.70 u. 71) ꝓeben einander geſtellten Saͤtze, denen wir die daraus abge⸗ 


lejiteten Saͤtze gegenuͤberſtellen. 
Wenn bie n Seitenlinien eines p⸗ 
feitigen Polpgoms ſich um eben fo 
viele fefte, iwgerader Linie befindliche 
Punkte drehen, während (n—1) Eck⸗ 
punkte deffelben fich auf (n—1) foſten 
Geraden bewegen, fo- befchreibt der 
nte Eckpunkt eine gerade Linie. ' 


Wem, die n Esfpunfte eines nzfei- 
tigen Palygons ſich auf eben fo vie 
len, durch einen und denfelben Punkt 
gehenden Geraden bewegen, während 
bie (n—1) Seitenlinierr deſſelben fich 


um (n—1) fefte Punkte drehen, fo 


dreht fich die nte Seitenlinie ebenfalls 
um einen feften Punft. 


Wenn die mn Seitenebenen einer 1 - 


feitigen Pyramide fih um eben To 
viele fefte, i® einer Durch dem Schei⸗ 
tel der Pyramide gehenden Ebene be- 
Aindliche Punfte drehen, während (n-I) 
Seitenkanten derfelben, fich auf (n-I) 
feften, den Scheitel der Pyramide ent: 
baltenden Ebenen bewegen, fo befchreibt 
bie nte Seitenfante eine Ebene. 


Wenn die n Seitenfanten einer n- 
feitigen Pyramide ſich auf. eben fo 
vielen, eine und dieſelbe durch den 
Scheitel gehende Gerade enthaltenden 
Ebenen bewegen, während die (n—-1)) 
Seitenebenen derfelben-fich um (n—1) 


fefte, durch den Scheitel gehende Ge. 


rade drehen, fo dreht fich bie nte Sei⸗ 
tenebene ebenfalls um eine fefte durch 
den Scheitel gehende Gerade. 


Um auf dieſe Weife aus einem Sage von Punkten und geraden Linien 


in der Ebene einen anderen Sa von Beraden und Ebenen im Raume zu 
bilden, tft, wie man fieht, weiter nichts nöthig, als für „Punkte” „Gerade, 


welche fich in einem" Eentrum fchneiden,” und für „gerade Linien” „Ebenen, 


welche durch daffelbe Centrum gehen” zu fegen. 
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Bon der KReciprocität. . 
753, 


Zwei Spfieme van Punkten, welche in einer ſalchen Beziohne fichen, 
daß jedem Punkte des einen Syſtemß eine Ebene des anrze Syfemd, 
und and) zugleich jedem Punkte Ses zweiten Syſtemse eine Ebene deg erſtep, 
Syſtems entfpricht, heißen recimrofe Syſteme. Der Punkt ynd die ihm 
entfprechende Ebene. werden in Beziehung auf einanden Bol und Polar- 
ebene genannt. u 


“ 


« 


⁊ 

Aufgabe [41]: Diejenige, Bleidrang zu ‚finden, durch welche de 
Reciprocirär zweier Syſteme ausgedrüdt wird. ' 

Es feyen x, y, 2 die rechtwinkligen oder ſchiefwinkli igen Coordinaten 
eines Punktes in dem einen Syſtenje, und,t, u, v bie rechtwinigen vder 
ſchiefwinkligen, auf dieſelben oder auf andere Achſen bezogenen, Coorbinaten, ' 
eines Punktes im reciprofen Syſteme. Sol nun dem Punkte xyz die Ebene, 
deren Gleichung 

0 n my-m+pt+g=0 
ift, entfprechen, fo müffen m, n, p und q von x, y und z abhängig, alfo 
m = Y91(&,Y;2), n= Pa(Xx,y, 2), p= $s(X,Y,Z) und q = PER; ‚z) 
feyn, fo daß diefe dem Punkte xyz entfprechende Ebene durch bie Gleichung 
yı@,y:2)' YV+4s(X,y,2)- U+9s(X,Y;2)- t+ P. X, y, 2) = 0 
ausgedrückt if. Damit aber, in Folge diefer Relation swifchen x, y, z, th, 
u und v, dem Punkte tuv eine Ebene im Spfteme xyz entfpreche, muß diefe 
Gleihung auch in Beziehung. auf x, y, z vom erfien Grade ſeyn; mag 
nur der Fall ift, wenn Yı, Ger Paı Pı Zunctionen dee erſten Grades ſind, 
ſo daß alſo die geſuchte Gleichung 
(a2 by-H by ex + Mur (a zrby+rcx + Mt 
+ a7, +b"y + "x +1=0 () 
iſt. Dieſe Gleichung, in welcher wir die Conftanten a, b, c xc. als gege⸗ 
ben betrachten, und welcher wir auch die Form 
(av -+au-r a’tt+a)z + (bv+-bu + —* +b")y+ — —X 
dy du 0 | (2) 
geben Eönnen, drückt alfo wenn wir z, y, z conftant feßen, bie Polarebene 
des Punktes xyz, und wenn wir t, u, v conſtant fegen die Polarebene des 
Punktes tuv aus. 
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Dr ‚Eoorbinaten des Pols einer Polarebene, deren Gleichung 
myr+-m+-pti+1l= 0 | 
gegeben ift, finden wir, indem wir biefe Gkeichung der Gleichung (I) iden⸗ 
tiſch ſetzen, woraus die Gleichungen 
azsbyre+d_ ,azrbyrcx+d __, az+b’yrc’x+d” 
— bye ’ Fe — az +b"y rc ef — — 


hervorgehen, welche x, Y, zZ ‚u beſtimmen im Allgemeinen hinreichend find. 


$. 23. 


p 8) 


.Iſt nur ein Punkt YUV’ einer Polarebene im Spfteme tuv gegeben, fo 


ift dieſe Ebene nicht gänzlich beſtimmt; es ift daher auch der Polxyz dieſer 
Ebene wicht gänzlich beftimmt, fondern nur die Relation 


(az.+-by+cx+d)V+(az+by+cx + du + (az +b’y+ c’s+ d’)t 


Lu 


n +2 be re MH s+l= 0 j (4) 
welche aus der Gleichung (1) durch Subftitution von , U, v fürt, u v 
hervorgehet, und welcher auch die Form 
(av + au' rat +a”)z+(bV + biW+b’!+bNYyH(levVrcW+ct+c")z 
+-dYi+-dUV dt +1=0 (5) 
gegeben werben Fann. Der Ort der Pole aller Ebenen, welche durd) den 
Punkt tu gehen, ift folglich die durch die Gleichung (5) ausgedrückte 
Ebene, und da durch dieſe felbige Gleichung (5) die Polarebene des Punk: 


tes ruV bdargefielt wird, fo folgt, daß der Ort der Pole aller Ebenen, 
welche durch einen Punkt p gehen, die Polarebene dieſes Punktes p ifl. 


Wir haben alfo folgende allgemeine Eigenfchaft zweier reciprofen Syſteme: 
Die Bole von drei oder mehreren Ebenen, welche fich in einem 
Punkte fdmeiden, liegen- in einer Ebene, der Polarebene die 
ſes Punktes; und umgefehrt, die Polarebenen von drei oder 
mehreren Punkten, welche in einer Ebene liegen, fchneiden fich 
in einem Punkte, dem Pol diefer Ebene. Dies läßt-fich auch auf 
folgende Weife ausdrücken: Drebt fich eine Ebene um einen in ihr 


liegenden Punkt, fo bewegt fich ihr Pol auf einer Ebene, der 


Polarebene jenes Punktes; und umgefehrt, bewegt fich ein Punkt 
auf einer Ebene, fo dreht fich feine Polarebene um einen Punkt, 
den Dol diefer Ebene. 

Dreht fich eine Ebene um eine in ihr liegende Gerade g, fo ift dies 
eben fo viel, als drehte fie fich zugleich um zwei Punkte diefer Geraden; ber 
Pol jener Ebene muß fich alfo zugleich auf zwei Ebenen, nämlich auf den 
Polarebenen der beiden Punkte, bewegen, folglich befchreibt er die Durch: 
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$ 23. ſchnittslinie g’ biefer Polarebenen; und umgekehrt, bewegt ſich ein Punkt 
auf einer Geraden g, fo dreht ſich feine Polarebene um eine Gerade g, 
nämlich um bie Durchfchnittslinie der Polarebenen von irgend zwei Punkten 
jener Geraden. jeder Geraden g des einen Syſtems entfpricht daher ges 
wiffermaßen eine Gerade g’ des reciprofen Syſtems. Wir fagen gävifler: 
maßen; denn es entfprechen den Punkten der Geraden g nicht,.wie bei ber 
Colliineation, die in der Geraden g’ liegenden Punkte, fondern den Punkten 
der Geraden g entfprechen bie, die Gerade g’ enthaltenden, Ebenen, und 
umgekehrt. Zwei Gerade g und g’, toelche auf biefe Weife einander mt: 
fprechen, nennen wir reciprofe Gerade. Aus dem bisher Gezeigeen ergiebt 
ſich nun folgende allgemeine Eigenfchaft der reciprofen Geraden: ESchnei⸗ 
ben fich drei oder mehrere &erade in einem Punkte, fo liegen 
ihre reciprofen Geraden in einer Ebene, und umgefeßrt, liegen 
drei oder mehrere Gerade in einer Ebene, fo ſchneiden fich ihre 
reciprofen Geraden in einem Punkte. 


Wenn bie Gleichungen einer Geraden in dem einen Spſteme gegeben 
find, Eönnen wir die Gleichungen ihrer reciprofen Geraden in bem anderen 
Syſteme dadurch finden, daß wir die, jene gegebenen Gleichungen befriebis 
genden Koordinaten zweier Punkte x’y’z’ und x”y”z”. der erfteren Geraden 
nach einander für x, y, z in bie allgemeine Gleichung (1) der Polarebene 
ſetzen, wodurch mir die Gleichungen zweier Polarebenen erhalten, welche 
gufammen genommen die Durchfchnittslinie diefer Ebenen, d. 1. die reciprofe 
Gerade der gegebenen ausdruͤcken. Wir fünnen aber auch die geftichte reci⸗ 
profe Gerade durch Gleichungen ausdrücden, welche Feine anderen Esnftans 
ten, als die in den gegebenen Gleichungen vorfommenden enthalten. - Sind 
nämlich 

y-m+mM ; x=-nz+n | (6) 
die Gleichungen der gegebenen Geraden im Spfieme xyz, und fegen wir 
diefe Ausdruͤcke von y und x in bie Gleichung (1), fo erhalten wir 


’ 


| (a+-bm-+en)v+(a’+b’m-+c’n)u+-(a”’+b”"m-+c”n)t-++(a@”’+b”m-+c”n |z -0 

+ | (bm’-+en’+-d)v-H(b’m’+c’n’+d’)u+(b’m’+c”n’+d”)t+-(b”"’m’+c”n’ +1) | — 
als Gleichung der Polarebene desjenigen Punktes der gegebenen Geraden 
(6), deſſen Ordinate gleich z iſt. Dieſe Gleichung drückt folglich, wenn wir 
dem z nad) einander alle reellen Werthe von — oo bis + oo beilegen, alle 
Polarebenen der, in der Geraden (6) liegenden Punkte aus; und da fie be: 
friedigt wird, wenn zu gleicher Zeit 


.— 123 — 


(a-+bm-+ cv +(a+-b’m-Hc'n)u+ (a +-b’m-He’n)t+a”+b”"m+-c”n = 0 
m ,/ 


(bm’+-cn’ +d)v+-(b’m +-can + )u+(b’m + +IM)t+b"’m rc’ +1 = 0 


iſt, was auch immer dem z für ein Werth beigelegt werben mag, fo ent 
halten die eben genannten Polarebenen diejenige Gerade, welche bie Glei⸗ 


chungen (7) ausbrüden; es find folglich die Gleichungen (7) diejenigen der 


reciprofen Geraden der Geraden (6). Wir finden auf biefelbe Weile, daß 
bie reciprske Geride derjenigen Linie, welche im Syſteme tuv durch die 
Gleichungen 
u—mym; t=w-+n -(8) 
ausgedrückt ift, durch die Gleichungen 
(a+am+a’n)2+(b-+-ba-+b’n)y+(c+cm+ecn)x+d+d’m+d’n = 0 
(am nn +a")z +(b’m‘ +-h"n’ +b" )y —X 4 ey’. + ce” )x + d’m’ + d’n’ +1=0 
dargeftellt wird. 

Da drei oder mehrere parallele Ebenen fo angefehen werben Eünnen, 
als fehnitten fie fich in einer und berfelben unendlich entfernten Geraden, 
fo folgt, daß die Pole aller Ebenen, welche einer und berfelben 
Ebene paretlel find, auf einer und derfelben Geraden liegen. 

Dies läßt ſich auch auf folgende Art erweifen. Wenn in der Gleichung 
v=nu+pt+gq (10) 
n und p .conftant, q aber veränderlich ift, fo drückt fie alle einer beftimm- 
ten Ebene parallelen Ebenen aus. Der Pol einer diefer Ebenen iſt durch 
die Gleichungen | | | 
az +b'y + ex +d _ a’z +b"y + ex + d’ _ 
az by+rex+d 13 azrhbyrayd 5 


m m 
* — q 


az +-b"yrclx-+l 
az+-by--rex-+d 
beftimmt. Die beiden erften diefer drei Gleichungen, welche wir auf die Form 
az +by+cx+d+naz +by+cx+d) = 0 1 
az+-b’y-+c’x+d’+p(az+-by-+cx-+d) = 0 al) 
bringen, drücen aber, da n und p conftant find, eine beftimmte Gerade 
aus; folglich liegen die Pole aller genannten parallelen. Ebenen in einer be: 
ſtimmten Geraden. | 
Die Gerade, welche die Pole xyz aller, einer gegebenen Ebene paralle 
len, Ebenen des Syſtems tuv enthält, Fann der, dieſer Ebene conjugirte 
Durchmeffer des Syſtems xyz genannt werden; und die Gerade, welche 
Die Pole tuv aller, einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen des Syſtems 
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(7) 


9) 





— 4 — 


5.23, xyz enthält, kann der, biefer Ebene conjugirte Durchmeſſſer bed Sy⸗ 
ſtems tuv heißen. 
Alle conjugirteu Durchmefler eines Syſtems ſchneiden fi im Allgenct⸗ 
nen in einem Punkte. Denn die Gleichungen eines Durchmefiers (11) im 
Spfteme xyz werden, was auch m und p feyn mögen, von denjenigen Wer: 
then von x, y, 2 befriedigt, welche den Gleichungen 
az+by-+cx+d=0 ; azrb’y+cx+#d=0 ; @z+b’y+c’sr-d’=% (12) 
zugleich genügen; und die Gleichungen eined jeden Durchmeflers im Sy⸗ 
ſteme tuv werden durch biejenigen Werthe vont, u, v befriedigt, welche den 
Gleichungen 
av+aura’t+a”=0 ; bv-+-b’u-+b"t4+b"= 0 ; ewer-cu+c’t+c”=0 (13) 
zugleich genugthun. Jene Werthe von x, y, z und diefe Werthe vog t, u, 
v find offenbar immer einfach und reell; fie find im Allgemeinen auch be- 
fiimmt und enblih. Daher fchneiden fich die Durchmefler eines ‚jeden Sy⸗ 
ſtems im Allgemeinen in einem Punkte. Diefen Punkt nenneg wir den 
Mittelpunft des Syſtems. 
Entwickeln wir aus den Gleichungen (12) die Werthe von Xx, y und 
2, fo erhalten wir drei Ausdrücke, deren gemeinfchaftlicher Nenfer | 
ab’c”— ab’c’ + a'b’e — abe” + abe’ — a’b’c (14) 
if. Haben nun die neun Coefficienten a, b, c, a, ..... ce" folche Wer: | 
tbe, daß biefer Ausdruck (14) verfchwindet, fo find die Eoordingten Bes | 
Mittelpunktes im Syſteme xyz entweder gleich) oo oder gleich 3, d. i. dag 
Syſtem xyz hat feinen oder unbeftimmet viele Mittelpunfte. — Entwickeln | 
wir aus den Gleichungen (13) die Werthe von t, u und v, fo erhalten wir 
drei Ausdrücke, deren gemeinfchaftlicher Nenner ebenfalls der Ausdruck (14) 
if. In den fpeciellen Fällen, in welchen das Spftem xyz feinen oder un: | 
beftimme viele Mittelpunfte hat, hat alfo auch das Syſtem tuv feinen ober | 
unbeftimmet viele Mittelpunfte, und umgefehrt. 
Jede Ebene, twelche den Mittelpunft eines Syſtems enthält, werben 
wir eine Diametralebene dieſes Syſtems nennen; wir werben von einem 
Durchmeffer fagen, er fen einer Diametralebene conjugirt, wenn er bie 
Pole derjenigen Ebenen enthält, welche diefer Diametralebene parallel find, 
und dann werden wir auch diefe Diametralebene jenem Durchmeſſer con 
jugirt nennen. 
° §. 24. 
Die 15 Eoefficienten a, b, c, d, a ꝛc. können beſtimmt werben, wenn 
die Koordinaten von fünf Punkten des einen Syſtems, von welchen nicht 


Ge ; zu > um 5 zu u 


u: 


u u 


w“s 
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vier in Liner Ebene liegen, und Die fünf Gleichungen ihrer Polarebenen in 8. M. 


dem. reciprofen Spfteme, von welchen ſich alfo auch nicht vier in einem 
Punkte Tchneiden, gegeben find. Denn fegen wir in bie Gleichungen (3) 
des vor. $. für x, y, 2 die gegebenen Koordinaten, und für m, n, p bie 
Eoefficienten der gegebenen Gleichungen, fo erhalten wir fünf. mal drei, alfo 
15 Gleichungen, welche in Beziehung auf a, b, c ıc. vom erfien Grade, 
und zur Beftimmung diefer 15 Coefficienten hinreichend find. 


Die Form der Gleichungen (1) und (2) des vor. $. wird durch eine 
bloße Transformation der Koordinaten nicht geändert, daher können wir, 
der Allgemeinheit ımferer Betrachtungen unbefchadet, annehmen, daß biefe 
Gleihungen fih auf rechtmwinklige Coordinaten beziehen. Bezeichnen wir 
nun, der Kürze wegen, die Gleichung (1) oder (2) des vor. $. durch 


F(x,y,z,t,u,V=0 |, (1) 
fo iſt 


die Gleichung der Polarebene des Punktes x’y’z... F(X/,y,z,t,u,v) = 0, (2) 
» » » » » » Kg", n . F(x“, y 2 zZ". GuV) 0, (3) 
» » >». » » » tuv.. ‚F&,y:2, t,u,vV) = 0, (4) 
» » » » » » tuv...Fiz, y,Z, —* V) 0. (5) 

Bezeichnen wir die Refultate der Subftitution von x’, y, zZ’ und x”, y’, z” 

für x, y,zin. | 

az+-by+cx+d , az+b’y+cx+d, arrby+cxrd durch m’, n’, p’ und 

m”, n’, p” 
ferner die Nefulfate der Subftitntion von t ' uw, v und t’, wW, v” fü 

t, u, via 

av-tau+ra”t+a” , bv+b/u+b”+b” , ev+cu+c”t+e” durch mi, ni, Pi 

J und Ms, nz, Pa ; 
und feßen, wiederum der Kürze wegen, 


Pd 
’ 


Vm’+n’+p? = W , Va’n”?4+p” = u’ , Vu’ Hp? = u ı 
Vm’+n’-+P” = ua ; benennen aber die Längen der Perpendikel 
von den Punkten x’y’z’ und x”’y’z” auf die Ebene (4) mit &, und a, 


» » » * und Xyz ' » nn » (5) » Pr und Pa N 
» » » tuv und tu” »» » (2) » @ und eo", 
»» » t u'v und t“u“V >» » (3) » ß und ß", 


fo haben wir ($. 11. 5.4) 





$. 24. 


— 116 — 


ua = Fix’,y,z,t, u,v) ; Mıta = Fa’, y’,2",t, u, ; 
Aaßı = Fa,y,z,tu’,vVy ; mA = Fix ni, z’, Yu ,v) 
u cd —2* t,u,V) ; We’ = FiX,yez, vw) 
u” ß — Fa” „, 7 ‚t, u „v) * = Fex”, y”, z", tv, u " y' 
Hieraus ergiebt fi) unmittelbar 


oder, was baffelbe ift, 


ee 3 4-5 5 (6) 
Wir haben daher den " 


Aebrfaz [10]. Wenn man zwei Punfte A, B in einem Syſteme, 
ferner zwei Punkte C, D’ in einem reciproken Syſteme bBliebig annimmt; 
von den Punkten A, B auf die Polarebene c, d von C, D’ die Senk: 
rechten Ac, Ad, Be, Bd, von den Punkten C’, D’ aber auf die Polarebes 
nen a, b von A, B die Sentredhten Ca’, C’b’, D’a, D’b’ fälle; fo iſt 

Ac Ad Ca, 0 
Be Bd Dei’ Do 


Zwei Spfteme bie mit einem dritten in der Beziehung der Neciprocität | 
ftehen, find einander collinearsvermandt. Denn find x, y, z und x’, y, z 
die Eoordinaten der beiden zuerft genannten Spfteme, a, b, c, d, a ıc. die 
Conftanten für dag erfte und dritte, f, g, h, k, f :c. diejenigen für dag 
zweite und dritte, find ferner t, u, v die Coordinaten des dritten Syſtems, 
und ift 
my -nu+pt+1l = 0 
die Gleichung einer Ebene in diefem legten Syſteme, fo haben wir 
a2+by-+cx-+d ‚ az+by+cx+d _,. 
TE N 
"z+-byrclx+d” 


— * — 2P3; 


f’+gy hXxKk fz’+g'y hr’ -+-Kk 
EZ 2 ee 7 ern 
— 


— 1217 — 


ſolglich auch 
„ az+-by-+ex+d een a 
zb" year u De 
az+by+cx-+d — hx * 


I 


Urea 2er Zara ern GE 

a ——— "1 4+.d" Fergyrbis 4 

a’ W; + b’” y + c’x + | +g”y + h””’x’ “+ 1 , 
drei Gleichungen, welche, zufolge ss. 83, die Verwandtſchaft der Eolli- 
neation zwiſchen den beiden Syſtemen xyz und x’y’z’ ausdrücken. 


§. 25. 

Nehmen wir an, daß die Gleichungen (1) u. @) des vor. $. fich auf 
diefelben rechtwiukligen Eoordinatenachfen beziehen, fo ift die Polarebene ei- 
nes Punktes x,yızı, wenn er als ein Punkt des Syſtems xyz angefehen 
wird, durch die Gleichung 
(a2, +-by)+cx, +d)v+(az, +b’y J "z,+b’yı+c Std’ 

+", +b"y +, +1=0, (7) 
und wenn er als ein Punkt des Syſtems tuv betrachtet wird, durch die 
Gleichung 
(az, +3 yı+a’X,-r2 my4(bz,-rb'yy-+b”x +bN)y-+l(ez, + cdyı+x,+c”)x 

+d, +dyı +l’z, +1 = 0 (8) 
ausgedruͤckt. Diefe beiden Gleichungen (7, 8) drücken im Allgemeinen nicht 
Biefelbe Ebene aus. Sollen die Polarebenen eines und deflelben beliebig 
angenommenen Punktes in beiden Syſtemen zufammen fallen, fo muß, wenn 
nicht etwa a=b’ = c’" —=0 (ein Fall, von dem im $.27 die Nede feyn 
wird), 

X —b ; "mc; a’ =d; b’=c; b"=d;c’ = d’ (9) 
ſeyn. Es laͤßt fich nun aber, im Allgemeinen, durch eine bloße Verlegung 
des einen. der beiden Syſteme bewirken, daß diefe ſechs Bedingungen erfüllt 
werden. Deun verändert man die Lage des Syſtems xyz, fo ändert fich 
auch die Lage der Achfen dieſes Syſtems, und man hat daher, um dad Sy: 
fiem xyz in feiner neuen Lage auf diejenigen Uchfen zu beziehen, auf welche 
vorher beide Syſteme begogen waren, die Coordinaten x, y, 2 zu frangfor- 
miren. Durch diefe Transformation werden aber in bie Gleichung (1) des 
$.23 ſechs Größen, nämlich die drei Eoprdinaten des neuen Anfangspunf: 
tes und ‚die in $.13 mit ꝙ, w und bezeichneten Winkel eingeführt, wo⸗ 
durch nun gerade eben fo viele unbeftimmte Größen ald Bebingungsglei- 
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beſtimmt worden, daß die Bedingungsgleichungen (9) erfuͤllt werden, und 

haben durch dieſe Beſtimmung reelle Werthe erhalten, fo nimmt die Glei⸗ 

dung (1) des $.23. die Form 

(z+bx+cy+a’)v+(by+ax+cz+bNu+r(ex+ay+bz+ ct 
+az+byHrcxHd=0 (10) 

ober, was bdaffelbe if, die Form 

‚@r+bt+cura’ "z+(bu+at-+cv+b"y-+(ct+au+b'v + c”)x 
Av+burct+d=0 au 
an, wo a, b, c, a’ ıc. Größen bedeuten, die von ben vorher eben fo.be- 


$. 25. chungen vorhanden find. Nehmen wir jegt an, biefe ſechs Größen ſeyen fo " 


jeichneten Quantitäten verfchieden find; und nun entfpricht einem jeden 


Punkte immer biefelbe Polarebene, man mag ihn ald einen Punkt des Sy⸗ 
ſtems xyz oder des Syſtems tuv anfehen; ferner entfpricht einer jeden 
Ebene derfelbe Pol und einer jeden Geraden biefelbe reciprofe Gerade, man 
mag dieſe Ebene und dieſe Gerade als zu dem einen oder zu dem anderen 
Spfteme gehörend betrachten. 

Die Symmetrie, welche in der Gleichung (10) oder (11) herrſcht, tritt 
noch deutlicher heraus, wenn man ſie wie folgt ſchreibt 
azv-+byu-+cxt-+a’(zu+yt)+b/(av-+zt)+c/(yv-+zu)-+a’(v-+2)-++b’(u+y) 

+t+)+rd=0 ; 
und diefe Symmetrie bleibt beftchen, wenn man die gemeinfchaftlichen recht- 
winkligen Achfen beider Syſteme, in andere rechtwinklige oder ſchiefwinklige 
Achſen verwandelt, ohne die jetzige Lage der beiden Syſteme gegen einander 
zu aͤndern. 

Zwei reciproke Syſteme, welche die angegebene Lage haben, werden wir 
reciprofsliegend nennen. 

Wir bemerken fogleich, daß bei diefer reciprofen Lage die Mittelpunkte 
Syſteme, wenn es dergleichen giebt, auf einander liegen. Denn bie 
en (12 u: 13) des vor. $. verwandeln ſich, wenn mir bie Glei⸗ 

10) und (11) flatt ‘der Gleichungen (1) und (2) des $. 28. zum 

egen, in 

— = 0; by+a’s+cz+b" = 0; ertalyabäret =0; 

cu+a’ = 0 ; bu+at-+cv-rb” = 0 ; et+aurbvrc"= 0; 

ı alfo für x m. t, für y u. u, für z u. v diefelben Werthe, und 

»a bie Coordinatenachfen diefelben find, auch denſelben Mittelpunkt. 


haben vorher gezeigt, daß, wenn wir die beiden Spfleme, durch 
Ver⸗ 
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Verlegung des"einen derſelben, in die genannte Lage bringen wollen, gerade 8 25. 
fo viele Bedingungsgleichungen zu erfüllen find, als unbeſtimmte Größen 
eingeführt werden. Wir müflen aber noch nachweiſen, daß diefe Größen, 
twelche die neue Lage des fortbewegten Syſtems beflimmen, in Folge jener 
Bedingungsgleichungen, auch wirklich reelle Werthe erhalten; denn wenn 
diefe Größen oder einige von ihnen imaginaire Werthe erhielten, wuͤrde Die 
reciprofe Lage der beiden Spfteme nicht moͤglich ſeyn. Wollten wir nun 
durch Transformation der Coordinafen, mie oben gefagt worden, die ſechs 
Gleichungen bilden, fo müßten wir, um bie genannten ſechs Größen zu be 
ſtimmen, zunächft fünf derfelben eliminiren, wodurch wir, nach fehr beſchwer⸗ 
lichen Rechnungen, zu einer Gleichung für die fechfte Größe gelangen wuͤr⸗ 
den, die, wie fich aus einer gemwiflen Betrachtung ſchließen läßt, von einem 
geraden Grade feyn muß, und von ber ed ungewiß iſt, ob fich aus ihr 
erkennen lafleyg wird, daß fie immer reelle Wurzeln habe. Um nun Diefen 
äußert befshmwerlichen und vieWeicht nutzlofen Rechnungen auszumeichen, ver- 
fahren wir auf folgende Weife, wodurch wir zugleich ein neuͤes Licht über 
die Neciprocität räumlicher Syſteme verbreiten. 

Wir befchränfen unfere Betrachtung auf den allgemeinen Fall, d. i. auf 
denjenigen, in welchem jedes der beiden Spfteme einen Mittelpunkt bat. 
Den Mittelpunkt des einen Syſtems nehmen wir zum Anfangspunfte der 
x, Y, z und den Mittelpunkt des andern Syſtems zum Anfangspunfte der 
t, u, v, indem wir beide Eoordinatenfpfteme rechtwinklig annehmen. Da 
nun die Gleichungen (12) und (13) des 9.23. refpective durch die Mittel: 
punftscoordinaten; alfo bei der jeßigen Lage der Coordinatenſyſteme refpec- 
tive du x=y=2=0 md dur t=u=v=0 befriedigt 
werden, fo folgt, daß bei diefer Lage der Anfangspunkte 

d=-d= d =..." = b" — c” — 6 
feyn werde, und daß alfo Die Gleichung. (1) des $. 23. .fid) auf 
(a2-+-by+ex)v+(az-+b’y+cz)u+(a’z+b’y+ec'x)t+1 = 0 (15) 


reducirt. — Jetzt wollen wir nachweifen, Daß «8 in einem der beiden reci- 
proken Spfteme immer drei auf einander fenkrechte Durchmeffer giebt, deren 
conjugirte Diametralebenen in dem andern Syſteme ebenfalls auf einander 
fenfrecht find. Solche drei Durchmefler werden wir Achfen bes Syſtems 
nennen. | 
Die Gleichungen irgend eines Durchmefferd im Syſteme xyz. find 


| | "= hl ; = |)... as) 
II. | 9 
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5.3. Einem Punkte x’y’z' biefed Durchmeſſers emſpricht eine Polarebene, als 


deren Gleichung wir aus (15) 

@rböter)ev H@+bArer)Zure —DE V0 
finden, indem wir naͤmlich ſtatt x und y, in Folge der Gleichungen (16), 
refpective yz' und 42 fegen. Die dem Durchmeffer (16) conjugirte Diame- 


tralebene, welche der eben gefundenen Dolarebene parallel ift, wird daher 
durch bie Gleichung 


(a+b8+cy)v+(a'+b’9+c'y)Ju+(a”-+b’9-+c’y)t = 0 (17) 
ausgedruͤckt. Sind nun . 
; x“ | ) * 
| y-fı ; xy | (18) 
| y-fr ; x-y% 
die Gleichungen von drei Durchmeffern, fo find 
(@+bP +) +@ + bA-rcyur@+b Prey) = 0 
(a+bP’+cyY)v+-(a’ +bf+cyJur(a HH 0 (19) 
(a+bP"+-cy’ —XE '+b/P"+c'y")u-+-(a” +b""+c"/")t = 0 
die Gleichungen ihrer conjugirten- Diametralebenen; follen die Geraden (18) 
auf einander ſenkrecht ftehen, fo muß 
IHPßß + =0 . 
1468’ +57’ = 0 (20) 
1+£P"-+ Y 7 = 0 
ſeyn; und ſollen auch die Ebenen (19) ſich rechtwinklig ſchueiden, ſo muͤſſen 
noch folgende drei Gleichungen Statt haben 
A+-Bßß +0rr +DB+ P)+Ey + )+F(By +in=0 
A -+ BA” + Cyy! + D($-+ BP)+-EQ + r’-F(#r"+£"y) (21) 
A+BPP+ CY/’+-DEHA)HE Hr Hr + = | 


wenn wir, zur Abkürzung, 


# 1} 


ara? —=A ; ab-+-ab+a/b”—=D 
P+-b?+b”"=B ,;, ac+ dc er =E 
++ ”=(C; be+bd‘+b’”’=F 


fegen. Es fommt nun darauf an zu zeigen, daß bie ſechs Gleichungen 
(20) u. (21) immer durch reelle Werthe der ſechs Groͤßen 4, 7, Pr Yı 
BP” u. 7” befriedigt werden Eönnen. Wir bemerken zunächfi, daß diefe ſechs 
Gleichungen ungeaͤndert bleiben, wenn wir 4 mit’ ’, 7 mit 7’, und auch 
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wem. wis P.mit f’, y mit 7” gegenfeitig vertauſcheu. Eliminiren wis 6. 3. 


alfo A, YA’ u. qwiſchen ben genannten Gleichungen, fo erhalten wir 
zwei Gleichungen in A und 7, Mb vertanfchen teir, in Diefen 6 Final⸗ 
gleichungen 9.u. aeſtens mit ' u. unb gweitend mit 4u ha⸗ 
Sen wir auf der Stelle diejenigen Sinalgkichungen, melche und bie limi⸗ 
nation von 3, Yı PB’. y” und von A, y, Pu. gegeben ba ürde. 
Die zuerſt genannte Elimination bewerkſtelligen wir — Wir 
multiplicirem die erſte und zweite Gleichung a1) refpeetive mit >” und dr 
und finben- dann durch Subtractien 


(A+-DP +) D+-BIH-FYRY- PN) = ; 
wir mulfipliciren diefelben GBlejchungen refpective mit 3” und 4, und er: 






halten dann dung) Subtraction 


(A+D$+E/XP"— PM) + (E +Fß+ CA’ Pr) = 0 
Aus den beiden erften Gleichungen (20) finden wir auf diefelbe Weife durch 
Nultiplication mit y" u. y und mit 8” u. 2’, und durch Subtraction 
VVS⏑, 
yoο. 
Eliminiren wir zwiſchen dieſen eben gefundenen vier Gleichungen die beiden 
Ausdrude 


—— E-R_ 
„ 77 d 1. ’ 
7 ET PY-BF 
fo ergeben fich, als enbliches Reſultat der Elimination von 4, 7, 2 und 
Y bie beiden Gleichungen * . 
Ey? +DPy+{A-Cy—F/-E=0, (22) 
DR -+EPy-{A—-BP—- FH —-D=0. 
Nach Demjenigen, was wir vorher bemerkt haben, brauchen wir 3 und y 
in dieſen Gleichungen nur mit einem oder mit zwei Accenten zu verfehen, 
um bie Sinalgleichungen der Elimination von 'P, 7, A’ u. 7” und von /, 
y, PB’ a. zu haben. — Aus ber erfien Gleichung (22) ergiebt fich 
Ey? +(A—0)y—E . | : 
= —  5 (23) 
und fegen wir dieſen Ausdruck in die zweite Gleichung (22), fo erhalten 
wir eine Gleichung (T), welche nur > enthält, und die, wie wir fehr leicht 


finden, nur vom dritten Grabe if. Da nun aber, zufolge der fchon ger 


machten Bemerkung, in dieſer Gleichung (7) dag y nur accentuirt gu wer 


den braucht, damit dieſe Gleichung in diejenigen übergebet, toelche refpective 
u 9 
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6.3. 7 und >” beftimmer, fo folgt, daß die dret Wurzeln ber Gleichung⸗ () 
bie gefuchten Werthe vom y, y’ unb >” find. Da die Gleichuung (7) vom 
dritten e ift, fo iſt mindeſtens eine ihrer Wugeln rec, und weun wir 
dieſe FF den Werth von > nehmen, ſo ergiebs fich auch für ß ein veeller 
en da der Ausdruch (23) eine rationale Function von y if. — —* 
bleibdeuns noch uͤbrig zu zeigen, daß auch die Werthe 7’ und 7”, «di 
Demnach auch diejenigen von 8’ und A” reell find. Da aber die efnkn 

ten der Gleichung (7) ziemlich complicirte Ausdrücke find, ſa führen wir 
unfere Unterfuchung auf folgende Weife fort. Wir nehmen ein’ neWe® recht: 
winkliges Coorbinatenſyſtem in x, y, z an, von einer folchen Sage, daß bie 
neue Uchfe der z mir derjenigen Geraden somcibirt, deren Gleichungen in 
Beziehung auf das alte Eoorbdinatenfyftem . 

| y-h ; zo | oo. 

waren, was immer möglich ift, da wir für A und 7 reelle Werthe alfun:- 
den haben. Durch diefe Eoorbinatenvermanblung merben die Größen a, b, 

9 d ıc., und demgemaͤß auch bie durch A, B....F bezeichneten Ausdruͤcke 
andere Wertbe als vorber erhalten; und swar werden dadurh D und E 
gleich Nul werden. Denn da,- wen wir bei der neuen Lage der Coorbi- 
natenachfen die vorigen Rechnungen wiederholten, ſich nothwendigerweiſe 
twieder zwei Gleichungen (22) ergeben würden, twelche aber nun von den 
Werthen A = O0 und y = O befriedigt werben müßten, und dies nur der 
Ball ift, wenn 










D=-0 mb E=0 


ift, fo find diefe beiden Gleichungen eins nothwendige Folge unferer Coor⸗ 
dinatenverwandlung. Die drei auf einander fenkrechten Durchmefler find, 
bei der neuen Lage der Coordinatenachfen, nieht mehr durch die Gleichungen 
(18), ſondern durch die Gleichungen 


|. x=0 r y=0 | 
| z=0 ; y-ıx ı i . 
- N u z=0 ; y--1x | 


auszudruͤcken, wo n eine norh unbekannte Größe bezeichnet, won der eben 

nachzumeifen .ift, daß Fe immer einen reellen Werth babe. "Die Diefen 

Ducchnieflern conjugirten Diametralebenen werden, wie wir ſehr leicht fin⸗ 

den, durch die Gleichungen 
wrauret=0 , 
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+ (rc Hl NDurlkbarclk=0 , 
"> (ber - dn)u + (b" — c’n)t = 0 


dargeſtellt* und wenn diefe Ebenen auf efander ſenkrecht feyn follen, fo 


müffen folgende Bediugungsgleichungen erfüllt werden: 
(b+-aÄabhsa’h’in+lac+ai+ft)=0, 

PR car an — (ab rabhre)= 0, 
(be+b’’+b’)? +[(+c?-+c")—(b?+-b?+-b"?)]Jn—tbo+b’c’-Fb’c”) = 0. 
Diefe Gleichungen nehmen, wenn wir die vorher ſchon gebrauchten Verkuͤr⸗ 
sungSzeichen einführen, die Sorm * 

‘ # Dıni+E=9B 
En—D=0 


B—C 
| _- FR 1=0 | 
an, und Bon ihren werben. Die beiden erften von fel&ft befriedigt, da D = 0 
und E = 0 iſt, »die britte Gleichung aber giebt für mn nothwendigerweiſe 


zwei reelle MWershe m’, m’; da ihr letztes Glied negativ, und es ift ferner 
NW —4 fo daß, wenn wir n — nm’ fehmen, * = u if. 


Nachdem wir nun nachgewiefen haben, daß * in dem allgemeinen 
Folle, in welchem jedes der beiden reciproken Sfttkeme einen Mittelpunkt 
hat, immer drei und im Allgemeinen nur dieſe drei auf einander ſenkrechte 
Durchmeſſer in einem der beiden reciproken Syſteme giebt, deren conjugirte 
Digmetrale®enen ſich rechtwinklig ſchneiden, folgt, daß ſich beide Syſteme 
immer in eine ſolche Lage bringen laſſen, daß die drei auf eipander ſenkrech⸗ 
ten Durchmeſſer, d. i. die Achſen des einen Syſtems auf ihren conjugirten 
Diametralebenen des andern Syſtems ſenkrecht ſtehen, oder, mit anderen 
Worten, daß eine jede von den drei Achſen der Durchſchnitt der conjugirten 
Diametralebenen der beiden anderen Achſen iſt. Nehmen wir bei einer ſol⸗ 
chen gegenſeitigen Lage der beiden Syſteme die genannten Achſen des einen 
Syſtems zu Achſen der x u. t, der y u. u, der 2 u. v, fo iſt die con⸗ 
jugirte Diametralebene der Achſe der z die Ebene der tu, die conjugirte 





Diametralebene der Achfe der y die Ebene ber tv, die conjugirte Diametral- 


ebene der Mchfe der x die Ebene der uv. Es muß daher bei einer folchen 
Lage ber beiden Syſteme ein jeder Punkt in der Achfe der z eine ber Ebene 
der tu parallele Polarebene, ein jeber Punkt in der Achſe der y eine der 
Ebene der tv parallele Polarebene und ein jeder Punft in ber Achfe ber 
x eine der Ebene der uv parallele Polarebene haben. Werden nun in der 
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$. 25. Gleichung (15) die Eoorbinaten x, y, z und t, w vr wie angegeben, trans⸗ 
formirt, fo muß fie nothwendigerweiſe eine ſolche Form annehmen, daß wenn 
wir darin nach einander ”. 
erſtens x=0 ,y=0 , zonfaft=z , 
weitngx=0 ,„z=-0 , yofıt=y, 
dritten y=0 , z=0 , zonfut= x 7 
fegen, die drei refultirenden Gleichungen, nämlich 


s 


erfteng av+-au+ at + 3 0, 
, j . " 1 . " 
zweitens bv+b/u-+b’t+ year, 
1 ; 
drittend ev -cdu+ct+ 3 0, 


drei Ebenen barftellen, welche refpective ber Ebene der tu, der Ebene der tv 
und ber Ebene der uv parallel find, was augenfcheinliche nur der. Fall ift, 
wenn die Werthe von a’, a’, b, b”, c und c’ gleich Null werden. Daraus: 
folgt, daß wenn wir die beiden Spfteme in bie angegebene Lage bringen, 
die Achfen der beiden Syſteme coincidiren werden, und daß wenn wir dieſe 
Geraden zu Eoordinatenachfen nehmen, die Gleichung (15) die Form 
“Mzv-+-Nyu+Pıt=1 - ...(24) 

annehmen muß. nn 

Da diefe Gleichung (24) in Beiehung auf x u. t, aufyr u nd 
auf z u. v fpmmetrifch ift, fo folgt, daß bei der angegebenendeage jedem 
Punkte dieſelbe Polarebene entſpricht, man mag ihn als zu dem einen ober 
zu dem anderen der beiden Syſteme gehoͤrend betrachten, und daß dieſe 
Syſteme ſomit jetzt reciprok-liegend find. — Wiewohl es im Allgemei⸗ 
nen nur ein einziges Syſtem von drei, auf einander ſenkrechten Durchmeſſern 
giebt, deren conjugirte Diametralebenen ſich rechtwinklig ſchneiden, ſo giebt 
es doch im Allgemeinen vier verſchiedene Lagen, in welchen die beiden recis 
profen Syſteme reciprofzliegend find. Denn drehen wir dag Syſtem xyz 
um die Achſe der z bis der Drehungswinkel zwei rechte beträgt, fo liegt 
Die Achfe der x von neuem auf der Achfe der t, und Die Achfe ber y auf 
Der Achfe der u, und die drei auf einander fenkrechten Durchmeffer find 
wieder auf ihren conjugirten Diametralebenen fenkrecht; eine dritte und 
vierte Lage erhalten wir, indem wir das Syſtem xyz um die Achfe der y 
und indem wir es um die Uchfe der x drehen. Wenn es die Gleichung 
(24) ift, welche die Beziehung zweier reciprofen und reciprofsliegenden Sy: 
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fieme ausdrückt, fo wird diefe Beziehung, wenn mir bie gegenfeitige reciproße $. 25. 
Lage der Syſteme auf die angegebene Weife ändern, tie fich leicht findet, 
durch eine-von den folgenden vier Gleichungen ausgebrückt: 
+Mzv+-Nyu+Pxı =1 
K Hal Nyzu—Pıt=1: 
—- Mzv+-Nyu—Pxıt=1 (25) 
— Mzv — Nyu+Pxt = 1 
welche, wieres auch feyn muß, ebenfalls in Beziehung aufx u. t, auf y u. 
u, auf z u. v ſymmetriſch find. 


Nachdem foir ung überzeugt haben, daß zwei reciprofe Spfteme, denen 
- Mittelpunfte zukommen, immer und zwar auf vier verfchiebene Weifen in 
eine ſolche gegenfeitige Rage gebracht werden Fönnen, daß fie reciprof liegen, 
tollen wir jeßt zeigen, daß es, "wenn beiden Syſtemen Mittelpunfte zukom⸗ 
men, zwei wefentlich von einander verfchiedene Arten der Neciprocität giebt. 
Welche Werthe die Größen a, b, c, d, a’ zc. in der Gleichung (1) des 
$.23. aud) haben mögen, fo wird fich diefe Gleichung immer, vorausgeſetzt, 
daß jedem der beiden Syſteme ein Mittelpunkt zukommt, wenn wir unter 
A, B,.C pofitive Größen verfichen, durch Transformation auf eine von 
ben folgenden acht Formen bringen laſſen: 


+Azv—Byu— (Cx=]1 
—Azv+-Byu—Cıt=]1 (26) 

— Azv—Byu+rCit=1 

—Azıv—Byu—Cıt=1 

— Av+-ByurCzkt=1 (27) 
+Asv—Byu+rltıt=]1 x 


 +Av+-Byu—Ct=1 
Die erftien vier Gleichungen (26) drücken eine und dieſelbe Art der Reci⸗ 
procitaͤt aus, denn nach Demjenigen, was wir bei den Gleichungen (25) 
geſehen, haben bie beiden Syſteme xyz und tuv nur immer eine andere 
gegenfeitige Lage, wenn fie flatt durch die erfte Gleichung (26) durch eine 
der letzten drei Gleichungen (26) auf einander bezogen find. Auf gleiche 
Weiſe drücken auch die zweiten vier Gleichungen (27) eine und biefelbe Art 
ber Reciprocität aus, und die beiden reciprofen Spfteme befinden ſich nur 
in einer anderen Lage, wenn ſie ſtatt vermittelft der erften Gleichung (27) 


$. 3. 


⸗ 
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vermittelſt einer ber letzten drei Gleichungen (27) auf einander besogen find. 
Die erfte Art der Neciprocität, diejenige nämlich, welche eime ber Gleichen: 
gen (26) darftellt, wollen wir elliptifche, und bie andere Aut, weiche eine 
der Gleichungen (27) ausdrüct, wollen wir hyperboliſche Reciprocität 
nennen *). Zwiſchen wiefen beiben Yrten der Meciprocicdt finden wir zu: 
nächft folgende bemerkenswerthe Unterſchiede. Welche von den vigr Lagen, 
bei welchen Se reciprof fliegen, zvei eliptifchsreciprofe Spfteme auch Haben 
mögen, fo liegen immer unendlich viele Punkte in ihren Polarebenen; denn 
fegen wir in den vier Gleichungen (26) t, u, v tefpettiog gleich x, y, 2, 
fo erhalten wir vier Gleichungen, von welchen eine jede won unendlich vie 
len Werthen von x, y, 2 befriedigt werben Fan. Wenn fich zwei hyper⸗ 
bolifch =reciprofe Spfteme in ber. erfien von den vier Lagen befinden, Sei 
welchen fie reciprof liegen, fo liegt Fein Punkt in feiner Polarebene; denn 
fegen wir in der erften Gleichung (27) t, u, v refpective gleich x, y, 2, ſo 
erhalten wir vine Gleichung, welche von keinen reellen Werthen⸗von x, y 
und 2 befriedigt werden kann. — Ferner, bei zwei elliptifch>reciprofen td 
reciprof- liegenden Spftemen fällt Eeine Gerade mit ihrer reciprofen- Geraden 
zufammen; bei zwei bpperbolifch-reciprofen und reciprofsliegenden Spftemen, 
wenn fie eine der, durch die drei legten Gleichungen (27) ausgedrückten Lagen 
haben, liegen unendlid) viele Gerade mit ihren reciprofen Geraden zufammen. 

Der folgende Sag erfcheint ung noch bemerfenswerth. „ES ſeyen P 
und Q zwei reciprofe Spfteme, von denen jedes einen Mittelpunkt hat, es 
ſey ferner S ein dem Syſteme Q vollfommen - ähnliches und T ein dem 
Syſteme Q fommetrifch ähnliches Spftem; ‘dann find P und S elliptifch- 
reciprof oder bnperbolifch-reciprof, je nachdem P und Q refpective eliptifchs 
reciprok oder bnperbolifchzreciprof find; und es find P und T elliptifch 
reciprok oder byperbolifch-veciprof, je nachdem P und Q refpective byperbo: 
lifch-reciprof oder. eliptifch-reciprof find.” 

Der Uebergang von der eliptifchen zur hyperboliſchen Reciprocität wird 
durch eine eigene Art der Neciprocität gebildet, die wir die conifche nen: 
nen, und die, ald ein ſpecieller Fall, im $.28. betrachtet werben fol. 

Kir brechen diefe allgemeinen Betrachtungen ber Reciprocitaͤt Bier ab, 
indem mir zum Schluffe biefes Paragraphen nur noch einige Norte von 
der Anwendung der Reciprocität fagen. 






*) Bei der Neriproeität ebener Syſteme Tann eine folche Eintheilung in zwei ver- 
fchiedene Arten nicht füglich gemacht werden, wie denn auch in der Ebene vollkommen⸗ 
ähnliche und fommetrifch-ähnliche Syſteme nicht wohl zu unterfcheiden find, wenn man 
fih nicht das Umwenden der einen Ebene verfagen wi. 
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Bermittelft der in $.23. dargelegten allgemeinen Eigenfchaften zweier $. 25. 


reciprofen Syſteme im Raume, laflen fich aus vielen Sägen andere Säge 
ableiten, die Feines Beweiſes mehr bedürfen,. auf ähnliche Weife, wie bie 
in I. $.21. vermittelft der Neciprocicät zmeier Spfteme in der Ebene ges 
fcheben if. Um dies an einem Beifpiele zu eigen, waͤhlen wir den in der 
Loͤſuug Ber Aufgabe (29) in $.12. enthaltenen Sag, dem wir, in einer zwei⸗ 


ten Kolumne, feinen reciprofen. gegenüber: ſtellen. 


Drei fefte in einem Punfte A zu: 
fammen treffende Gerade a, b, c und 
eine viekfe Gerade d, welche bie Ge⸗ 
raden a, b, c nicht ſchneidet, find ge: 
geben. Um dieſe Gerade d drehen 
ſich zwei Ebenen D, D’, und fchtei- 
ben die Geraden a, b, c in zwei mal 
drei veränderlichen Punkten P., Pb; Pc 
und p’, ps pP» Die Punkte p., Pr 
p’e beftimmen eine Ebene F, die Punkte 
Pa, P’o, Pe eine Ebene G, die Punfte 
P%, Pr, Pe eine Ebene H. Alsdann 
fehneiden fich die Ebenen F, G, H in 
einem Punkte, welcher auf-einer durd) 
den Punft A gehenden Geraden oͤ 
fortrückt, und diefe Gerade 5 bleibt 
unverändert, wenn ſich auch die Ge⸗ 
rade d auf einer durch den Punkt A 
gehenden Ebene fortbemegt. 


Drei fefte in einer Ebene A lie 
gende Gerade a, b, e und eine vierte 


‚Gerade d, welche. die Geraden a, b, 


ec nicht fechneidet, find gegeben. Auf 
diefer Geraden d bewegen fich zwei 
Punkte D, D/, und beftimmen mit 
den Geraden a, b, c zwei mal drei 
veränderliche Ebenen pa, Pb; Pe und 
Par Pbr Per Die Ebenen pa, Pbr P’e 
ſchneiden fich in einem Punkte F, die 
Ebenen pa, Pr, Pe in einem Punkte 
G, die Ebenen P'a, Pbr Pe in einem 
Punfte H. Alsdann beftimmen die 
Punkte F, G, H eine Ebene, welche 
fih um eine in ber Ebene A liegende 
Gerade Ö drehet, und diefe Gerade d 
bleibt unverändert, wenn fich auch 
die Gerade d um einen in der Ebene 
A liegenden Punkt drehet. 


Auf gleiche Weile erhalten wir aus dem Lehrfage (6) in $.18. den da; 


neben fiehenden: 

Menn die Berbindungslinie der bei- 
den Scheitel zweier Pyramiden von 
den DVerbindungslinien der Eckpunkte 
ihrer Srundflächen in einem Punkte 
getroffen wird, fo liegen die Durch: 
fehnittslinien ber (erweiterten) Seiten: 
ebenen mit der Durchfchnittslinie der 
Grundflächen in einer Ebene. 


Menn die Durchfchnittslinie ber 
beiden Grundflächen zweier Pyrami⸗ 
den mit den Durchfchnittslinien ihrer 
Seitenflächen in einer Ebene liegen, 
fo treffen die verlängerten Verbin⸗ 
dungslinien der Eckpunkte der Grund: 
flächen die Verbindungglinie der Scheis 
tel in einem Punkte. 


welcher der umgekehrte Satz des zuerfl genannten if. 


$. 26. 
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= $. 26. " 

Von den fpeciellen Arten ber Neciprocität, welche durch beſtinunte Parı 
ticnlarifationen der allgemeinen Gleichung (1) in $. 23. hervorgehen, vers 
bienen hier vorzugsweiſe drei eine befondere Erwähnung. | 

Zu ber erften biefer fpeciellen Arten der Reciprocitaͤt koͤnnen wir Helan⸗ 
gen, wenn wir die Bedingung feſtſetzen, die beiden Syſteme ſollen ſo beſchaffen 
ſeyn und eine ſolche Lage haben, daß je zwei reciproke Gerade auf einander 
ſenkrecht ſeyen. 

Jede zwei reciproke Gerade ſind durch die Gloichungsſyſteme (6) und 
(7) in 6. 23. auszudruͤcken. Setzen wir in den Gleichungen (6) m und n 
conftant, m’ und m’ aber veränderlich, fo drückt dag erfte Gleichungsſyſtem 
alle, einer beſtimmten Richtung parallele Gerade aus; die Gleichungen (7) 
aber ſtellen, unter derſelben Vorausſetzung, zwei Ebenen dar, von welchen 
die erſte unveraͤnderlich und nur die zweite veraͤnderlich iſt. Daraus folgt, 
daß allen Geraden, welche ſaͤmmtlich einer beſtimmten Richtung parallel 
ſind, reciproke Gerade entſprechen, welche ſaͤmmtlich in einer beſtimmten 
Ebene liegen. Soll nun eine Gerade (6) auf ihrer reciproken Geraden (7) 
ſenkrecht ſeyn, ſo muß offenbar die Richtung jener Geraden auf der genaͤnn⸗ 
ten, durch die erfte der beiden Gleichungen (7) ausgedrückten Ebene fenf- 
recht fieben. Dies ift aber, bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten, 
nur der Fall, wenn ($.9.) - 

a+bm+recn _ +b’m+e'n 
ar-bm+ren ? — —* 
oder, was daſſelbe iſt, wenn 
+(b—-a)m-+en—bm’—cmn = 0 ; a’ +b’m+(c”—a)n—bmn—cen? = 0 
if. Und fol die gemachte Borandfesung nicht bloß für eine beftimmte 
durch die Conftanten m u. n dargeftellte Richtung, fondern allgemein Statt 
finden, fo müflen diefe Gleichungen für alle Werthe von m und n gelten, 
woraus 
a=0; 0 5 b=0 5 b=a ; ’=0;: 3 c=0 ; 0 ee — 4 
folgt. Die Gleichung (1) reducirt ſich Daher im gegenwärtigen Falle auf 
(az +d)v+(ay+d)u+r(ax+Mt+a”z+b"y+rc”x+f=0. (D) 
Die Gleichungen (12) und (13) des $.23. gehen nun refpeckive- in - 
z+d =0 ; yrd =0 ; +" =0; 
vr" =0 ; urb”"=0 ; at+c”"=0 
über, welche bie Lage der Mittelpunfte der beiden Syſteme beſtimmen. Ver⸗ 








= N N 
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ſchiebku wir das eine Syſtem fo, daß die Mittelpunfte in einen Punkt zus 6. 26. 
fammen fallen, und nehmen Mir dieſen Punkt sum Anfangspunkte der x, 


yı 2 und ber t; u, v, indem wir für x, y, z tefpective a v-f, 


A bh” m 


d € a 
2— 21 und für.t, u v reſpective t— — U 1 Vo fodann zur 


. “ m m m " " 
Ablhrzung * d +4 fon feßen, fo erhalten wir aus(l) 
yv+yurter , (2) 
als diejenige Gleichung, welche die erfte fpeciele Art der Reciprocität aus: 
. drück. . 

Einem Punkte x’y’z’ entfpricht, wenn er als ein Punkt im Syſteme 

xyz angk eben wird, die Polarebene 

zw-yurst=tr , 
und- wenn er als ein Punkt im Syſteme tuv betrachtet wird, die Polarebene 

- zZZz+-yy+xsxer, 

und er hat alfo, da die Eoordinatenachfen. diefelben find, in \ beiden Fallen 
dieſelbe Bufagebene. 
Die, Frdinaten x, y, zZ derjenigen Punkte, welche in ihren Polarebe⸗ 
ven liegen, Maͤſſen die Gleichung (2) ihrer Polarebene befriedigen. Setzen 
wir ale. Sg yı 2 tefpective für t, u, v in (2), fo kommt 

2 ”’ + =-r. (3) 
Da ni der erfte Theil diefer Gleichung; das Quadrat der Entfernung des 
Bunftes xyz vom Anfangspunfte der Coordinaten ausdrüdt ($.2), fo 
folgt, daß alle diejenigen Punkte, welche in ihren Polarebenen liegen, gleich 
wat vom gemeinſchaftlichen Mittelpunkte entfernt ſind. 

$. 27. 

Zu der zweiten fpeciellen Art der Reciprocität gelangen mir, wenn wir 
die Bedingung feftfeßen, die beiden S Spfteme xyz und tuv, die wir reſpec⸗ 
five durch S und I’ bezeichnen wollen, ſollen fo beſchaffen ſeyn und eine 
folche Lage haben, daß jeder Punkt P des Syſtems S in feiner dem Sy: 
fieme Sangehoͤrenden Polarebena — felbft enthalten fey. 
| Diefer Bedingung sufolge, müffen die Eoordinaten x, y, z des Punk⸗ 
tes P die Sleichung (1, $.23) feiner Polarebene zz, unter der Vorausſetzung, 
daß beide Spitme anf diefelben Eoordinatenachfen bezogen find, wenn wir 
fie für t, u, v ſubſtituiren, befriedigen, fo daß wir haben 
















— 10 — 


— tr, - 
wenn wir d” ſtatt 1 feßen, was eben fo HM iſt als ob wir bie Gleichung 
(1, 9.23) vor der Subftitution mit einem conftanten Factor multiplicirt 
hätten. Da aber P jeder beliebige Punkt feyn fol, fo muß die fo eben 
aufgeftellte Gleichung, der toir die Form 

az? +b’y? + ex? +(b +a’)yz +( c +a”)xz H e’ +b”)xy + ( d +0’”)z + d’ +b’”)y + d’+ c’R +4” — 0, 
geben, für alle Werthe von x, y, z Statt finden, was nur der Fall ifl, wenn 
ı=0;b=-0; ’!=-0; b=--d; "= —-c; cd = -#; 
a’ = — d ; b” = — d’ ; ce” = — d” ; d” = 1) 
iſt. Unfere Gleichung (1, $.23) rebucirt fich alfo, bei der face 3 Ber 

dingung, auf 

(- ay+cx+I)v+(az—b”x + M)u-r-(—cez+b”’y+d’)t—dz— —2 =D, 
oder, wenn wir ftatt b”, c, a, größerer Einfachheit wegen, refpertibe a, b, c 
fchreiben, auf 

(bx—cy-+d)v+(cz—-ax+d’)u+(ay—bz+d")t—dz—d' y-d’x = 0, GE 
oder, nach x, y, 2 geordnet, auf 

(bt— cu+-d)z+(ev—at+IH)y-H(au-bv-+d")x—dv—dud’t = 0. (2) 


Da biefe Gleichung (2) mit der Gleichung (1) diefelbe Form Ak, m £ 
daß nun, nicht bloß jeder Punft P des Syſtems S in feiner — * 
fondern daß auch, als eine nothwendige Folge davon, jeder Punkt IT des 
Syſtems I in feiner Polarebene p liegt; und daß ferner jedem di⸗⸗ 
ſelbe Polarebene, und jeder Ebene derſelbe Pol entſpricht, mau mag dieſe 
Ebene und jenen Punkt als zu dem einen oder zu dem anderen Syſteme 
gehoͤrend betrachten. 
Es iſt klar, daß bei der in Rede ſtehenden Art der Neciprocität *) er: 
ſtens die Polarebenen von drei oder mehreren, in einer Ebene liegenden 
Punkten fi in einem auf diefer Ebene liegenden Punkte, ihrem Pole, ſihnei⸗ 
den; zweitens daß die Pole mehrerer, fich in einem Punkte fchneikenden 
Ebenen auf einer durch diefen Punkt gehenden Ebene, feiner Polarcbne, Ach 
befinden; drittens daß jeder Punkt einer Geraden biejenige Ebeus gu Wo: 
larebene hat, welche ihn und die reciprofe Gerade enthält; und viertens 
daß jede Ebene, welche eine von zwei reciprofen Geraden enthält, denjenigen 
Punkt zum Pol hat, in welchem bie zweite dieſer Geraden von jener Ebene 
gefchnitten wird. 


$. 27. 


t, 








” Sie ift suerft von H. Möbius im ten Bande des Journals f. d. reine u. 
angewandte Mathematik aufgekellt werden. 
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Die beiden Syſteme 3 und I haben feinen Mittelpunkt, ſondern ihre $. 27. 


Durchmeſſer find ſaͤmnitlich einander parallel. Denn die Gleichungen (il). 
des 5.23. ſind im gegenwärtigen Falle 

. 622-aX+-d’-+n(bx—cy-+d) = 0 ; ay—bz+-d" +p(bx—cy-+d) = 
und diefe druͤcken, twie man durch Simination von y und von x * 
findet, eine Gerade aus, welche der, durch den Anfangspunkt der Coordina⸗ 
ten gehenden, und durch die Gleichungen 


ax — cz ; ay =#bz | | (3) 


ausgedruͤckten Geraden parallel iſt, welche Werthe n und p auch. immer 
haben moͤgen. Nehmen wir daher irgend einen Durchmeſſer zur Achſe der 
z und der v an, fo werden alle anderen Durchmeſſer diefer Achfe, deren 
Gleichungen x = — 0O und * 0 find, parallel feyn, wodurch alfo nothwen⸗ 
digermeife b= c = 0 mird, und unfere Gleichung (1) demnach die Form 
dv— @—- Yu+(ay+dN)t—dz-dy -dzs=0. (4) 
befommt. Der, den Richtungen der Ebene tu oder xy conjugirte Durch⸗ 
meffer ift dann Durch die Gleichungen 
z-d‘=-60 ; y+-"=0. 

ausgedrückt, und wenn wir eben diefen Durchmefier sur gemeinfchaftlichen 
Ychfe der z und der v nehmen, Alfo x+Z u. y-{ für x u. y und 


{+ u. a. für t u. u ſetzen, fo reducirt ſich Die Gleichung wiederum, 


und zwar auf 
d(v—2) = axu-yi) | 


- 42 es d ® 
oder, wenn wir a für — fchreiben, auf 
® av — az = xu — yt. (5) 


Diefe Gleichung wird befriedigt, wenn wrv=- 2 ,u=y,t=x 
und wenn wrv=zZ ,u=0', t= ſetzen. Daraus folgt erfteng, 
daß die Polarebene eines Punktes 2y2 diefen Punft enthält, was wir fchon 
wiſſen, und zweitens, daß fie bie Achſe ber v oder z in einem Punkte 
ſchneidet, welcher eben fo weit ale ber Bolxyz von der Ebene der tu- oder 
xy entfernt if. Nehmen: wir jest an, Daß die Eoordinaten rechtwinklig 
find, was erlaubt ift; da die Gleichung (1) durch eine Transformation’ der 
Coordinaten ihre Form nicht Aänbern kann, Daß alfo die Achfe der z oder v, 
welche wir nun fchlechthin Die Achfe des Syſtems nennen wollen, auf der 
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$. 27. Ebene ber xy ober tu fenfrecht ift, fo ergiobt fich aus. ber zweiten fo ebay 
gemachten Benterfung, daß die Polarebene eines Punkles ben Perpenbitel 
enthält, welcher von biefern Punkte auf die Achſe des Syſtems gefällt wird. 
Für den Winkel o., welchen biefelbe Polarebene mit der auf ber Achfe dee 
Syſtems fenkrechten Ebene der xy nber tu bildet, finden wir aus ber Glei⸗ 
hung (5) zufolge (5.6. $.10) 

a . 7 2 

008.0; = — ode" tangu, = E * 
Die Tangente dieſes Winkels iſt alſo dem eben erwaͤhuten Pervendikei pro⸗ 
portional, und die Polarebenen aller, gleich weit von der Achſe des Syſtems 
entfernten Punkte machen daher mit dieſer Achſe gleiche Winkel. Wenn die 
Lage ber Achſe und die Conſtante a gegeben find, fo laͤßt ſich die Polar: 
ebene eines jeden Punktes leicht conftruiren; denn man darf nur von Biefem 
Punkte eine Senkrechte auf die Achfe fällen, und durch dieſe Linie eine 
Ebene legen, welche mie der Achfe einen Winkel bildet, deſſen trigonometri⸗ 


x fche, Tangente gleich — Sir wo p die Länge des genannten Perperdikels iſt. 


Bei der in Ride ſtehenden Art der Reciprocitaͤt giebt es unzaͤhlig viele 
Gerade, welche mit ihren reciproken zuſammen fallen. Denn ſi 
y-mz+m ; Xx— nn (6) . 
bie Gleichungen einer Geraden, fo find, wie fich aus den Gleichungen (7) 
im $.23. ergiebt, wenn wir ſtatt der Gleichung (1) des $.23. die Gleichung 
6) des gegenwärtigen $. zu Grunde legen,  " 
n—mt+3=0 ; nu—mi=a , 
ober, wenn wir t und u durch v ausbrüden, 
a 
u= —— — (a4) ; t= mn — — — (nv+n) 02 
die Gleichungen ihrer reciprofen Geraden. Beibe Gerade fallen aber, wie 
wir fehen, in eine einzige zuſammen, wenn 
‚ nam—-ımM =a (8) 
ift, und da diefe Gleichung (8) auf ungählig viele Arten befriedigt werben 
kann, fo giebt es ungählig viele Gerade, welche mit ihren reciprofen coin⸗ 
diciren. Eine Gerade, welche mit ihrer reciproken zuſammen faͤllt, beit eine 
Doppellinie. 


Aufgabe | 42]. Es fol der Ort aller Doppellinien gefunden wer: 
den, welche fich in einem und demfelben gegebenen Punkte ſchneiden. 
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Es ſey x'y’z’ irgend ein gegebener Punkt, fo werden alle ihn enthal- 5. 2 


tenden Geraden durch die Gleichungen 
a—-y=-m(-z) ; t-xX =ulv-zZ) 
dargeftelft, wenn wir m und n unbeſtimmt Taffen. Sollen dieſe Geraden 
Doppellinien ſeyn, ſo giebt die Gleichung (8), wenn wir darin m— y— 
und n’ = x’—nz’ feßen, die Bedingung 
m—ıy=34 . 
Eliminiren wir zwiſchen dieſen drei Gleichungen m und n, fo kommt 
av—z) = Xu— yt | 

als Gleichung des geſuchten Ortes, welcher alſo eine Ebene und zwar die 
Polarebene des Punktes xy’z ift. 
| Es liegen daher alle Doppelinien, welche durch einen gegebenen Punkt 

gehen, in des Polarebene diefes Punktes. Umgekehrt gehen alle in einer 
Ebene liegenden Doppelliinien durch den Pol diefer Ebene; und jede in einer 
beliebigen Ebene liegende, durch deren Pol gehende Gerade ift eine Doppellinie. 


Lehrſatz [11]. Jede Gerade, welche Zwei reciproße Gerade zus 

gleich fchneider, ift eine Doppellinie. 

Es feyen 
y=zuz+wW ; x=-vz+rV (9) 
die Gleichungen einer Geraden, welche irgend eine Gerade (6) und zugleich 
ihre reciprofe Gerade (7) ſchneidet. Dann liegt die Gerade (9) ſowohl mit 
der Geraden (6) ald mit der Beraden (7) in einer Ebene, und wir haben, 
sufolge $.8. (G. 2). 
(nm — nm’) + (Yu— vu) = man) + la) 

. 2+(nm— m) (Yu — vu) = al(ym — ne’) + (nu — vm’)]. 
Subtrahiren wir die zweite Gleichung von der erfien, nachdem wir diefe mit 
a multiplicirt haben, und bividiren den Reſt durch mm—nm’—a, fo fommt 

WFu-rn)-a=0 ,. 
welches Die Gleichung ift, die zufolge (8) ausdrückt, daß bie Gerade (9) 
eine Doppellinie fey. 
Es läßt fich auch leicht zeigen, daß jede Doppellinie, welche irgend 
eine Gerade ſchneidet, auch die reciprofe Gerade diefer legteren trifft. 


Vermittelſt der bier betrachteten Art der Neciprocität kann bie Aufgabe 
gelöft werden: 


= 


$. 27. 
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Zu irgend einem gegebenen Polyeder ein anderes zu con- 
firuiren, welches eben fo viel Eden und Flaͤchen, als bag erfigee 
Flächen und Eden.hat, und deffen Eden in ben (erweiterten) 
Klächen bes erfiern liegen, deſſen (erweiterte) Slächen aber bie 
Ecken des erftern in fi enthalten. Denn ſieht man eine jede Ecke 
des gegebenen Körpers als einen Punkt des einen Syſtems an, und con: 
ſtruirt deſſen Polarebene, fo wird fie dieſen ihren Pol enthalten; es werden 
aber zugleich alle Polarebenen derjenigen Eden, welche Edpunfte einer 
Seitenfläche find, fih in einem Punkte, dem Pol diefer Seitenebene, ſchaei⸗ 
den, und biefer Punkt wird ſich auf biefer Seitenebene des gegebenen Po- 
lyeders befinden. Saͤmmtliche Polarebenen werden daher im Allgemeinen 
ein Polyeder begrenzen, deſſen Seitenflaͤchen durch die Ecken des gegebenen 
gehen und deſſen Eckpunkte ſich auf den Seitenflaͤchen des gegebenen 
befinden. 


Wir wollen noch eine Bemerkung, die in Rede ſtehende Art der Reci⸗ 
procitaͤt betreffend, hinzufuͤgen. Wir haben oben geſehen, daß einem Punkte 
immer dieſelbe Polarebene entſpricht, man mag ihn als zu dem einen oder 
zu dem anderen Syſteme gehoͤrend betrachten. Nun kann aber die gegen⸗ 
ſeitige Lage der beiden Syſteme, und zwar auf verſchiedene Weiſe, ſo geaͤn⸗ 
dert werden, daß dieſe Eigenſchaft auch bei der neuen Lage Statt findet, 
wodurch denn aber allerdings die Haupteigenſchaft wegfaͤllt, zufolge welcher 
jeder Punkt in ſeiner Polarebene liegt. Errichten wir nämlich auf ber ge⸗ 
meinſchaftlichen Achſe beider Syſteme in irgend einem Punkte irgend eine 
Senkrechte, und drehen das eine der beiden Syſteme S um dieſe Linie, bis 


die Drehung zwei rechte. Winkel beträgt, fo hat jeber Punkt immer biefelbe 


Polarebene, man mag ihm als einen Punkt bes Syſtems S ober bed Sy 
ſtems & anfehben. Denn find 
z=h; y=tagß-x 


die Gleichungen der auf der Achſe errichteten Senfrechten, und fransformi- 
ren wir zunaͤchſt die Gleichung (5), indem wir fie auf ein anderes recht: 
winkliges Coordinatenfpfiem beziehen, in welchem die neue Achfe der z oder 
v mit der alten Achfe, die Achfe der x oder t aber mit ber genannten Senf- 
rechten zufammen fällt, fo haben mir 

z=z+h ; y=nflxhosfy ; x= cf —sinf-y ; 

v=v+h ; u=snPßt+cosßpu ; t = coßt—snf-u 

zu 
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zu feßen, wodurch bie Steichung {1) die Form 
| a(v+h)—a(z+h) = (e0sß-x — smP-y)(sinß- tr cosß u) 
— (einß-x +cosß-y)(cosß-t—ginf-u) - 

befommt, die fich aber, nach dem Aufheben der Parenthefen, von felbft wie: 
der auf 

av— a2 = xu—yt © 
zuruͤckziehet. Drehen wir nun das Syſtem xyz um die jetzige Achſe der 
x, telche auf der Achfe der z und v fenkrecht, fonft aber ganz beliebig ift, 
und zwar um zwei rechte Winkel, fo haben wir z= —z ; y=—Yy 
und x = x zu fegen, wodurd wir aus ber legten Gleichung (1) 

av az = xu+Yt -.....(10) 
erhalten. Da nlın diefe Gleichung in Beziehung auf vu.z, yuu, Xxu.t 
ſymmetriſch ift, fo entfpricht einem Punkte x,yız, immer diefelbe Polarebene, 
man mag ihn als einen Punkt in dem unverrückt gebliebenen Spfteme tuv, 
oder als einen Punkt in dem, in veränderter Lage befindlichen Syſteme 
' xyz anfehen. Es liegen aber nunmehr nur diejenigen Punkte in ihren Po⸗ 
larebenen, deren Eoordinaten x, y, zZ, wenn man fie an bie Stelle von t, 
u, v in die Gleichung (10) fegt, diefe Gleichung befriedigen, alſo nur Dies 
jenigen Punkte, zwiſchen deren Coordinaten die Gleichung 


az = xy (11) 
Statt findet. 
® $. 28. 

Zu der dritten fpeciellen Urt ber Neciprocität, welche wir conifche 
Neciprocität nennen wollen, fönnen wir gelangen, wenn wir die Bedins 
gung feftfegen, daß die Coordinaten des Mittelpunktes im Syſteme xy2, 
welche, wie mir geſehen haben, die Gleichungen (12) in 6. 23. befriedigen, 
auch der Gleichung 

a’z+-b"yHrcl’x+1l= 0 
Genüge leiſten, fo daß diefe Mittelpunfts-Coorbinaten, die. wir durch x,, 
Yır Zı bezeichnen, für x, y, z gefest, den Gleichungen 

az+-byrcxı+d=0 ; Az+b’y+clı+"=0 ) a) 

aZz+ b'y +cx+td = 0 ; az + b”y +0.'z+d”= 0 
gleichzeitig genügen. Die Relation, welche swifchen den Conftanten a, b, c, 
d, a ꝛc. Statt haben muß, wenn die hier gemachte Bedingung erfüllt wer: 
den foll, koͤnnten wir finden, wenn wir bie drei Größen x, y,z zwiſchen den 
vier Gleichungen (1) eliminiren. Wir führen dieſe Elimination nicht aug, 


da wir dieſer Bebingungsgleichung nicht bedürfen. 
I. 10 


* 
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Multipliciren wir eine jebe ber brei erſten Gleichungen (1) mis einem 
noch unbeſtimmten Factor v, u, t, und addiren bie Producte zu ber vierten 
Gleichung, fo erhalten wir 
v(az +by + cx+d) + Ulaz + b’y-#cx -+-d) + t(a’z-+b"y+c’x-+d”) 

+ az + b”y + ex + 1 = OÖ ‚ 
eine &leichung, der wir auch die Form 


| (avra ura't+2”)z + (bv+bu+ bt + b)y-+(lev+cdurct+c")x 


+dv+durdi+t= 0 


geben koͤnnen, und welche, in Solge der Gleichungen (1) von ben beftimm- 


ten Wertben xı, Yır Zı befriedigt wird, was auch immer t, u und v feyn 
mögen, fo daß wir die ibentifche Gleichung 
(av-+au+ a’t-+-a”)z,+ (bv-+b u+b"+bN)yı +(evHeu-re’t+c")x, 
+dv-durd'i+-1= 0 
haben. Legen wir daher den noch unbeftimmten Groͤßen t, u, v ditſenigen 
Werthe t,, Ur, Vı bei, welche die Gleichungen 
av+aura’tra"=0; bv+burb’t+b”"=0 ; ev+cu+c’t+c"=0 (2) 
gleichzeitig befriedigen, fo wird durch diefelben Wenhe auch der Gleichung 
v+durdi+1=0 
genügt werden. Nun find aber bie Gleichungen (2) mit den Gleichungen 
(13) des $.23. identifch; daher koͤnnen wir t,, Ur, vi als die Mittelpunkts⸗ 
coordinaten des Syſtems tuv befrachten; und es folgt umnach: Wenn bie 
Eoordinaten X, , Yır. Zı des Mittelpunftes im Spfteme xyz bie Gleichung 
a“ z+b"y+c"x-+1 0 
befriebigen, fo befriedigen auch die Coordinaten t,, Wr Vı des Mittelpunftes 
im Spfleme tuv die Gleichung 
dv+-du+di+1l=V, ' (3) 
und umgekehrt. 
Nehmen wir nun ben Mittelpunkt des Syſtems xyz zum Anfangs: 
punkte der x, y, zZ und ben Mittelpunkt des Syſtems tuv zum Anfangs: 
punfte der t, u, v, fo verfchmwinden, bei der conifchen Neciprocität, in Folge 


‚ber Gleichungen (1,2,3), alle conſtanten Glieder in den Gleichungen (1,2) 


des $.23., und wir haben flatt berfelben 
(a2+-by-+cx)v+(az+b’y+c’x)u+(a' z+bYy +l)t=0 ; (9 
(av+au+a't)z+(bv+bu+rb’)y+(ev+cdurcüx=0 . (5) 


Einem Punfte xyz entfpriht nun bie Polavebene (4), welche, wie wir 
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ſehen, durch den: Anfangspunkt der t, u, v, b. i. durch den Mittelpunkt de $. 28, 


Syſtems tuv. gehet. Aber wicht bloß einem Punkte entfpricht‘ diefe Polar⸗ 
ebene (4), fondern fie entfpricht auch allen anderen Punkten, velche mit 
jenem Punkte und dem Mittelpimfte des Syſtems xy2z auf: einer Geraden 
liegen, weil die Gleichung (4) ‚unverändert bleibt, toenn wir die Werthe von 


x, Y, 2 fo ändern, daß die Duotienten zZ und = conftant bleiben. Einer 
durch den Mittelpunkt des Syſtems tuv gehenden Ebene, deren Gleichung 


| v=mi+rn (6) 
feyn mag, entſpricht derjenige Punkt, deſſen Coordinaten die Gleichungen 
az-+-b'y-+ cx ‚az+by+rcx _ 
aerbprer a 7 2 N 27 


oder, was daffelbe ift, die Gleichungen Ä 
az+by+cx+m(az+by-+cx)=0 ; a "z4-b" yhe'sHnfasrby-eer) = =0 
befriedigen. Diefe Gleichungen beftimmen aber x, y, z nicht vollftändig, 


fondern nur die Duotienten a und =. Es entfpricht daher einer, durch 


den Mittelpunkt des Syſtems tuv gehenden Ebene (6) nicht ein einziger 


beftimmter Pol, fondern es entfprechen ihr alle Punkte einer beftiimmten, 
durch die Gleichungen (7) dargeftellten, den Mittelpunkt des Syſtems xyz 


enthaltenden Geraden. Auf ähnliche Weile verhält e8 fich mit den Punkten M 


im Spfteme tuv ud den Ebenen im Syſteme xyz. — Einer nicht durch 
den Mittelpunkt gehenden Ebene, v= mu--nt-+p, entfpricht Fein. Punkt, 
ba diefe Gleichung nicht mit der Gleichung (4) identificirt werden Fann. 
Bei der conifchen Neciprocität entfpricht alfo einer, durch ben 
Mittelpunft des einen Syſtems gehenden Ebene eine durch den Mittelpunkt 
des anderen Syſtems gehende Gerade, und umgekehrt. Diefe Gerade und 


jene Ebene nennen mir in Beziehung auf einander Polsrlinie und Po: 


larebene. 
Menn bie Sleihungen einer Polarlinie 

y=-h; x=oz 6) 
gegeben ſind, finden wir die Gleichung ihrer Polarebene dadurch, daß wir 
für y und x ihre Werthe aus den Gleichungen (8) in die Gleichung. (4) 
fegen, wodurch fich, nach der Divifion durch z, 
(ar +bP+ca)v+(@y+bP+caju+(a'y+b’P+ce)t = 0 (9) 
als die Gleichung der Polarebene engiebt. 
10* 


(7) 


5. 28. 
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Wie wir aus ber Gleichung (6) einer gegebenen, durch ben Mittel: 
punkt gehenden Ebene, die Gleichungen (7) ifetr Polarkinie finden kounen, 
haben. tif ſchon oben gefehen. Wenn aber nur ein Punkt nV jener Ebene 
oder, was baffelbe, die biefen Punks mit dem Mittelpunkte verbindende 
Getabe in der Ebene gegeben ift, fo ift die Ebene nicht gänzlich beſtinmct, 
und deshalb ift auch bie Polarlinie der Ebene nicht vollig beſtimmt, fon- 
dern nur bie Relation | | 
(az +by +cx)V +(az-+b’y+cx)u (az +b’y+c' dt =0, (MW) 
welche aus der Gleichung (4) durch Subftitution von t, u, v für t, u v 
hervorgebet, und welcher wir die Form 

(va Hat) + (bV--bu HbU)y+(leV +cW+ct)x = 0 (11) 
geben Eönnen. Der Ort der Polarlinien aller Ebenen, Welche durch einen 
Punkt tu'v’ gehen, ift folglich die durch die Gleichung (11) ausgedruͤckte 
Ebene; und da durch dieſelbe Gleichung (11) die Piglarebene bed Punktes 
tu'v dargeſtellt wird, fo folgt, daß der Ort der Polaslinien aller Ebenen, 
welche durch den Mittelpunkt O und durch einen Punkt, P gehen, die Por 
Sarebene dieſes Punktes P if. Da nun bie Polarlinie OP an die Stelle 
des Punktes P gefegt werben kann, fo haben wir folgende allgemeine Ei- 
genfchaft der conifchen Reciprocität: Die Polarlinien von brei oder 
mehreren Ebenen, welche fich in einer Polarlinie OP fchneiben, 
liegen in einer Ebene, der Polarebene der Linie OP; und um; 


gekehrt, die Polarebenen von drei oder mehreren Polarlinien, 


welche in einer Ebene liegen, ſchneiden fich in einer Linie, der 
Polarlinie dieſer Ebene. 

Trangformiren wir die Gleichung (4) in Polarcoordinaten der vierten 
Art, indem wir die Polarcoordinaten des Syſtems xyz durch u, 7’, t, und 


diejenigen des Syſtems tuv durch u”, 7”, t“ bezeichnen, fo erhalten mir, 


vermittelft der (5.10 $.1) 

(aigr'+bigt +c)tgr”+(altgr’+b’igt’ + Vigt’ +a'tgr’+b"igt+c”=0, (12) 
eine Gleichung, welche mit derjenigen, durch melche die Neciprocität ebener 
Syſteme ausgebrücdt wird (L $.19. ©. 1), diefelbe Form bat. 


Wir können bie beiden Syſteme in eine folche gegenfeitige Lage brin- 
gen, daß einer jeden Geraden bdiefelbe Polarebene, und umgefehrt jeder 
Ebene diefelbe Polarlinie entfpricht, man mag jene Gerade und diefe Ebene 
als zu dem einen oder zu dem anderen Syſteme gehörend betrachten, eine 
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Lage, die wir die rectprofe nennen. Denn eben fo, wie wir bie Gleichung 6 28. 
(15) des 9.25, auf_die Form (24) des $.25. gebracht haben, koͤnnen wir | 
auch die obige Gleichung (4) auf die Form 

Mzv + Nyu+Pxt = 0 (13) 
bringen, wo wir anterx, y, z und t, u, v rechtwinklige, auf biefelben Ach⸗ 
fen begogene Coordinaten verftehen. 

Eine befondere Erwähnung verdient der fpecielle Sal der conifchen 
Neciprocität, in welchem in der Gleihung 13) M=-N=P if, und 
Diefe Gleichung fish alfo auf . 

 W+-yu+rxt=0 (14) 
rebucirt. Bei dieſer befondern Art der Reciprocität entfpricht einer Geraden, 
deren Gleichungen 

g' c08y-Y sS. ; 0085 x u 0080-2 | 1 

eine Polarebene, beren Gleichung a 

.008Y- vH+eoosß- U+o0sa.x = 0 
it, woraus wir feben, daB jede Polarlinie auf ihrer Polarebene ſenkrecht 
ſteht. Jede zwei Geraden ſchließen daher denſelben Winkel ein als- ihre 
Polarebenen. Stehen demnach zwei koͤrperliche Ecken in der durch die 
Gleichung (14) ausgedruͤckten Reciprocitaͤt, fo find die Neigungswinkel iu 
der einen den. ebenen Winkeln in der anderen, und die ebenen Mintel Mr 
der erſten den Neisungswinlein in der zweiten shi. 





Bon den Eylinderfläcen. j 


8. 29. 


Wenn eine Gerade ſich im Raume beiwegt, fo erzeugt fie eine Fläche, 
welche im Allgemeinen feine Ebene, fondern eine Erumme Släche iſt. Sjebe 
Zläche, welche von einer geraden Linie erzeugt ift, oder son einer geraden 
einie erzeugt werben kann, heißt eine gerablinige Släche (surface reglee). 

Bewegt fich bie erzeugende Gerade einer unveränderlichen Richtung pa⸗ 
tallel, ſo heißt die erzeugte geradlinige Fläche Eylinderfläce. Iſt die 
Michtung det ergeugenden Geraden und außerdem eine-Eurve gegeben, welche 
von biefer Geraden während ihrer Bewegung beftändig gefchnitteri wirb, fo 
iſt die Eylinderfläche beftimmt, individualifirt. Diefe Eurve, welche offenbar 
auf der Eylinderfläche liegen wird; und welcher jede andere auf dieſer Fläche 
liegende Eurve fubftituirt werden kann, heißt die Directrig der Eplinderfläche. 


Aufgabe [43]. Die Richtung der erzeugenden Geraden, und die 
©leichung einer, in einer der Coordinatenebenen liegenden, zur Directrig 
. genommenen Curve find gegeben. Es foll die Gleichung der Eylinders 
fläche gefunden werden. | 

Es feyen x, y, z rechtwinklige oder fchiefwinklige Coorbinaten; 

f&,y) = 0 j (1) 
fen die gegebene Gleichung der in ber Ebene ber xy, befindlichen Direc- 
trig, und 

az+by+cx+d=0 ; az+by+rcı+d=0 (2) 
feyen bie gegebenen Gleichungen zweier Ebenen, deren Durchfchnittslinie der 
gegebenen Richtung parallel if. 

Sebe der gegebenen Richtung parallele Gerade läßt fich durch bie Glei⸗ 
chungen 
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z+by+rox+d=eo ; arbyres+d=«d (3) 
ausbräcden. Da nun bie ergeugende Gerade nicht nur jener Richtung pa⸗ 


rallel ſeyn, fondern auch bie Eurve (1) ſchneiden fo, und ba für jeden 
Puntt dieſer Curve 


2 * © nn (4). 
if; fo muͤſſen wir, wenn bie Gleichungen (3) bie ergeugende Gerade: dar: 
Bellen ſollen, den Größen x und « nur folche Werthe beilegen, daß bit 
vier Gleichuugen (1), (4) und (3). zugleich. beſtehen Fünnen. Wir eliminiren 
Daher zwiſchen ben vier Gleichungen (1), (4) u. (3) die drei Größen x, 7 
2, und ethalten dadurch eine Gleichung zwiſchen den Größen a. und a’, 


bie wir durch 
| 9.(u,e') _ 0 oo 6). 


bezeichnen. Setzen wir jetzt in dieſe Gleichung (5) (dr a und « bie ihnen 


gleichen Ausdruͤcke (3), fo kommt 


ylazgby+ex+d), (dz-+by red =; Ä 6G 


welches die verlangte Gleichung der Cylinderflaͤche iſt. 

Wir ſehen hieraus, daß ſich die Gleichung,.einer jeden Eylinderflache 
unter der Form (6) darſtellen laͤßt. Dieſe Gleichung (6) iſt, wenn g.eine 
willfürliche Function bedeutet, die, allgemeine Gleichung der Eplin 
berflächen. 

Da wir bie erzeugende Gerade auch immer durch bie Gleichungen | 

x-z=a; y-bz=« .. MD 
darftellen koͤmen, worin a und b conflante, & und a aber veraͤnderliche 


Größen bedeuten, fo koͤnnen wir auch x, y, z zwiſchen den Gleichungen 8 


(4) u. (7) eliminiren, wodurch wir wieder die Gleichung 
fe, )=0 . (8) 
bekommen, i in welcher wir für & und a’ die Ausdrücke (7) zu ſeben haben, 
und dadurch zu der Gleichung u 
fi@-—ar) , W- bt -0 . © 
gelangen, welche, wenn £ eine willkuͤrliche Function bedeutet, ebenfalls als 
die allgemeine Gleichung der Eylinderflaͤchen genommen wer⸗ 
den kann. 
Hierbei iſt beſonders noch Folgendes zu bemerken. — 
Wenn die gegebene Richtung diejenige der Achſe der z. ir fo ki in 
den Gleichungen (")a—b = 0 und dadurch gehet die Sleichung 8 
der Cylinderflaͤche in 
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f(x,y) = 0 (10) 
über, welches wieder bie Gleichung (1) iſt. Diefe Gleichung (1), weiche, 


in Verbindung mit der Gleichung 2 = 0 (4), eine Eurve in ber Ebene der 


xy ausdrückt, ftellt daher, für ſich allein betrachtet, eine Cylinderflaͤche bar, 
und zwar biejenige, deren Directrig jene Eurve if, und Deren erzeugende 
Gerade ber Achfe ber z parallel läuft. Es if auch von vorn herein klar, 
daß bie Gleichung einer Cplinderfläche, deren erzeugende Gerade ber Achſe 
ber z parallel ift, Die Größe 2 nicht enthalten kann; denn errichtet: man in 
einem Punkte ber, in ber Ebene ber xy liegenden Directrir eine der Achſe 
der z parallele Ordinate, fo fällt dieſe mit der erzeugenden Geraden zuſam⸗ 
men, und trifft fomit die Eplinderfläche nicht in einem oder mehreren bes 
ſtimmten Punften, fondern fie hat mit diefer Flaͤche unendlich viele, conti- 
nuirlich auf einander. folgende Punkte gemein; demnach bleibt z unbeſtimmt, 
und nur die Eoordinaten x und y flehen zu einander in einer beftimmten 
Relation, und zwar in derfelben, welche zwiſchen den Coordinaten der Di⸗ 
rectrix Statt findet. 

Jede Gleichung zwiſchen zwei Coordinaten x, y, beide in der Ebene 
der xy eine Eurve barftellt, drückt demnach eine Eplinderfläche aus, und 
zwar diejenige, welche von einer Geraden erzeugt wird, bie fich, indem fie 


“fortwährend die genannte Curve’ fchrreidet, der Achfe der z parallel bewegt. 


Sol daher nur eine Eurve in der Ebene der xy ausgedrückt werben, fo 
ift ihrer Gleichung zwiſchen ben Coorbinaten x, y noch die Gleichung z = 0 
hinzu zu fügen. 
Die folgende Aufgabe enthält einen ſpeciellen Fall der vorigen. 
Aufgabe [44]. Die Richtang der erzeugenden Geraden iſt durch 
die Gleichungen | 
x=mz ; y-ız | f .aı) 
und die Directrig durch die @Bleichungen 
| } ay’+2bxy+-cx"+2dy+2e+1l=0 ; z=0 | (12) 
gegeben. Es foll die Gleichung der Cylinderflaͤche gefunden werden. 
Zufolge der Gleichung (9 haben wir unmittelbar 
a(y—nz)?+2b(x-inz)(y—nz)++c(x—mz)?-+2d(y—nz)-+2e(s-mz)-+1=0 
oder, was daſſelbe ift, .. 
(an? + 2bma rom?) +ay? + 0x 24 2bxy—-Abn-Ham)az— Xan-+ bm)yz 
. u a idia-ema-Ady +2 rl . (13) 
ale die orrlange Gleichung der Eplinberfläche 
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Diefe Flaͤche heißt Cylinderflaͤche des zweiten Grades, und zwar ift Die 6. 29. 
Gleichung (13) Die allgemeinfte Gleichung derfelben, welche, wie man ſ eht, 
ſieben Conſtanten enthaͤlt. 

Sind | 

| Ay: tb’? = ab’ ; z=0 | 
oder | 
y„”’=px ; z=0 
die Gleichungen der Directrix, fo erhalten wir, ſtatt der Gleichung (13), 
x (a?n? = b*m?)z? + a’y? & b?’s? = 2b?’mxz — 2a’nyz = a?b? 
ober 
n?2? + y? — Znyz + mpz — px = 0 

Drückt die erfte Gleichung (12), als Gleichung einer Curve in der Ebene 
ber xy betrachtet, das Syſtem zweier Geraden aus, fo wird die Gleichung 
(13) dag Spftem zweier Ebenen darftellen, welche jene Geraden enthalten 
und der Richtung (11) parallel find; denn wenn fich die erfte Gleichung 
(12) in zwei reelle Sactoren vom erften Grade zerlegen Täßt, fo wird fich 
offenbar auch die Gleichung (13) in zwei reelle Factoren vom erften Grade 
zerlegen laſſer, von welchen ein jeder eine Ebene ausdrückt. Druͤckt Die 
erfte Steichung (42) nur einen reellen Punkt oder druͤckt fie eine imaginaire 
Eurve aus, fo wird auch die Gleichung (13) nur eine, der Richtung (11) 
parallele Gerade oder eine imaginaire Cylinderfläche darftellen. . 

Eben fo wird die Gleichung (6) oder (9) das Syſtem mehrerer Ebe⸗ 
nen oder das Syſtem mehrerer Geraden, oder endlich eine imaginaire Cy⸗ 
linderfläche ausdruͤcken, wenn die Gleichung (1) dag Syſtem mehrerer Ge⸗ 
raden, oder das Syſtem mehrerer Punkte, oder endlich eine imaginaire 
Curve darſtellt. 


Aufgabe [45]. Eine Gleichung zwiſchen den Coordinaten x,y,2 
eines Punktes ift gegeben; es foll unterfucht werden, ob diefe Gleichung 
eine Eylinderfläche ausdruͤckt. 


Enthält die gegebene Gleichung nur zwei von den drei Coordinaten, 
z. B. nur & und y, fo drückt fie, nach dem vorher Geseigten, immer eine 
Cylinderflaͤche aus, unter welcher aber auch das Spftem mehrerer Ebenen, 
oder mehrerer Geraden begriffen ift, und welche auch imaginair*feyn Fanın. 

Enthält aber die gegebene Gleichung alle drei Eoordinaten x, y, Z, 
fo muß fie fich auf die Form f[(x—az) , (y—bz)] bringen laffen, wenn 
fie eine Eylinderfläche ausdrücken ſoll. Um gu entfcheiden, ob dies ber Fall 
ſey, ſetzen wir s-z=t ,„ y-bz=u, woraus x=az.+Ht |, 
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6.29. y = bz-+ru folgt; dieſe legten Ausdruͤcke fubfkituiren wir in bie gegebene 


Gleichung für x und y, und ordnen fie nun nach z, wodurch wir eine 
Gleichung von der Form 

A, r Az A2ꝰ A2 He 20 
erhalten. In diefer Gleichung enthält A, von den. neu eingeführten Sräßen 
weder a noch b, fondern nur t und u; A,, As ze. enthalten aber im All⸗ 
gemeinen a, b, t und u. Läßt fih nun für aund b ein Paar conflanter, 
‚ reeller Werthe finden, welche fämmtliche Eoefficienten von z verſchwinden 
machen, d.i. für welche zu gleicher Zeit 

A=0; ,=0 ; A=0; x 
ohne daß für t und u beſtimmte Werthe, oder zwifchen t und. u eine andere 
Relation, als die durch die Gleichung 
A *0 

außgebrüdte, gefeßt wird; fo ſtellt die gegegebene Gleichung eine Cylinder⸗ 
fläche dar, und dieſe Eylinderfläche begenerirt in ein Syſtem von Ebenen 
oder Geraden, oder in eine imaginaire Släche, je nachdem jene Gleichung, 
A, = 0, wenn darin t und u als Eoordinaten in ber Chene angefehen 
werden, ein Spflem mehrerer Geraden oder mebrerer Punkte, oder eine ima⸗ 
ginaire Eurve darſtellt. 

. $. 80. 

Legen wir durch eine Cplinderfläche eine Ebene, welche der Richtung 
ber erzeugenden Geraden parallel ift, fo wird dieſe Ebene die Eylinderfläche 
im Allgemeinen in einer oder mehreren Geraden fchneiden; ift dieſe Ebene 
aber jener Richtung nicht parallel, fo wird ihr Durchſchnitt auf der Cylin⸗ 


derflaͤche eine ebene Curve bilden. Offenbar fönnen wir auch dieſe Curve 


zur Directrie nehmen, und wir werden dieſelbe Cylinderflaͤche erhalten, wenn 
wir nur die Richtung der erzeugenden Geraden unverändert laffen. 
Iſt demnach) | 
p|(x-a) , (YV- b2)) = 0 
die Gleichung einer gegebenen Eylinderfläche, und nehmen wir irgend eine, 
diefe Fläche in einer Curve ſchneidende Ebene zur Ebene der xy, eine, der 
Richtung der erzeugenden Geraden parallele Linie aber sur Achſe der z; ſo 
wird die gegebene Gleichung dadurch in 
f(x, y) = (0 (1) 

transformiet werden; und insbeſondere wird dieſe Gleichung (1) auf ein 
rechtwinkliges Coordinatenſyſtem ſich beziehen, wenn die genannte Ebene 
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j ſenkrecht auf der Sichtung der erzeugenden Geraden, und bie Achfen ber x 6. 30. 
und der y fenfrecht auf einander angenommen find. Wir koͤnnen alfo jede 
Eplinderfläche durch eine Gleichung von der Form (1) ſowohl in fchiefwinf: 
ligen als in rechtwinfligen Coordinaten ausdrücken. 

Es folgt zunächft hieraus, daß alle Schnitte, welche parallele Ebenen 
auf einer Eplinderfläche bilden, vollkommen gleiche Eurven find. Denn bie 
Gleichung (1) druͤckt ſowohl die Cylinderfläche als ihre Directrig in der. 
Ebene der xy aus, und wenn wir die Ebene.der xy mit fich felbft parallel 
verlegen, fo. haben wir, um bie Gleichung (1). zu trauſsforviren, x= x, 

=y ud z=2z+h gu feßen, wodurch diefe Gleichung (1) nicht ge 
ändert wird. - Da nun aber diefe felbige Gleichung (1) auch die Curve aus: 
drückt, in welcher die neue Ebene der xy die Cplinderfläche fchneider, fo 
folgt, daß beibe Eurven einander gleich find. 


Lehrſatz [12]. Werden durch eine gerade Kinie, welche auf der 
Richtung der erzeugenden Geraden einer Eylinderfläche fenkrecbt fi 
zwei Ebenen gelegt, welche gegen jene Richtung gleich geneigt find; fo 
Schneiden fie,die Eylinderfläche in gleichen Eurven. 


Wir nehmen die gerade Linie, durch welche die beiden Ebenen gelegt 
werden, zur Achſe der x, eine, der ergeugenden Geraden parallele Linie zur 
Achſe der z, und die Achfe der” y fenkrecht auf den beiden andern Ychfen. 
Die Gleichung der Eplinderfläche ift dann, nach dem vorher Gezeigten, in 
dieſen rechtwinkligen Coordinaten, 


kC,) * 0 . (1) 
Bilder nun die eine, durch die Achſe der x zu legende Ebene mit der Ebene 
der. xy den Neigungswinkel 9, fo bildet offenbar die andere mit: der Ebene 
der xy den Neigungsmwintel — I. Wir haben alfo, um bie erſte Durch⸗ 
ſchnittscurve zu finden, zufolge $.13. (5.26), 
| x=xX ; yeyo% ;, z= ysnd . 
in die Gleichung (1) zu feßen; und da cos” = cos(— 9), zur Auffindung 
Der zweiten Durchfshnittscurve, 

x=xX ; y=ycoosö ; = —- ysnd . 


in die Gleichung (1) zu fubftituiren. Da aber z in der Gleichung (1) nicht 
sorfommt, fo erhalten wir für beide Curven ungenfcheinlich Diefelbe, auf 
rechtwinklige Achſen bezogene, Gleichung, und dieſe Curven ſind daher 
einander gleich. 


$. 30. 
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CLebrſatz [13]. Irgend zwei Ebenen fchneiden eine Eylinderflädre - 
in affinen Eurven, welde als ſolche von Bemfelben Grade find. 


Nehmen wir, um unferen Sag auf eine einfache Art zu erweiſen, bie 
eine der beiden fchneidenden Ebenen zur Ebene der xz, die andere zur Ebene 
der yz, und ift, in Beziehung auf ein ſolches Eoorbinatenfyften, 

Pla) , (y-bn) = 0 


bie Gleichung irgend einer Eylinderfläche ($.29, &.9); fo ift für alle in 
der Ebene ber.xz liegenden Punkte y == 0, und für alle in der Ebene ber 
yz liegenden Punkte it x = D. Die Gleichungen der beiden, in den ge 


nannten Ebenen liegenden Durchfchnittscurnen find daher refpectise: 


plz-az),—bzl=0; yl-z,(y-bl=4 ; 
oder, wenn wir, zur beſſeren Unterſcheidung, die Coordinaten der erſten Curve 
z und x durch y’ und X bie ber zweiten Curve z und y burch y” und 
x" bezeichnen, 


p \x’-ay)) A by =0; play” , ( J—— 0. 


Von dieſen Ießten beiden Gleichungen gebet aber bie erſte in die zweite 
uͤber, wenn wir 


1 a 
. y-y"— x" . x = — _y" 
b b 


ſetzen, zwei Gleichungen, durch welche die Beziehung der Affinitaͤt ausge⸗ 
gedruͤckt wird (J. $. 16). 

Eine Cylinderflaͤche heißt elliptiſch, hyperboliſch oder parabo⸗ 
liſch, je nachdem die Directrix eine Ellipſe, eine Hyperbel oder eine Para- 
bei zweiten Grades ift. Aus dem vorigen Lehrfage (13) folgt, dag ein 
elfiptifcher Cylinder nur in Elipfen, ein hyperboliſcher nur in Hyperbeln 
und ein parabolifcher nur in Parabeln von Ebenen gefchnitten werden kann, 
da eine Ellipfe nur mit Elipfen; eine Hpperbel nur mit Hpperbeln, und 
eine Parabel nur mit Parabeln in der Verwandtſchaft ber Afinisät ſtehet 
(L. $. 46), 

Ein eliptifcher Cylinder Fann immer, und zwar tim Allgemeinen auf 
zwiefache Weife, in Kreiſen gefchnitten werden; deshalb wird er aud) Kreis 
cplinder genannt. Der Kreiscplinder heißt ein gerader, wenn die Richtung 
der ergeugenden Geraden fenfrecht auf der Kreisebene ik, und ein fehiefer, 
wenn dies nicht Statt findet. Um uns zu uͤberzeugen, daß ein jeber ellip⸗ 
tifche Eylinder in. Kreiſen gefchnitten werden kann, führen wir einen Schnitt 
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ſenkrecht auf der Nichtung ber ergeugenden Geraden. Diefer Durchfchnitt s. 30. 
iſt im Allgemeinen Fein Kreis, fondern eine Ellipfe, und wenn wir beren 
Ebene zur &bene ber xy, die Coorbinaten aber rechtwinklig annehmen, fo 
wird die Gleichung bdiefer Elftpfe, und alfo auch die Gleichung des Eylin- 
ders durch 
| a’y? + b’x? = a’b? 
dargeftellt werden Eönnen. Sühren, wir einen Schnitt durch den Anfange: 
punkt der Coordinaten, fo haben foir, um die Gleihung der dadurch ent- 
ſtehenden Eurve zu finden, nur die Formeln (24) des $.13, in Anwendung 
u bringen, woburd) mir. 
(a?cos?w + b’sin’w) co! Iy"? + (a? — b?)eos psinyycosaxy 
+ (sin y +b?cos’w)x”?” = a’b? | 
erhalten, Sol diefe Gleichung einen Kreis ausdruͤcken, ſo muß, da die 
Coordinaten rechtwinklig find, . . 
coswsnywcsd=(0 | 
(aꝰ cos? b’sin’w)cos® 4 = a’ sin? w + b? cos? ıy 
feyn, woraus 


. a? 
entweder cos Wy = 0 und cos⸗ = Er 
; * b? 
oder anYy=0 md ode — 

- a 


folgt. Nun muͤſſen wir drei Fälle unterfcheiden, nämlich entiweber it a>b - 
oder a<b oder a= b. Sin dem erften alle kann cos? nicht gleich 
a? : b* feyn, und wir haben dann nur my =0, bi. v=0 und 


05% = +); in dem zweiten Falle kann cos’ nicht gleich b? ‚a? 


feyn, und wir haben dann nur cosy = 0, d.i. y=ın und cos? = + ® z; 


in dem dritten Falle iſt csd4 — +1, d.i.I9=0 oder I=nm. Da 
nun u derjenige Winkel ift, welchen die Durchfchnittslinie der gefuchten 
Kreisebene und ber Ebene der xy mit der Achfe ber x bildet, und den 
Neigungsminkel der eben genannten Ebenen bezeichnet, fo fehen wir, daß 
die Kreißebene durch die größere Achſe der Ellipſe und fo geführt werden 
muß, daß fie mit der Ebene der Ellipfe einen Winkel bildet, welcher dem⸗ 
jenigen gleich ift, den ein, von einem Brennpunkte der Ellipſe nach dem 
Scheitel der Eleineren Uchfe gezogener, Leitftrahl mit Biefer Eleineren Achſe 
bildet; und daß es, weil cosı$ zwei gleiche und entgegengeſetzte Werthe hat, 
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6. 30. im Allgemeinen zwei verfchiebene Lagen giebt, in weichen ein eliptifcher Cy⸗ 
linder in Kreiſen geſchnitten werden kann, daß aber ferner fuͤr einen Kreis: 
cplinder nur eine einzige folche Lage exiſtirt. 

Die Gerade, welche durch ben Mittelpunkt der Elfipfe oder des Kreiſes 
parallel mit der erzeugenden Geraden geht, heißt die Achſe der Cylin⸗ 
derflaͤche. 

$. 31 
Legen wir eine Ebene A, welche "mit einer gegebenen Eplinderfläche 
irgend eine ergeugende Gerade d gemein bat, fo wird fie biefe Eylinderfläche 
im elgemenen offenbar noch in einer oder mehreren erzeugenden Geraden 
e, f, g ꝛc. ſchneiden. Die Durchfchnittslinie A’ diefer Ebene A und derje 
nigen Ebene, in welcher fich die zur Directrig genommene Eurve C befin- 
det, wird augenfcheinlich mit der Directrie C denjenigen Punkt a” gemein 
haben, welcher zugleich dieſer Curve C und der Geraden d angehört; und 
biefelbe Gerade A’ wird die Eurve C in noch einem oder mehreren Punkten 
e, f, g ꝛc. fchneiden. Drehen wir die Ebene A um bie Gerade d, fo dreht 
fih die Gerade A’ um den Punkt d’; bei fortgefegter Drehung wird end⸗ 
lich eine det Durchfchnittslinien e mit ber Geraden d, und zugleich der 
Punkt e’ mit dem Punkte d’ zufammenfallen. Die Ebene A heißt in biefer 
Lage, bei welcher zwei Durchfchnittslinien d und e zuſammen gefallen find, | 
bie Berührungsebene oder Tangentialebene in ber Geraden d an | 


der Enlinderflähe. Wir fehen, daß die Durchfchnittslinie A’ der Tangen- 

tinlebene mit der Ebene der Curve C eine Tangente biefer Curve C if. | 
Hätten wir durch den Punkt d’ andere Ebenen gelegt, welche die Cylinder⸗ | 
fläche in anderen Eurven C,, Ca, 2c. fchneiden, fo würden auch biefe als 
‚ Directricen haben genommen werben Eönnen, und die Durchfchnittslinien 

A’), Aa 2c. der Ebene A mit den Ebenen der Eurven C,, Ca, ꝛc. werden 

daher Tangenten diefer Eurpen ſeyn. Wir ſehen alfo, daß eine Tangential- 

ebene einer Cplinderfläche die Tangenten aller ebenen Eurven auf der Cy⸗ 
linderfläche enthält, welche durch einen der Berührungspunfte gehen. 

Sol daher an eine Eplinderfläche eine Tangentialebene gelegt werden, 

welche einen gegebenen Punkt enthält, fo ift weiter nichts nöthig, als durch 

diefen Punkt eine Ebene zu legen, welche die Eylinderfläche in einer ebenen 

Curve ſchneidet; in diefer Ebene an die Durchſchnittscurve diejenige Tarıs 

gente zu ziehen, welche den gegebenen Punkt enthält; fobann durdy den nun 
gefundenen Berührungspunft bie erzeugende Gerade der Eylinderfläche zu 

sieben; endlich durch dieſe Gerade und durch die gegogene Tangente eine 

Ebene zu legen, welche die Tangentialebene ſeyn wird. 
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Man überficht num leicht, daß fich eine Menge Säge von ebenen Eurs 6. 31. 
ven unmittelbar in Säge von Eplinderflächen verwandeln laflen; und um 
nur ein Beifpiel hiervon anzuführen, erwähnen wir den folgenden aus der 
bekannten Eigenfchaft der Ellipſe herfliegenden Sag: „Bei jeber elliptifchen 
Eplinderfläche, oder, was daffelbe ift, bei jedem fchiefen Kreiscylinder giebt 
e8 zwei Gerade F, F’, welche: der Achfe parallel laufen und eine folche Lage 
haben, daß wenn man durch irgend eine erzeugende Gerade d und eine > 
jede diefer Geraden F, F’ eine Ebene B, B’, und in d eine Tangentialebene 
A an ber Cylinderflaͤche legt, diefe Ebenen B u. B’ mit der Ebene A zwei 
gleiche Winfel bilden.” 

' $. 32. 

Zwei Eplinderflächen, beren erzeugende Geraden einer und berfelben 
Richtung parallel find, Eönnen fich nur in geraden Linien fchneiden. Dies 
ift von vorn herein klar; e8 folgt aber auch unmittelbar aus den Gleichuns 
gen folcher Flächen, denn nehmen wir eine, der gemeinfchaftlichen Richtung 
der ergeugenden Geraden parallele, Linie zur Achfe der z, fo find die beiden 
in Rede ftehenden Zlächen durch zwei Gleichungen von der Form 

hi X,y)=0 ; hhl&,y) = 0 (1) 
auszudrücken, und die Coordinaten aller Punkte, welche beiden Cylinderflaͤ⸗ 
chen gemein find, müflen diefe Gleichungen (1) befriedigen. Aus diefen 
Gleichungen erhalten aber x u. y beftimmte, reelle oder imaginaire, Werthe, 
während 2 unbeſtimmt bleibt, und ein jedes Paar sufammengehörender 
reeller Werthe, wie x = a und y — b, drüdt eine der Achfe der z, d. i. 
der Richtung der erzeugenden Geraden, parallele gerade Linie aus; die ge- 
nannten Cylinderflaͤchen Eönnen fich alſo in feinen anderen als in geraden 
Linien fchneiden. Iſt ein Paar zufammen gehörender, reeller Werthe von x 
und y einem anderen Paar folcher Werthe gleich, fo berühren fich die Ey: 
linderflächen in der, durch dieſe Werthe ausgedruͤckten Geraden. 

Zwei Cylinderflaͤchen, deren ergeugende Geraden nicht einer und ber: 
felben Richtung parallel find, fchneiden fich, im Allgemeinen, in einer Linie, 
von der Fein Theil, wie Elein er auch genommen werben mag, in einer 
Ebene liegt, und welche daher eine Curve von doppelter Krümmung 
(eourbe & double courbure) genannt wird *). Nur in befonderen Fällen 


*) Einige der neueren frangöfifchen Geometer verwerfen die Benennung courbe A 
double courbure, aus Gründen, die aufjuführen hier nicht ber Drt if, und fegen dafür 
courbe gauche. 





$. 32. beſtehet die Durchfchnittslinie folcher zwei Enlinberflächen, gänzlich ober zum 
Theil, in einer oder mehreren ebenen Eurven. " 

Um ein einfaches DBeifpiel einer Eurve von doppelter Krümmung - zu 
haben, nehme man zwei gerade Kreischlinder, deren Achfen fich rechtwinklig 
fchneiden. Sind die Nabien diefer Cylinder nicht einander gleich, fo gebt 
der Cylinder mit dem Eleineren Radius durch den mit dem größeren Ra⸗ 
dius hindurch, und die Durchfchnittslinie, die aus zwei gefonberten Theilen 
befteht, ift offenbar von doppelter Krümmung. Nur in dem befonderen 
Salle, in melchem die Radien der beiden Eylinder einander gleich ſind, be 
ſteht die Durchfchnittslinie in zwei ebenen Eurven. Nehmen wir die Ach: 
fen der genannten Cylinder zu Achſen der x und ber y, bie Achſe der z 
aber. fenkrecht auf jenen, fo haben wir als Gleichungen der beiden Eylin- 
berflächen in rechtwinkligen Coorbdinaten: 


y”?+2z —— rn n x? 4 22 = r,> . (2) . 
Sind die Radien r, u. r, einander gleich, fo erhalten wir durdy Sub⸗ 
fraction 
„"’-"=(y+x2)9-9)=0. (3) 


Die Eoordinaten aller Punkte, welche den beiden Cplinderflächen gemein 

find und deshalb beide Gleichungen (2) zugleich befriedigen, müffen noth- 
wwendigerweife auch die Differeng diefer Gleichungen, d. i., im alle der 
Gleichheit beider Radien, die. Gleichung (3) befriedigen; dieſe Punkte wer: 
den alfo in dem eben genannten Falle auf der, durch die Gleichung (3) 
ausgedruͤckten Fläche liegen, welche, wie wir fehen, das Syſtem zweier Ebe- 

nen ift, die auf einander und auf der Ebene der xy ſenkrecht ſtehen. Dem: 

nach befteht die Durchichnittslinie der genannten Kreiscylinder, im Falle 

die Radien gleich find, aus zwei Eurven von einfacher Krümmung, deren 

Ebenen auf einander fenkrecht find, wie wir vorher fchon gefagt haben. 


Jede Eurve im Raume ift durch ein Syſtem von zwei Gleihun 
gen auszudrücken, wenn fie auf rechtwinflige oder fchiefwinklige Coordina⸗ 
tenachfen bezogen wird. Um ung hiervon zu überzeugen, nehmen wir auf 
der Achſe der x einen beliebigen Punkt a, an, und legen burch ihn eine 
Ebene mit der Ebene der ya parallel; dieſe Ebene wird die Curve im 
Raume in einem oder. in mehreren beflimmten Punkten P (die auch imagis 
nair ſeyn Fönnen) fchneiden, welchen Punften P die drei beſtimmten Eoor- 
dinaten Oax, ax pa, Pp:, zugehören (man fehe twegen ber Bezeichnung §. J. 
S. 1 u.2). Von dieſen drei Coordinaten iſt aber nur bie eine, naͤmlich 
03 = x, beliebig angenommen worden; die Größe ber beiden anderen 

' x &,Pz 
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ap. = y und Pp, = z hängt von ber Größe ber arſten ab, und es iſt 5 32. 
fomit fowehl y als 2 eine, Function von x. Bei jeder Eurve im Naume 
find. alfo je zwei Eoordinaten Functionen der dritten. Es find aber von 
brei Größen nur dann je zwei Zunctionen ber dritten, wenn zwiſchen biefen 
drei Größer zwei Gleichungen egiftiren. Jede Eurve im Raume ift daher 
burch dag Gleichungsſyſtem | | 
| RayD)=0 ; F. ., ) ! 
auszubrücen. 

Iſt eine Eurve durch zwei Gleichungen ausgedrückt , fo läßt fie fich 
leicht auch durch ein anderes Gleichungsfyftem darftellen; denn jede Gleis 
Hung, welche durch Combination der beiden genannten entfteht, fanıı an - 
die Stelle von einer derfelben gefetst werben. Wir koͤnnen daher die Curve, _ 
welche durch Die Gleichungen (4) ausgedrückt wird, auch durch die Gleichungen 

| Ed; rt, © 
welche durch Elimination von y und von x aus jenen hervorgehen, dar⸗ 
fielen, worüber indeffen noch Einiges zu bemerken ift, was wir, des beffern 
Verftändniffes wegen, erft fpäter, in $.78, anführen werden. Diefe Glei⸗ 
chungen (5) drücken, einzeln genommen, zwei Cylinderflächen aus, deren er: 
geugende Geraden refpective der Achſe der y und der Achfe der x parallel 
find. Diefe beiden Cylinderflaͤchen, deren Durchfchnittlinie eben die, durch 
das Spftem der Gleichungen (5) dargeftellte Eurve ift, heißen die projicis 
renden Eylinder diefer Curve. jede Curve bat in Beziehung auf drei be 
flimmte Eoorbdinatenebenen drei projicirende Cylinder; die Gleichungen von 
irgend zwei berfelben bilden ein Gleichungsfpftem der Curve, und aug fol 
chen zwei Gleichungen kann die Gleichung des dritten projicirenden Cylins 
ders durch bloße Elimination derjenigen Coordinate, welche in diefen beiden 
Gleichungen zugleich enthalten iſt, hergeleitet werden; fo erhalten wir z. B. 
aus den Gleichungen (5) durch Elimination von z eine Gleichung 
b&,y)=0 ı (6) 
twelche den dritten projicirenden Cylinder der, durch die Gleichungen (5) 
dargeftellten Eure ausdrüdt. Eine jede der Gleichungen (5) und (6) kann 
auch, da fie nur zwei Coordinaten enthält, als die Gleichung einer Curve 
in der Ebene dieſer Coordinaten angefehen werden; fie ſtellt dann diejenige 
Eurve dar, in welcher ein projicirender Chplinder ber Eurve im Raume bie 
- “genannte Eoorbinatenebeme fchneibet. : Die deei auf biefe Art gebildeten 
Eurven heißen die Projectionen der Curve im Raume. 
1. | 1 


$. 32. 
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Es iſt klar, daß die Profectionen einer reellen Curve ſelbſt reelle Eur; 
ven ſeyn werden. Aber nicht jede Curve im Raume, von welcher zwei 
Projectionen reell find, iſt reell; damit fie reell ſey, muͤſſen die zu dieſen 
Projectionen gehörenden projicirenden Cylinder ſich ſchneiden. Wenn naͤmlich 
eine Curve C im Raume zwei reelle Projectionen Ch, Cs bat, deren Glei⸗ 


chungen refpective 


| ed =, dt! (5) 
find, fo wird dieſe Eurve C doch nur dann reell feyn, wenn Die beiden 
Gleichungen (5) von reellen Werthen von x, y und z zugleich befriedigt 
werden Fünnen; und bier treten ung fogleich zwei Fälle entgegen. Entwe⸗ 
ber nämlich giebt bie eine der beiden Gleichungen f(x,z) = 0 für jeden 


reellen Werth von z einen reellen Werth für x, oder fie giebt nur für Dies 
‚ jenigen reellen Werthe von z reelle Werthe für x, welche zwiſchen beftimm- 


gen Grenzen h und h’ liegen... In dem erften Falle giebt «8 offenbar im; 


mer reelle, fletig auf einander folgende Werthe von x, y, 2, telche beide 


Steichungen (5) zugleich befriedigen. In dem zweiten Galle fommt es dar⸗ 
auf an, ob die reellen Werthe von z, für welche die Gleichung f.(y;z) = 0 
reelle Werthe für y giebt, . wenigſtens zum Theil innerhalb, oder ob fie 
gänzlich außerhalb der Grenjen hu. h’ liegen; findet das Erftere Gtatt, 
ſo giebt es wieder reelle Werthe von x, y, 2, welche die &leichungen (5) 
zugleich befriedigen, findet bad Zweite Statt, fo giebt es offenbar Feine folchen 
Werthe von x, y, z, und alsdann haben die projicirenden Eplinder, welche 


‚durch die Gleichungen (5) dargeftelt werden, Feinen reellen Punkt mit ein- 


ander gemein, und diefed Gleichungsſyſtem drückt Feine reelle, fondern eine 
imaginaire Eurve im Raume aus. 


Aufgabe [46]. Die Gleichungen einer Curve im Raume find ges 
geben. fan fol finden, ob diefe Curve von doppelter Kruͤmmung oder 
von einfacher Krümmung, und welches, im legteren Salle, die Gleichung 
ihrer Ebene ıfl. 


Es feyen die Gleichungen (5), oder die Gleichungen. 
I R&ynd)=0 ; KBayDd)=-0 | 
diejenigen der gegebenen Curve im Raume. Eine Ebene, deren Gleichung 
az +-hbhyrx+l=0 . | (6) 
feyn mag, fchneibet die Curve (4) in denjenigen Punkten, deren Coordina- 


ten zu gleicher Zeit Die drei Gleichungen (4) und (6) befriedigen. Elimi- 
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niren wir demnach zwei Coordinaten x, y zwiſchen biefen drei Gleichungen, $. 32. 


fo erhalten wir eine Finalgleichung in 2, welche alle Diejenigen Werthe 
diefer Größe zu Wurzeln hat, die mit den noch zu beftimmenden Werthen 
von x und y die genannten drei Gleichungen befriedigen. Liegt aber die 
Eurve (4) in der Ebene (6), fo find es nicht mehrere einzelne Punkte, de; 
ren Coordinaten den drei Gleichungen (4) u. (6) zugleich genügen, fondern 
e8 ift eine Kontinuität von Punkten, deren Coordinaten diefe Gleichungen 
befriedigen; deshalb muß die vorher genannte Finalgleichung der Elimina- 
tion 2 unbeſtimmt laſſen, was nur der Fall iſt, wenn alle Eoeffic cienten die⸗ 
ſer Finalgleichung verſchwinden. 

Um alſo zu entſcheiden, ob die Curve (4) von doppelter ober von ein- 


- facher Krümmung fey, werden wir x und y gwifchen den Gleichungen (4) 


und (6) eliminiren, und drei Eoefficienten aus der Sinalgleichung in z gleich 
Null fegen, wodurch wir drei Gleichungen eihalten, aus welchen wir a, b 
und c beflimmen. erden nun alle übrigen Coefficienten der genannten 
Sinalgleichung in z durch diefe, für a, b und c gefundenen Werthe eben- 
falls annulirt, fo ift die Eurve (4) von. einfacher Krümmung und die 
Gleichung ihrer Ebene ergiebt fich, wenn wir in (6) die für a, b und c 
gefundenen Werthe einfegen. Werben aber bie übrigen Enefficienten ber 
genannten Finalgleichung durch jene Werthe von .a,.b und c nicht ſaͤmmt⸗ 
lih annullirt, fo it die Eurve (4) von doppelter Krümmung. 

Da zwei Eurven im Raume durch zwei Gleichungsfpfteme, von wel: . 
hen ein jedes aus zwei Gleichungen beſteht, ausgedruͤckt werden, ſo koͤnnen 
in Ruͤckſicht auf die Durchſchnittspunkte ſolcher zwei Curven drei verſchie⸗ 
dene Faͤlle Statt finden. Es koͤnnen naͤmlich die Curven erſtens ſich in 
reellen Punkten ſchneiden, zweitens ſich in imaginairen Punkten ſchneiden 


oder drittens ſich nicht ſchneiden. Das Erſte findet Statt, wenn Werthe 


von x, y und zZ, welche irgend drei. von den vier Gleichungen der beiden 
Eurven. befriedigen, reell find und zugleich der vierten. Gleichung genügen; 
das Zweite, wenn folche Werthe imaginair find und der vierten Gleichung 
genug thunz das Dritte, menn bie reellen oder imaginairen Werthe, welche 
irgend drei von den vier Gleichungen der beiden Curven befriedigen, die 
vierte Gleichung nicht erfuͤllen. 


11* 
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Bon den Kegelflädhen. 
$. 33. 

Wenn eine gerade Linie ſich ſo bewegt, daß ſie fortwaͤhrend durch ei⸗ 
nen feſten Punkt geht, und eine feſte Curve ſchneidet, ſo heißt die, don der 
geraden Linie erzeugte Fläche eine Kegelflaͤche. Der feſte Punkt heißt 
der Mittelpunft (auch wohl ber Scheitel) des Kegeld. Die genannte 
Eurve, welche offenbar auf der Kegelfläche liegen wird, und twelcher jede 
andere, auf dieſer Fläche liegende Curve fubflituirt werden Tann, werden 
wir, der Kürze wegen, die Directrig nennen. | 

Aufgabe [47]. Der Mittelpunkt und die Directrir find gegeben; 
es foll die Bleichung der Kegelfläche gefunden werden. 

Wir wollen, der Allgemeinheit wegen, guerft annehmen, daß der Mit: 
telpunft als ber Durchſchnittspunkt dreier Ebenen 

MmzHDy+Ps +4 =0; mzıny +px+rg4=0; (a) 

wWz+ny+px+g =0 | 
und die Directrix, bie wir, aus demfelben Grunde, von doppelter Kruͤm⸗ 
mung annehmen, durch das Gleichungsſyſtem 
F&,y,)=0; F,(&,y,2) = 0 (2) 

gegeben fey. Eine jebe Gerade, welche durch den Mittelpunft, d. i. durch 


. ben Durchfchnitt der drei Ebenen (1) geht, kann durch das Gleichungsſyſtem 


mz+ny-+-px+qg —A(mz--ny+-px+g) = 0 (3) 
m’z +n'y +p"z + g’— 2” (mz +oy+pi-+ 9 = 0 

wo A und 2” zwei unbeftimmte Factoren bedeuten, dargeſtellt werben ($.7, 

8.9). Sol diefe Gerade (3) aber die Eurve (2) fchneiden, fo müffen, für 


. den Durchfchnittspunft, die vier Gleichungen (2) und (3) zugleich beftehen, 


und eliminiren mir zwiſchen ihnen x, y und z, fo erhalten wir eine Glei- 
hung zwifchen A’, A” und den, in den gegebenen Gleichungen (2) und @ 


vorfommenden Sonflanten, die wir durch 


p(4,X) = 0 | ©) 
bezeichnen. Da nun aber, in Solge der Gleichungen (3), | 
y _ m’z +ny + px + q ji _ m’z + n’y + p’x + q” 
MZHny-+-px+gq ’ mZ+-ny+-pxX+q 
ift, fo haben wir auch 
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mz +ny + px + q m’z 4 my 4 p’x + q” _ 0 (5) 

MZHNJHPX+G ’ mEHny+Hrpi+rg ) ' | 
und dies ift die göiuchte Gleichung der Kegelfläche. 
Wir fehen hieraus, daß fich die Gleichung einer jeden Kegelfläche un 
ter Der Form (5) darſtellen läßt. Diefe Gleihung (5) it; wenn 9 eine 
willfürliche. Sunction bebeutet, die allgemeine Gleichung der Kegel 
flächen. 

Sind a, b, c die Coordinaten des Mittelpunftes der Kegelflaͤche, ſo 

koͤnnen wir die erzeugende Gerade auch durch das Gleichungsſyſtem 


x-a - ; -y | ( 
darſtellen, und alsdann erhalten wir, fur der. Gleichung Dr die Gleichung 
—— ——0 


Zz—=C 
welche, wenn 9 eine willkürliche Function bedeutet , ebenfalls als die all 
gemeine Gleichung der KRegelflächen genommen ‚werden Eann. 
Liegt der Mittelpunkt im Anfangspunfte der Coorbinaten, fo ift bie 
allgemeine Gleichung aller Kegelflächen, welche dieſen Mittelpunft haben, 


+(2:2)=® . 668) 











Hieraus ſehen wir, daß eine Gleichung zwiſchen den rechtwinkligen oder 


ſchiefwinkligen Coordinaten x, y, 2 nur dann eine Kegelflaͤche, deren Mit⸗ 
telpunft im Anfangspunkt diefer Koordinaten liegt, ausdruͤcken Fan, wenn 
fie in Beziehung auf x, y und z homogen ifl. 

Der Gleichung (8) Eönnen wir auch die Sorm 


o(2,2)=0 9) 


geben; nehmen wir nun an, daß Diele Gleichung (9) fih auf rechtwinflige 
Coordinaten bezieht, und fegen darin, um fie in Polarcoorbinaten zu trans: 
formiren, die Ausdruͤcke (IL) des $.1., fo kommt 
p(tangr , tangt) = 0 (10) 

als die allgemeine Polargleichung aller Kegelflächen, deren Mittelpunfe im 
Anfangspunft der Coorbinaten liegt, eine Gleichung, die, wie wir fehen, nur 
zwei veränderliche Größen = und t enthält. 

Die folgende Aufgabe enthält einen fpeciellen Ball der gegenwärtigen. 


Aufgabe [48], Es foll die Bleihung der Begelfläcdhe gefunden . 


8. 33. 
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$. 33, werden, deren Mittelpuntt in einem gegebenen Punfte liegt, und welche 


eg 


eine gegebene Ebene in einer gegebenen Linie zweiten Brades fchneidet. 


Mir nehmen die gegebene Ebene zur Ebene ber xy; und es ſey bie in 
diefee Ebene befindliche Linie des zweiten Grades durch bie Gleichung 
 ay’+2bxy+cx”+2dy+2exs +1 =0 | (11) 


ber gegebene Mittelpunkt der Kegelfläche aber durch die Coordinaten a, Pr 


y ausgedruͤckt. Da fuͤr die gegebene Curve 
0 2=0, j (12) 
und Die erzeugende Gerade durch die Gleichungen | 
x-a=il@2-7) ; y-P=Äil-y) ° (13) 
darzuftellen iſt, ſo haben wir x, y, 2 zwiſchen den vier Gleichungen (11), 
(12) und (13) zu eliminiren, woraus wir 
a(9 — YA? + 2b? — zR)(a — 72) + cla—7R)? + 2d(9 72) 
I +2ela ya) Hi = 0 
erhalten. Setzen wir hierin für A’ und A” ihre Werthe aus (13), fo kommt 
a(dz — yy)” -+2b(#2 — yy)(ez — yx) + c(az— 7x)? 0 (14) 
+ 2d(f2 — „y)@— 7) +2elaz- R)(2 =) + er) 
il bie verlangte Gleichung ift, bie, wie wir fehen, acht Conflanten 
enthalt 
gegen wir aber die Ebene ber xy durch ben gegebenen: Mittelpunft ber 
gegebenen Ebene ber Eurve parallel, und nehmen biefen Mittelpunkt ber 
Kegelfläche zum Anfangspunft der Eoorbinaten, fo iſt bie Linie des zweiten 
Grades durch die beiden Gleichungen 
z=y ; 3a — Her +2dy+2ex+1 = 0. 
und die ergeugende Gerade durch | 
xelz ,; y-Wz 
auszudrücken, woraus wir, durch Elimination von x, y, 2, 
(a? + 2A — Hey Hl=O , 


und; wenn twir wieder für A” und 2° refpectine * und - fegen, 


2+2y(dy + ex)z-+ y’(ay? H2bay rar) =0° (15) 
ale bie Gleichung der Kegelflaͤche erhalten. 
Hat die Gleichung der Linie zweiten Grades, in Beziehung auf das 
jetzt angenommene Coordinatenſyſtem, die Form 
a?ꝰy* hꝰx ab? oder y2 px, un 
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fo geht die Gleichung (15) der Kegelfläche in 
a2b?2? — aꝰyy2 + b?y?x? oder ya pz=0 0 (16) 
über. J 


Druͤckt die Gleichung (11) keine reelle ſondern eine imaginaire Curve 


aus, ſo ſtellt auch die Gleichung (14) keinen reellen Kegel, ſondern nur den 


⸗ 


Punkt, deſſen Coordinaten &, A, 7 find, dar. Wenn aber die Gleichung (11) 
nur einen reellen Punkt ausdruͤckt, ſtellt die Gleichung (14) eine, durch) 
diefen Punkt und den Punkt «Ay gehende Gerade dar. Wenn ferner Bie 
Gleichung (11) fich in zwei reelle Factoren erften Grades zerlegen läßt und 
fomit zwei gerade Linien darftellt, fo laßt fich die Gleichung (14) ebenfalls 
in zwei reelle Sactoren erften Grades zerlegen und drückt fomit zwei Ebenen 
aus, welche refpective durch jene Geraden gehen und. weiche den Punkt 
«ßy enthalten. 


Aufgabe [49]. ine Gleichung ʒwiſchen den Coordinaten x. y, 2 
eines Punktes iſt gegeben; es foll unterfucht werden, ob diefe Bleichung 
eine Kegelflaͤche ausdruͤckt. 


In der Aufgabe (47) haben wir geſehen, daß eine Gleichung zwiſchen 
x, Y, z nur dann eine Kegelflaͤche ausdruͤcken kann, wenn fie, nachdem der 
Anfangepunft der Coordinaten in den Mittelpunfe der Fläche gelegt worden, 
in Beziehung auf x, y u. z homogen if. Wir feßen daher in die gege- 
bene Sleihung <+x, y+-y, z+7 refpective- für x, y, z; dadurch er 
halten wir eine neue Gleichung, deren Eoefficienten, mit Ausnahme ber 
Eoefficienten der Glieder höchfter Dimenfion, im Allgemeinen fämmtlih x, 
y und z’ enthalten, und zwar werden biefe Größen x’, Y, z’ in den Coef—⸗ 
ficienten derjenigen Glieder, deren Dimenfion um Eins geringer ift als bie 
böchfte Dimenfion, nur in erfter Potenz vorkommen. Drei von biefen eben 
genannten Koefficienten ſetzen wir gleich Null, und beftimmen daraus die 
drei Größen x, y’ und zZ. Die Werthe diefer Größen werben nothwen⸗ 
digerweiſe reell feyn; find fie aber auch beftimmt und endlich, und annulli- 
ren fie zugleich alle Eoefficienten der Gleichung, fo daß nur die Glieder 
böchfter Dimenfion, deren Coefficienten, wie ſchon gefagt, die genannten 
Größen nicht enthalten, beftehen. bleiben; fo druͤckt die Gleichung eine Ke⸗ 
gelfläche aus. Diefe Kegelfläche kann aber auch auß einem Syſtene meh⸗ 
rerer, ſich in einem Punkte fchneidenden Ebenen: oder ‚geraden Linien beftehen; 


6. 33, 


und fie kann auch imaginair feyn, d.i. in einen Punkt, den Anfangspunkt 


der neuen Coordinaten degeneriren. 


5. 34. 
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$ 34. 

Wenn ſich eine gerade Linie um einen feften Punkt fo dreht, daß fie 
mit einer feſten Richtung fortwährend benfelben Winkel bildet, fo heißt Die 
erzeugte Kegelfläche ein Rotationgkegel. Diejenige Gerade, welche durch 
ben feften Punkt, den Mittelpunkt des Kegels, geht, und der genannten 
Nichtung paraltel ift, heiße die Achfe bed Rotationskegels. 


Aufgabe [50]. Die Bleichungen der Adhfe eines Rotationskegels 
in Beziehung auf ein rechtwinfliges Coordinatenfyftem, der in ihr lies 
gende Mittelpunkt, und der conftante Winkel, welchen die erzeugende 
Berade mit der gegebenen Achfe bilder, find gegeben. Es foll die Bleis 
chung des Rotstionsfegels gefunden werden. 


Es feyen x, y, z' bie Eoordinaten des Mittelpunktes, und 
cosy(x—x) = cosa(z—Z) ; cosy(y—-y) = cosffz-—-Z) 
die richungen ber Achſe des Kegels, ferner ſey o der genannte conſtante 
Winkel. 
Da die erzeugende Gerade durch den Mittelpunkt geht, ſo werden ihre 
Gleichungen die Form 
(x 2) = os la-2) ; ααο 
haben, und da fie mit der Achfe den Winkel ö bilden fol, fo muß (9.9, ©.8) 
| c087cosy' + cos cos ?’ + cosacosa’ = c080 
feyn. Seßen wir bie Ausbrüde von cosa’, cosß’, cosy', welche ſich aus 


- ben legten drei Gleichungen ergeben, in bie Debingungegleihung 


cos’ cos -rcoe = 1 , 
fo fommt 


|oosy(a-)-Heonß(y-y')-+roosa(x-x) |* = corr2| Ga Re) a) 


oder, was baffelbe ift, 


Cosꝰy — cos?d)(z — 2)" + (co’ß—cos?ö)(y—y)’ + (cos? —E 


+ 2cosycosß(z — zZ(y — Y) + 2cosyoosalz — zZ) — x) 
| + 2cosßcosa(y—y)(x—x) = 0 
ale Gleichung des Rotationskegels. . 
Iſt bie Achſe des Kegels mit der Uchfe der z parallel, fo ift cosy = 1, 
cosß = 0, cosa = 0, und dann reducirt fich die gefundene Gleichung auf 


tang’d(2— 2)? = (y-YP’HlR— a) . @) 
Aufgabe [51]. Die Ange zweier Kanten einer Eörperlichen dreis 


' 
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feitigen Ede, und die Summe der drei KTeigungswoinkel der Seitenebes 5. 34. 
nen ift gegeben. Es foll der Ort der dritten Kante gefunden werden. 
Wir nehmen die Ebene der Kanten, deren Lage gegeben ifl, zur Ebene 
der xz, die Halbirungslinie des von ihnen eingefchloffenen Winkels zur 
Achſe der z, und die beiden anderen Achfen auf dieſer fenfrecht. Bezeichnen 
wir den eben genannten Winkel durch 2e und die conflante Summe ber 
drei Neigungswinfel durch 28, fo find die Gleichungen der in der Ebene 
ber xz liegenden Kanten 
cose · x P Sine zZ =0 ; ce x— im z=0; . 

die Gleichungen der Seitenebenen aber find . | 
y=0; c0cx--by+sinez = 0; cosex+-b'y—sinz = 0, (4) 
wo b u. b’ zwei veraͤnderliche Groͤßen bedeuten. Die beiden legten Seiten 
ebenen bilden mit ber erften, d.i. mit der Ebene der zz zwei Winkelm und 
z—n für welche wir, zufolge $.10., 





. b’ b’ 
com = ih 3 cos(t—n) == ! alfo cosn = — 
sinm = 3; sinn) = 3, olfosun- — 

virb’ - . Yırba ’ — Yi+b® 
haben; und aus diefen Gleichungen finden wir 
cos(m-+-n) = 1-+-bb ; sinn) = b—b’. 


yli+b’yI-+ b” Vi+b’VY1-+b® 
Die beiden letzten Seitenebenen bilden aber mit einander einen Neigungs⸗ 
winkel p, für welchen ($.10) 
cos’e— sine +bb’ __cos2e-+ bb’ 
yi+-byi+b? yi+biyl+b”? 
Nun iſt aber m-n+p= 2 oder 2—(m+n)=p ; folglich 
cos 28 — (m-+-n)] = cosp, alfo 

00825 - cos(m n) Sin 28 - sin(M n) == cosp 
und, wenn wir für cos(m--n), sielm-+-n) und cosp bie gefundenen Aus⸗ 
druͤcke ſetzen, 

cos2s -(1-+ bb) + sin2s:(b—b") = cos2e +-bb’ , 

oder auch, da, in Solge der Gleichungen (4), 


c08p = 


b — (C0SE:-K— SINE: Z , - cos? X sine: zZ 


iſt, j 


$. 3, 
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(cos23 — cos 2:)y? + (1 — cos 28) sin?s - 2? — cos®e - x?) 

— 25in23 sine. yz=0 | 5) 
welches bie Gleichung des gefuchten Drtes if. Da biefe Gleichung homo: 
gen, und vom zweiten Grabe ift, fo iſt der gefuchte Drt eine Kegelfläche 
und swar zweiten Grades. Wir koͤnnen diefe Gleichung auf mancherlei 
Weiſe umformen; gundchft verwandeln wir fie in 

sin’s: sin?e : 2° + (c0s’s — cos?Ee)y? — sin’s-cos’e x? 
- 25 n8 -coss-sinse-yz=0 ; 
fodann in 
(sinS: Z— 0088 sine y)? = cos?s-sints(Z2’-+-y’+%) . (6) 

Wenn wir biefe Gleichung (6) mit der allgemeinen &leichung (1) vers 
gleichen, fo finden wir, daß. der in Rebe fiehende Drt ein Rotationdfegel 
it, deſſen Achfe in der Ebene der yz liegt und mit der Achfe der’ z einen 
Winkel > bildet, deflen 

tangy = sine: colangs 5 


daß ferner die erzeugende Gerade dieſes Kegels mit ſeiner Achſe den couſtan- 


ten Winkel oͤ mai für. welchen 

ee?d = cosec?e — cos?s · cotang?e f 
woraus wir auch dm = cose-cosy erhalten. Geben wir in ber Glei⸗ 
chung (6) y= 0, fo fommt 

Sinꝰs · co: 5 
woraus wir ſehen, daß die gefundene Kegelfläche die beiden feflen Kanten 
ber koͤrperlichen Ecke enthält. 


Aufgabe [52]. Kine gerade Linie L drebt ſich um einen gegebe: 
nen Punkt fo, daß die Summe oder die Differenz der Winfel, welche 
fie mit zwei gegebenen feften Geraden 1,, 1, bildet, conflant bleibe. . Es 
fol die Bleichung der erzeugten Aegelfläche gefunden werden. 


Wir ziehen durch den gegebenen Punkt zwei, den gegebenen Geraden 
l,, 12 parallele Gerade F,, Fa, und halbiren den Winkel dieſer letztern Durch 
eine Gerade m. Die Ebene der Geraden F,, Fa nehmen wir zur Ebene 
der xz, die Gerade m zur Achſe der z, und ben ‚gegebenen feften Punkt 
sum Anfangspunft rechtwinkliger Coordinaten. Sind nun. 

cose ·x = SMEZ 53 co X = —sine-Zz (7) 


bie Sleichungen der Geraden F,, Fa in der Ebene der xz, fo if, wenn wir 


die Sleichungen ber erzeugenden Geraden L durch 


- 008y.X ze 0080:2 5; 0089: yo 008ß-% | ı (8 
die Winfel gwifchen den Geraden L u. F,, L u. Fz aber refpective durch 
@, @ bezeichnen, sufolge $.9. (©. 8), | | = | 
c050, = sin E COS“ + 008 80087 ; cos - Sine cosæ 40880087 | | 

woraus | 0 | . 
Sinoi = = VL sinteoosta — onstecosy — asine cose cos æcosy 

Sind, = V|L- sin?ecos?« — cos?ecos’y + Asinsonsecoswcaäy} . 
Iſt nun 2a die conflante Summe oder Differenz ber Winkel w, und ws, 


fo ift 
00828 = 008010080 FF SINWSINWE | 
und daher, durch Subftitution der angegebenen Ausdrücke, 
cos2a = — sin?scos?a +- cos?ecos?y 
| vd — sin’tcos!a — cos’scos’y)” — 4 sin?ec08?5008°& 008°, | . 
Wenn wir dieſe Gleichung rational machen, fo fommt 
c0822 + 2 cos 2a(sin?e cost — c08’gc0s?y) = 1— 2(sin?ecos’« + cos?ecos?y), 
eine Steihung, die fich, wenn. wir in dem zweiten Gliede ihres erſten Seile 
cos’a — sin’a für cos2a feßen, auf 
4 cos’asin’e cos’ + Asin’acos’ecos’y = sin’2a 
reducitt, und außerdem iſt 
cosy cosꝰ + cos u=1 
Schaffen wir aus diefen beiden Gleichungen cosa und cosß vi der 
Gleichungen (8) fort, fo kommt 
A(cos’asin’s-x? 4 sin’acos’e - z*)cos’y = sin’2a-Z? , 
AHY+zZ)osy = 2°, 
und fodann, durch Elimination von cosy, 
 Acostasin”e - x? + 4Asin? a cosꝰs · 2ꝰ = ainꝰ2aſsꝰ 4 y⸗ +2) , 6) 
welches die verlangte Gleichung der erzeugten — iſt. Dieſer Glei⸗ 
chung, welche, wie wir ſehen, vom zweiten Grade iſt, koͤnnen wir auch die 
horm (cosꝰs - cos?a)(sin?a- z? — 008° 22.2?) = sina covs·y , a9 
geben. 


Die Ebene der xz, deren Sleihung y = 0 ift, ſchneidet dieſe Kegel⸗ 


fläche (10) in zwei Geraden A,, Aa, deren Gleichungen reſpective 
SIRA-Z—c08a.x = 0 und. sina-z+o0sax = 0 


$. 3. 


\ 
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$. 34. find, und bie folglich mit der Achſe ber z zwei Winkel bilden, welche gleich 
a find. 

Die Ebene der yz, deren Gleichung x = 0 ift, ſchneidet bie Kegelflaͤche 
(10) in zwei Geraden Bi, Ba, deren Gleichungen reſpective 
" Veos’e — cos’a-2— cosa · == 0 und Yeos’s — cos’a-z-+-c08a.y = 0 
find. Bezeichnen wir die Winkel, welche biefe Geraden B,, Ba mit der 
Achfe der z machen, refpective durch b und —b, fo finden wir aus den 
legten Gleichungen unmittelbar 


Voos?: — cosꝰa . cosa 


tangb = — und hieraus cosb = case! 


wonach wiederum 
0088 
cos = —— 
cosb 


Dividiren wir die Gleichung (10) durch (cos? mare und fegen 
für cos?e — cos?a fobann cos’atang*b, fo fommt | 


3 
Z) +2) = 2 (11) 
als Gleichung der in Rede ſtehenden Kegelflaͤche. Die Aehnlichkeit dieſer 
Gleichung mit der Gleichung einer, auf ihre Achſen bezogenen Ellipſe oder 
Hyperbel faͤllt in die Augen. Dieſe Aehnlichkeit tritt noch mehr heraus, 
wenn wir die Gleichung (11) in Polarcoordinaten ber vierten Art trans⸗ 
formiren, indem wir ($.1) entweder y = tgt-z und x = igr-z ober 
y=t%tx ud z = igr.x feßen, und dadurch 








wit, WW _ı. 
enttveber —— 1; (12) 
tgꝰa & 9.4097 = . 
oder ig?b tgꝰt — tgꝰa · tgꝰt 1; | (13) 


erhalten. Die Geraden A,, As und Bı, B, koͤnnen bie Scheitellis 
nien, und die Geraden F,, Fa, welche die Rolle der Brennpunkte fpielen, 
die Socallinien der Kegelfläche (11) genannt werden. 

Schneiden wir die Kegelfläche (11) durch drei Ebenen, welche ben 
Soprbinatenebenen, in beliebiger Entfernung c, parallel find, fo erhalten wir 
ale Gleichungen der Durchfchnittscurven: 


2 x? ‚ . * 
ctg  c’ig?a 


Zac 


— 193 — 





el) 
| c? ? 0% * 1 3 
y —0 
tgꝰa 22 tg'a = 
wi Otg’b” 1 
⸗ xc 








melche alfo Elipfen und Hyperbeln find. Hierbei bemerken wir, daß bie 
Brennpunkte diefer Curven mit den Punkten, in welchen ihre Ebenen von 
den Socallinien gefchnitten werden, nicht zufammen fallen; denn für die 
Brennpunkte der Elipfe, zum Beifpiel, finden wir bie Coordinaten 

zz=c0C ; “=0 ; ne FEcitga—tg’b |, 
und für die Durchfchnittspunfte der Focallinien Fi, Fr mit der Ebene 
z= c. ergiebt ſich 

z=c ; „=0 ; «= cite 


alſo iſt eig: ⸗ — da⸗ 


Nun war aber cose = un, 
ber ift 
x—ıı, = e⸗. sin 2a(see ?a—sec’b) |, | 

ein Ausdruck, der fuͤr keinen endlichen Werth von c verſchwindet, wenn 
nicht a = b fl, was wir nicht annehmen, weil in dieſem Falle ⸗ = 0 
oder ce = 27 wäre, und fomit die beiden Geraden F, u. Fa sufammen 
fielen, in welchem Falle der Kegel (11) in einen Rotationskegel überginge. 

Es bleibt und noch übrig, nachzumeifen, wie die Kegelfläche (II) zu: 
gleich der Ort fen für die Gerade L, wenn fie mit den Geraden Fıu.F, 
Winkel bildet, deren Summe, und wenn fie mit ihnen Winkel macht, deren 
Differenz conftant if. Bilder die Gerade L mit ber Geraden F, einen 
Winkel o, = 9, fo bildet fie zugleich mit der Verlängerung diefer Gera⸗ 
den einen Winkel 0, = 2r— op; if nun bie conflante Summe w, +; 
= 23, alſo y-+w, = 2a, fo ift oa = 27 —(p-+0) = Un—a), 
und demnach die Differenz der Winkel, wma ebenfalls conftant, was 
wir nachweifen wollten. 


Daß: fich jede Gleichung einer Kegelfläche, wenn fie vom zweiten Grade, 


ift, durch Transformation der Coordinaten auf die Form (11) bringen laſſe, 
wird ſich in einem der folgenden Capitel ergeben. 
6. 365. 
Legen wir durch den Mittelpunkt einer Krgelfläche eine Ebene, fo wird 


$. 3. 
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5.35. fie mit der Kegelfläche entmweber nur biefen Punkt gemein haben oder bie 
Kegelfläche in einer oder mehreren Geraden fchneiden. Jede Ebene aber, 
welche nicht durch ben Mittelpunkt geht, ſchneidet die Kegelfläche in eis 
ner Curve. 

Zei parallele Ebenen fchneiden eine Kegelfläche in ähnlichen Eurven. 
Denn, welches auch die Lage biefer Ebenen feyn mag, fo Eönnen wir eine 
derfelben zur Ebene der xy nehmen, und dann find ihre Gleichungen 

| z=e0 md zeh, 
wo h eine Conſtante bedeutet. Die Gleichung ber Kegelfläche aber if 
x—a y-—b 0 


2* 








z—-c’z-ce| 
Daraus folgt, daß die Gleichung der u Durchſchnittscurve 
N 2 ie a 





und bie GBleichung der Projection der anderen 
x"—a ‚re _ 
3 5 
ift, indem wir, zur befleren — x, yundx ıy für x, y ſchrei⸗ 
ben. Von dieſen beiden legten Gleichungen geht die eiſi⸗ in die zweite uͤber, 
wenn wir die Relationen 
ce „ah , c 
x = oh“ -——, y ze pt 
fegen. Diefe Gleichungen drücken aber die Aehnlichkeit aus (L 17); es 
ift alfo die eine Durchſchnittscurve der Projection der anderen ähnlich, und 
da die leßtere der Projectiongebene parallel ift, der projicirende Eylinder 
alfo von der Ebene diefer Eurve und der Projectiongebene parallel gefchnits 
ten wird, fo iſt diefe zweite Curve ihrer Prajetion gleich‘ ($.30) und folg- 
lich der erften Curve ähnlich. 


Hebrfas [14]. Irgend zwei Ebenen’ E, E' fhneiden eine e Kegel 
fläche in collinearsverwandten Eurven, welche als ſolche von demfeiben 
Grade find. 

Die Richtigkeit dieſes Satzes folgt aus 6. 22.; wit konnen ſie aber 
auch direct nachweiſen, wie folgt. 

Nehmen wir die Ebene E zur Ebene der xz und die Ebene E zur 
Ebene ber yz, und ift, in Beziehung auf ein ſolches Coordinatenſyſtem, 











(x—a y-b _0 
1 Z=C ’ 2—6 = 0 
die Gleichung einer Kegelflaͤche, ſo iſt, fuͤr alle in ber Ebene E liegenden 
Punkte, y= 0 und, für alle in der Ebene F'liegenden Punkte, x = 0. 
Die Gleichungen der Durchſchnittscurven find daher refpective 
x—a —b — a —b " 

al eK rer _ = 
wenn wir zur befieren Unterfcheidung die Coordinaten z und x der erfien 
durch zZ’ und x’, und die Coordinaten z und y der zweiten Eurve durch 2” 
und y” bezeichnen. Die erſte diefer Gleichungen gehet aber in die zweite 
uͤber, wenn wir | | u 


/ „ y 
"9 —bz" _ ay 


x’ — ”_h 

| y”"—b 2 V—6 

ſetzen, zwei Relationen, welche die der Colligeationsberwandtſchaft (nd 
(I, $.11). | 





Legen wir durch den Mittelpunkt der Kegelfläche eine Ebene A, welche 
dieſe Släche in einer erzeugenden Geraden a ſchneidet, fo wird fie fie zugleich, 
- im Allgemeinen, in noch einer oder mehreren erzeugenden Geraden b, c, d ıc. 
- fchneiden. Dreben wir die Ebene A um bie .ergeugende Gerade a, fo wer⸗ 
den die Geraden b, c, d ıc. auf der Kegelfläche fortrücken, und wenn mir 
die Drehung fortfegen, wird endlich eine dieſer Geraden b, c, d ıc. mit der 
Geraden a zufammen fallen. In diefer Lage der Ebene A, bei welcher zwei 
Durchfchnittslinien a, b, zufammen gefallen find, heißt ‚die Ebene A bie 
Berährungsebene oder Tangentialebene an der Kegelfläche in der Geraden a. 

Sehen ‚wir irgend eine gegebene. Kegelfläche K als diejenige Fläche an, 
welche mit einer. gewiſſen ebenen Curve C in ber Verwandtſchaft der. Een- 
fralcollineation fteht ($. 22), was offenbar immer gefchehen kann, fo ent- 
fpricht einem jeden Punkte der Curve C eine erzeugende Gerade der Ke⸗ 


gelfläche K, einer jeden, die Eurve C fchneidenden Geraden entfpricht: 


eine, den Mittelpunkt enthaltende und die Fläche K fchneidende Ebene, und 
einer jeden, die Curve C berührenden Geraden entfpricht .eine, die Fläche K 
berührende Ebene. Auf dieſe Weife laſſen fi ch viele Saͤtze von ebenen Cur⸗ 
ven auf Kegelflaͤchen uͤbertragen. 

Nehmen wir z. B. an, daß bie ebene Curve C eine Linie zweiten Gra⸗ 
des fen, fo iſt die mit ihr in der Vermandtfchaft der Eentralcofliinention 
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5.35. ſtehende Kegelfläche K offenbar ebenfalld vom zweiten Grabe, und aus ben 
befannten Eigenfchaften jener Curve leiten wir unmittelbar die folgenden ab. 
„Durch fünf fich in einem Punkte fchneidende Gerade Tann immer 

eine und nur eine Kegelfläche zweiten Grabes gelegt werben.” 

„Durch fünf fi in einem Punkte ſchneidende Tangentialebenen ift 
immer eine Kegelfläche zweiten Grades beftimmt.” 

„Wenn man in einer Kegelfläche zweiten Grades beliebig viele vier- 
Fantige Ecken einfchreibt, deren erfte Seitenebenen biefelben drei feften, durch 
den Mittelpunkt gehenden und in einer Ebene liegenden Geraden enthal- 
ten, fo ſchneiden fich die vierten Seitenebenen biefer Eden in einer und 
derfelben, in der nämlichen Ebene liegenden Geraden.’ 

. „Wenn man um eine Kegelfläche zweiten Grades beliebig viele vier- 
feitige Ecken umfchreibt, deren drei erfien Kanten in benfelben drei feften, 
durch den Mittelpunkt: gehenden und fi in einer Geraden fchneidenben 
Ebenen liegen, fo liegen die vierten Kanten biefer Ecken in einer und der- 

“ felben, durch die nämliche Gerade gehenden Ebene.” 

„Wenn man in einer Kegelfläche zweiten Grades eine fech$kantige 
Ede einfchreibt, und die einander gegenüberliegenden Seitenebenen big zu ih⸗ 
ren Durchfchnitten erweitert, fo Fiegen diefe drei Durchfehnittslinien in einer 
und. derfelben durch den Mittelpunkt gehenden Ebene” 

„Wenn man um eine Kegelfläche zweiten Grades eine fechsfeitige Ecke 
umfchreibt, und durch Die einander gegenüberliegenben Kanten Ebenen legt, 
fo fchneiben fich dieſe drei Ebenen in einer und berfeiben durch den Mittel: 
punft gehenden Seraben.” 

„Wenn eine Ebene um eine in ihr liegende, Durch den Mittelpunkt einer 
Kegelfläche zweiten Grades gehende Gerade g gebreht wird, und wenn in ben 
jebesmaligen beiden Durchſchnittslinien diefer Ebene und der Kegelfläche 
Tangentialebenen an der Kegelfläche gelegt werden, fo bewegt fich die Durch» 
fehnittslinie :diefer Tangentialebenen auf einer durch ben Mittelpunkt gehens 
den Ebene E” Und umgekehrt: 

„erden an eine Kegelfläche zweiten Grades zwei Tangentialebenen 
gelegt, und bewegt fich die Durchfchnittslinie dieſer Ebenen auf einer durch 
den Mitselpunft gehenden Ebene E, fo dreht ſich die Ebene, melche bie 
Beruͤhrungslinien enthält, um eine durch den Mittelpunkt gehende Ge⸗ 
rade g.” 

„Die Geraden g und die Ebenen E, welche in ben beiden vorigen 
Saͤtzen genannt worden find, bilden ſomit zwei Spiteme, welche zu einan- 
der in der Begiebung der coriſchen Reciprocitaͤt ſtehen (9. 28). 8 

on 


\ 
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Bon den Gleichungen der Tangentialebenen an Erummen Slächen wird 6. 35. 
in der Folge ausführlich gehandelt werben. Hier mag «8 genügen gu bes 
merken, daß die Gleichung einer Tangentialebene an einer Kegelfläche fich 
unmittelbar aus der Gleichung der Tangente an derjenigen Curve, mit mel 
cher die Kegelfläche in der Verwandtſchaft der Central⸗Collineation fteht, 
finden läßt. Wollen wir 5. B. die Gleichung der Ebene finden, welche bie 
Kegelfläche zweiten Grades ($.34. G. 11) | 
on y7 A x Br a) 

'.tg?’b tgꝰa | 
irn der, durch den Mittelpunkt und den Punkt x’y’z’ diefer Fläche gehenden 
Geraden berührt, fo fegen mir als Beziehungsgleichungen der Central⸗Colli⸗ 
neation 


u= 72 ’ t — 7 | (2) 
und dem gemäß y | | 
' . — X 
uU == 7 N t == 7 (3) 
Der Kegelfläche (1) entfpricht, in Folge der Gleichungen (2), die Eurve 
u° ” 
tb ig’a -1 | 
und ber Tangente an dieſer Curve im Punkte tw, deren Gleichung 
wu tt _ 
ib tg’a a 
iſt entſpricht eine Ebene, deren Gleichung/ in Folge gon (2) u. (3), 
yy 3% _ z 
Er, a. 8* 


iſt, und welche die Kegelflaͤche (1) nothwendigerweiſe in der, durch ihren 
Mittelpunkt und den Punkt x’y’z’ gehenden Geraden beruͤhrt. Die Glei⸗ 
chung (4) ift demnach die Gleichung der. gefuchten Tangentialebene. 
Lehrſatz [15]. Wenn durch irgend eine erzeugende Gerade L eis 
ner Begelfläche zweiten Grades und refpective durch ihre.beiden Focal⸗ 
linien F,, F, zwei Ebenen gelegt werden, fo bilden diefe mit der Tan⸗ 
gentialebene, welche die Kegelfläche in der Geraden L berührt, gleiche 
TTeigungswinfel. 
Zt, wie in-$.34. (G. 11), 
2 x? 
Tan 
II. 12 
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$. 35. bie Gleichung ber Kegelfläche zweiten Grades, und find ($.34. &.7) 


CE. x Sine z=0 ; 008. X—sinez= 0. 


bie Gleichungen ber beiden Socalfinien, fo ift ($.34) 


g?b cos”? E== cos? a 
r—] —— —— 
cos” a 


Die Tangentialebene in ber, durch den Punft x’y’z’ gehenden, erzeugenden 
Geraden L if (G. 4) 
x 
Ta 
und die Gleichungen der beiden Ebenen, welche durch den Punkt x’y’z’ und 
refpective durch bie Zocallinien gehen, find, wie wir leicht finden, 
008EJ/-x—(coser +-sinez'). y Sin y z=0 | 
cossy· x - (cos ex — sinEZ)-y— siney-z = 0 
Bezeichnen wir die Winkel, welche diefe Ebenen mit der genannten Sangen- 
tialebene bilden, refpective durch Y u. ’, fo finden wir 


Lyra =0, 


x 
cp = iu’ co8y = Aw! 
wenn wir 
cotg”a cotg”b | cose(tg"b — tg”a)x’— sine(tg”a 4tgꝰa 1g’b)z’ =x , 
cotg’acotg”b | cose(tgꝰb — ig?a)x + sine(ig’a +1g”a tg”b) z’ | =x, 


y’ x” — 22 


42 2 
“+ tg’b + tgꝰa 


y’+(oseX + SInSC = u? | 
—— (eosex — Sins?) = u” | 


ſetzen. Da der Punkt x’y’z’ auf der Kegelflaͤche liegt, ſo haben wir 


— 493 ig’b nm . 
y?t = t1g'b-2? — ri ; 


und dieſer Werth, in die Ausdruͤcke von u? u. w? geſetzt, giebt 

cotg?a | (tg?aoos?e-tg’b)x”+2sine cosetg’ax'y +tg’altg’b-+-sin? e)2”| = u, 
cotg?a| (tg?acos?s-tg"b)x?—2sine cosetg’ax'y-+Htg "altg’b+sin’ —X 2) = u” 
Subftituiren wir jegt in jenen Ausdrücken von x u. x und diefen legten 
— 008” 2 für tg”b, fo kommt, nach einigen leichten 





ı 





von u? u. W? noch Bad 
Meductionen, 
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008 ESIM € 
cos’a sin’a tg?b 
C08 E Sin € 
cos’a sin’a tg’b 


cos?a sine-x'-+-cose sin? &Z \=* s 3. 


„000? a sine X — 0088 Sinꝰa · =. 
— — (083 SINE: ‚X +00s: —e = an 
cos’a an?a 


a | Sins · x —- cose sin?a* 4 = uw? 
2 3 
Demnach ft = = En ‚, und fomit auch cos®’p cosꝰꝙ; folglich find die 


im Lehrſatze genannten Winkel einander gleich. 


Setzen wir in die Gleichung | 
- t 
‚2 (< ) —0, (5) 
welche irgend eine Kegelfläche ausdrückt, um bie ihr ähnliche und ahnlich 
liegende Stäche zu finden, in Folge des $.20. (&.16’), 
v==:k+c ;; u==ky-+b ; t= tkrra / 
(kx+a —zky+-b 
fo kommt Pikzro’ — 0 


- Nehmen wir nun ein neues Coordinatenfoftem x’y’z' an, deſſen Achfen denen 


des Syſtems xyz parallel‘ find, und deffen Anfangspunft +: IF 


Fr su Coordinaten hat, fo daß 
‚__® b „ı__e 
X=X7Tr ; y=yrr ; 7= ZT, 
ift, fo verwandelt ſich bie letzte Gleichung in | 
| »(3 : 7) =0, (6) 
eine Gleichung, welche diefelbe Relation zwiſchen x’, y’ und z’ ausdrückt 
als die Gleichung (5) zwiſchen t, u und v, woraus mir fehen, daß jede 
Flaͤche, welche einer gegebenen Kegelfläche ähnlich ift, eine, ihe 
vollfommen gleiche Kegelfläche ſep— was ſich auch auf anderen We⸗ 
gen ſehr leicht zeigen laͤßt. 
— — 12* 





6. 36. 
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Bon der KRugelfläce, 


6. 36. 

Aufgabe [53]. Die Gleichung der Kugelflaͤche zu finden. 

Da, wie aus den Elementen bekannt ift, jeder Punkt ber Kugelfläche 
eine conftante Entfernung von ihrem Mittelpunfte hat, fo haben wir, wenn 
r dieſe Entfernung ober, was daſſelbe ift, den Radius der Kugelfläche be: 
zeichnet und wenn x’, y, z die Coordinaten des Mittelpunftes find, nach 
9.2. (5.3 u. 4), unmittelbar 

G-Z”+5-y” +@&—-zR)’+2&-r)y— —D 

26 - x)(z— Z)cosy-++2(y—y)(z—z)cosx = r? 
wenn die Eoordinaten fchiefwinklig find, und 

@-Z’+y-y’+G-r), =r 06) 
in rechtwinkligen Coordinaten, als die verlangte Gleichung. 

Wir werden in dem gegenwaͤrtigen Capitel die Coordinaten immer nur 
rechtwinklig annehmen. 

Liegt der Mittelpunkt der Kugelfläche im Anfangspunkte der Coordi⸗ 
naten, fo ift die Gleichung der Kugelfläche 

Z+- YP+- 2 r. (2) 

Seht die Kugelfläche durch den Anfangspunkt der Coorbinaten, fo ift, 
wenn x, Y, zZ die Coordinaten ihres Mittelpunftes bedeuten, 

+ y?+x’— 27z —2yy—2xx = 0 | (3) 
die Gleichung diefer Släche, die wir aus der Gleichung (1) finden, wenn 
wir die jeßt. Statt habende Bedingung Z?+-y”+x” = r? berüdfichtigen. 
Liegt außerdem der Mittelpunkt in ber Achſe der z, und iſt daher X = 0, 
y=-0ıd z = =r; fo ift die Gleichung 
| ’+-yP’+xr’—2rz =0 oder Zr yPrr+dz=0, 
je nachdem der Mittelpunkt auf‘ der pofltiven oder auf der hegativen Seite 
der Achſe der z liegt. 


Aufgabe [54]. Die Gleichung 


+ y’+x’+2a2+2by+2c+d= 0 


einer Kugelflaͤche iff gegeben. Es follen die Coordinaten des Mittel: 
punktes und ihr Radius gefunden werden. 


Identificiren wir die gegebene Gleichung mit der Gleichung (1), ſo 
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finden wir, wenn x’, y’, z' die geſuchten Coordinaten und r den geſuchten s 36. 
Radius bedeuten, 

Z=—-ı ; Y--b; Vo oe  rt= Yard lid . 
Hierbei bemerken wir, daß die Kugelfläche imaginair iſt, wenn der unter 
dem Wurzelgeichen befindliche Ausdruck einen negativen Werth hat, daß fie 
in einen Punkt degenerirt, und zwar in den Mittelpunkt, deſſen Coordinaten 
wir fo eben gefunden haben, wenn der genannte Ausdruck gleich Null if. 


Aufgabe [55]. Die Summe der Kundrate der Entfernungen eines 
Punftes. p von n gegebenen Punkten ift gegeben. Es foll der Urt des 
Punttes p gefunden werden. . 


Wir wollen nur drei gegebene Punkte annehmen, weil die Rechnung 
für eine größere Anzahl im Wefentlichen Eeine andere ift, und es ſeyen 
XyızZz 3; My 5; &,y, 2 die befannten Coordinaten diefer 
Punkte; es fei ferner q? die Summe der Quadrate der rei Entfernungen 
Diefer Punkte von dem Punkte p, deſſen Coordinaten durch x, y, z be 
zeichnet werden. Alsdann haben wir ($.2., F. 4) 

@-2)+5-N’+@-x) 
+@-z’+G-Y’+@-)-g4 , 
+ Z-Z’)P’ + (y-y’)’+(&— 
oder, wenn wir entwiceln, 


Z+zZ+z" , 2 y — xxx 
3 


2 x2-2 .222 mg X 


+3 |2°-+ ”?+-r?’+ nm yYry-x_ q| - 0 
als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher folglich eine Kugelfläche ift. 


$. 37. 

Wir feßen bier ald bekannt voraus, daß eine Kugelfläche von einer 

Ebene in Eeiner anderen Curve als in einem Kreife gefchnitten werden. Eann, 

und daß eine Ebene, welche in dem Endpunfte eines Radius fenfrecht auf 

ihm ſteht, mit der Kugelfläche nur diefen einen Punkt gemein hat, und die 
Tangentialebene der Kugelflaͤche in dieſem Punkte iſt. 


Aufgabe [56]. Die Gleichung einer Kugelflaͤche und die Coordi⸗ 
naten eines anf derfelben befindlichen Punktes find gegeben. Es foll 
die Bleichung der Tangentialebene der Släche in diefem Punkte gefun; 

- den werden. . 


$. 87. 
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Es ſey | 
G-W’+y-M+a-!=r (1) 
die gegebene Gleichung ber Kugelfläche, und es feyen X’, y, zZ’ die gege: 
benen Coordinaten eines Punktes auf berfelben. 

Die Gleichungen ber Geraden, welche den Mittelpunkt mit dem geges 
benen Punkt x’y’z’ verbindet, find, wenn mir ihre laufenden Eoorbdinaten 
durch t, u, v bezeichnen ($.6. ©.1), 

@-)Wa-9) = Y-Mb-N) ; Eric) = (K-a)lv-y) ı 
und die Gleichung der Ebene, welche auf dieſer Geraden im Punkte x’y’z’ 
fenfrecht ſteht, iſt daher ($.9. ©. 13) 

LI -D+W-MAu-N)+r@-aolt-)=0'. (2) 
Da aber der Punkt x’y’z’ ein Punkt der Kugelfläche ift, fo haben wir, in 
Solge der gegebenen Gleichung (1), aud) 
Z-N+-y-M+ßK-)’ er ; OW 
und wenn wir nun bie Gleichungen (2) und (3) adbiren, fo erhalten wir 
F@-r-N+ry-Au-N+r@—eoit-e)=-r (4) 
als Gleichung der gefuchten Tangentialebene, in welcher die Eoordinaten des 
Berührungspunftes xyz’ nur in erfter Potenz vorkommen. 
Iſt der Mittelpunft der Kugel der Anfangspunft der Eoordinaten, dem⸗ 
gemäß ee und 


P+- x 2r (5) 
die Gleichung der Kugelfläche, fo ift 
zv+-yurxrt=r? (6) 


die Gleichung der Tangentialebene im Punkte xy dieſer Flaͤche. 


Die Loͤſung diefer Aufgabe giebt gu mehreren Betrachtungen Beran- 
laſſung. Da die Gleichung (6) mit der Gleichung (2) des $.26 identifch 
ift, wenn wir in der legteren für x, y, z refpective x’, y’,z' ſetzen, fo folgt, 
daß die Tangentialebene in irgend einem Punkte x'y’z’ der Kugelfläche als 
die Polarebene dieſes Punktes, und daß umgekehrt diefer Punkt als ber 
Pol der Tangentialebene angefehen werden kann. Daher ift denn ferher bie 
Ebene, welche drei beliebige Punkte der Kugelfläche enthält, die Polarebene 
des Durchfchniftspunftes der Tangentialebenen biefer Punkte, und in dieſem 
felbigen Durchfchnittspunfte ſchneiden fich die Tangentialebenen aller Bunte 


ber Kugelfläche, welche in jener Ebene liegen, d. i. aller Punkte des Kreifeg, 
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in welchem jene Ebene die Kugelflaͤche ſchneidet. Durch die Loͤſung der 6. 37. 
folgenden Aufgabe wird das eben Gefagte beftätigt werden. 


Aufgabe [57]. Die Gleichung einer Rugelfläche und die Eoordis 
naten eines, nicht auf derfelben liegenden Punftes find gegeben. sEs 
foll der Ort der Punkte gefunden werden, in welchen die durch den ge: 
gebenen Punkt an die Kugelfläche gelegten Tangentialebenen fie berühren. 

Es ſey | 
Z-’+y-M’+Rk-=r (1) 
die gegebene Gleichung der Kugelfläche und es feyen x’, y’, 2 die gegebenen 
Coordinaten des Punktes. Bezeichnen wir die noch unbekannten Eoordina- 
ten eines Beruͤhrungspunktes durch t, u, v, fo ift die Gleichung der Tan⸗ 
gentialebene in diefem Punkte, wenn wir ihre laufenden Coordinaten x, y, 
z benennen, zufolge der vorigen Aufgabe, 

W-NE-N+W-My-NMrt-ea)x—e)=r . (7) 
Sol dieſe Ebene, wie es die Aufgabe fordert, durch den Punkt x’y’z gehen, 
fo muß ihre Gleichung von feinen Eoordinaten befriedigt werden. Es muß 
alfo feyn: 

W-N@-N)+W-AMy—-M+lt-e)k-e)=r , 8) 
und da der Berührungspunft auf der Kugelfläche liegt, fo ift auch 

W-Nru- Prlt- Year. (9) 

Diefe beiden Gleichungen (8) und (9) beftimmen ben Ort des Beruͤhrungs⸗ 
punfteg; die erfte dieſer Gleichungen drückt, wie wir fehen, eine Ebene, 
die zweite aber die gegebene Kugelfläche aus; alle Berührungspunfte befin- 
den ſich demnach zugleich auf jener Ebene (8) und auf der Kugelfläche (9), 
d. i. in dem Durchfchnitte biefer Flächen. 

Mir bemerken hierbei, daß die, durch die Gleichung (8) ausgedrückte 
Ebene offenbar immer reell ift, wenn auch durch den gegebenen Punkt Feine 
Tangentialebene an die Kugelfläche gelegt werden kann; nur ſchneidet fie in 
diefem letsteren Falle die Kugelfläche nicht. Die Form der Gleichung (8), 
welche mit der Gleichung (4) übereinftimmt, zeigt, daß biefe, die. Beruͤh⸗ 
rungspunfte enthaltende Ebene als Polarebene des gegebenen Punktes an- 
gefehen werben kann, was mit dem, in Folge der vorigen Aufgabe Bemerk⸗ 
ten übereinfommt. Diefe Ebene (8) heißt deshalb auch die Polarebene des 
gegebenen Punktes in Beziehung auf die Kugelfläche ©). Berwandein wir _ 
die Gleichung (8) in 

Z-Y)v+-(y-Murk&—o)t—y?Py-oaX ++ Pre? =0, 
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$ 37, und vergleichen fie nun mit der Gleichung (1) des $. 23, welche die Bes 
ziehung zweier reciprofen Syſteme im Allgemeinen ausdrückt, fo finden wir, 
daß für den gegenwärtigen Sal, wie es fchon bie, in $.26 betrachtete, erfte 
fpeciele Art der Reciprocität erheifchte, 
’=0;=0; b=0;b=R2; ’0;c=0;0=0;"=a, 
und daß ferner | 
a=l;d=-=-- 7; d-b"=-ß;d "cl" m—a; 
{= y ?+- Pro? —r? 
ift. 


Aufgabe [58]. Kine Rugelfiäche und eine gerade Kinie find ger 
geben; es foll diejenige Ebene gefunden werden, weldye die Rugelflädhe 
berührt und die gegebene Berade enthält. 


Es ſey wieder 


g-’+y-P’r+&—eo”’=r (1) 
Die gegebene Gleichung der Kugelfläche, und | 
1 y=mz+m ; x=-nz+r | (10) 


feyen die gegebenen Gleichungen ber geraden Linie. Nehmen mir irgend 
einen Punkt auf diefer Geraden an, und beftimmen den Ort der Beruͤh⸗ 
rungspunfte aller durch ihn an die Kugelfläche zu legenden Tangential- 
ebenen, fo erhalten wir einen auf diefer Kugelflaͤche liegenden Kreis; neh⸗ 
men wir einen zweiten. Punkt auf der genannten Geraden, fo erhalten wir 
„für ben Ort der Beruͤhrungspunkte einen zweiten Kreis. Eine Ebene, welche 
"durch die beiden angenommenen Punkte geht und bie Rugelfläche berührt, 
enthält offenbar bie gegebene Gerade, und hat mit ber Kugelfläche einen 
derjenigen Punkte gemein, in welchen fich bie genannten Derter ſcheiben. 
Die beiden, auf der Kügelfläche befindlichen Derter liegen aber in zwei 
Ebenen; der Beräßrungspunft der verlangten Ebene iſt daher einer derjeni- 
sen Punkte, in welchen bie Durchfchniftslinie diefer beiden Ebenen die Kus 
gelfläche fehjneide. Da nun aber die beiben Ebenen die Polarebenen jener 
auf der gegebenen Geraden angenommenen Punkte find, fo ift die zuletzt 
genannte Durdhfchnittslinie die reciprofe Gerade der gegebenen ($. 23); und 
| als Gleichungen biefer Geraden finden wir, indem wir in ben Gleichungen 
mM des 9.23 die, zu Ende der vorigen Aufgabe angegebenen Werthe für 
a, b, 7) d, ax. ſetzen, 
v—(U—0) nt -4) = 0 ui 
‚vn = wm-Au-A+W-allt- ce)? 
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Wenn biefe Gerade die Kugelfläche ſchneidet, fo gefchieht es im Allgemeinen S. 37. 
in zwei Punkten, und es giebt dann zwei Beruͤhrungsebenen der Kugelfläche, 
welche die gegebene Gerade enthalten. 

Die Gleichungen (11) führen ung leicht zu einer Eonftruction diefer 
veciprofen Geraden; noch ‚leichter aber gelangen mir zu berfelben, wenn wir 
die Eoordinatenachfen fo annehmen, Daß die Uchfe der z der gegebenen Ges 
raben (10) parallel, und der Mittelpunkt der Kugelfläche der Anfangspunft 
der Eoordinaten if. Denn alsdann gehen: die Gleichungen (1) und (10) 
refpective in 


+ Pen | (12) 
| y-z1; x=r | ; (13) 

die Gleichungen (11) aber in 
|v-0; murnt=r | (14) 


über; bie Gerade (11) oder (14) Liege demnach in ber jegt zur Ebene ber 
xy genommenen Ebene, d. i. in einer Ebene, welche durch den Mittelpunft 
der Kugelfläche gebt und fenkrecht auf der gegebenen Geraden (10) oder 
(13) ift, und fie if& die Polarlinie des in dieſer Ebene befindlichen Punktes 
mn in Beziehung auf den Kreis, in welchem diefelbe Ebene die Kugelfläche 
fchneidet, wonach denn die Conftruction diefer Linie als bekannt anzufehen ift. 
Aufgabe [59]. Eine gerade Linie bewegt fich.fo, daß fie fort 
während durch einen gegebenen Punkt gebt und eine gegebene Kugel; 
fläche berührt. Es foll die, von diefer Geraden erzeugte Kegelfläche 
gefunden werden. 
Es feyen 

g-N’+y-V’+R- r A). 
die gegebene Gleichung der Kugelflähe und x’, y, zZ die gegebenen Coor⸗ 
dinaten des Punktes. Ziehen wir durch den Punkt x’y’z’ eine Gerade 

| x—xX =alz—z) ; y—y = b(z—z) ı (15) 
fo fchneidet fie die Kugelfläche im Allgemeinen in zwei reellen oder imagi- 
nairen Punkten, deren Coordinaten wir durch Entwicklung aus den drei 
Gleichungen (1) und (15) finden Fönnen. Geben wir zunaͤchſt der Gleis 
hung (1) die Form 

B-2)’ + y-Y+ X) + 2277) 2 + 2(y-Aly-y) 

+ 2(8'- a)(x—x' +@-N+y-BP+K@-e’—-=0 , (16) 
und eliminiren nun, zwifchen dieſer Gleichung (16) und ben Sleichungen 
(15), (x — x) und (y—y); fo kommt 


$. 37. 
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A-+3+b%-Zy+2|@-N+rbyY—M+ak-a)|a- 72) 
+@-N+W-M+@-er-r|=0, (17) 
und aus diefer Gleichung finden fih für zz, und fomit auch für z, im 
Allgemeinen, zwei verfchiedene Werthe. Wollen wir aber, daß die Gerade 
(15) die Kugelfläche (1) nicht in zwei Punkten fchneibden, fondern in einem 
Punkte berühren fol, fo muß z, und fomit auch zz aus der Gleichung 
(17) zwei gleiche Werthe erhalten, was bekanntermaßen erfordert, daß 
\@-N)+by-M+a@-a)|?.- 
ld -N’+W-+-@-e)’-P|dt+a@+b) = 0 
fey. Eliminiren wir zwiſchen biefer Gleichung und ben Gleichungen (15) a 


"und b, fo ergiebt fich 


2 


E-Na-2)4+ II -NHR-e)&- rn] = 
G-)+y-9)+ @-)’-r | |@-2+%5-y)’+@- x]. (18) 


und dies ift die Gleichung der gefuchten Kegelfläche. Vergleichen wir fie 


mit der Gleichung (1) in 5.34, fo fehen wir, daß diefer Kegel ein Rota⸗ 


tionskegel ift, und daß, wenn wir zur Abkürzung 

@-W+Y-Mr Ka) = 
fegen, den Winkel, welchen Die ergeugende Gerade mit ber Achfe des Ke⸗ 
gels bildet, durch d, die drei Winfel aber, welche dieſe Achfe mit den Co⸗ 
ordinatenachfen macht, durch a’, 6, 7 bezeichnen, 


:2—y Y- 8 / 
cos = 2 =y 2 I — — 08 * a 
* 25 608 ß cos & - 
r? r 
cos = 1 ur daher sind= 23 


dafs ferner die Gleichungen diefer Achſe 
| F-Na-R)=@-e)az—-2) ; @-Ny-y)= (y-Ala-z) N 


find. Diefe Gerade gehet daher nicht nur durch den Punkt x’y’z, den 


Mittelpunft des Kegels, fondern auch durch ben Punkt «ßy, den Mittel: 
punkt der Kugel. 


Die Begelfläche € (18) bat mit der Kugelfläche diejenigen Punkte ge 


-mein, deren Coorbinaten die Gleichungen (16) und (18) zugleich befriedi- 


gen. Diele Eoordinaten müflen alfo auch jede Gleichung befriedigen, welche 
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durch Eombinstion der beiden Gleichungen (16) unb (18) hervorgehet. S. 37. 
Multipliciren wir die Gleichung (16) mit dem conftanten Ausdruck 

[d’- P+Yy-M+&—e)’—r?] und abddiren zu dem Producte die 
Gleichung (18), fo fommt 

[E-NE-ZHS-NF-NHR ER) HY-94 Ka }=0 
oder, wenn wir rebuciren, 

F-Ne-N)+Y- dy- D-+(&- ex 0) =r , (19 
eine Gleichung, welche mit der Gleichung (8) übereinftimmt, wenn wir in 
diefer x, y, z flatt t, u, v feßen, und welche alfo die Polarebene des Punk⸗ 
tes x’yz ausdruͤckt. Alle Punkte, welche der Kegelfläche (18) und ber ges 
gebenen Kugel gemein fi ſi nd, liegen demnach in dieſer Ebene (19) und ſomit 
in demjenigen Kreife, in welchem Die Rugelfläche von der Ebene 19 ge: 
fchnitten wird. 


Jede Kegelfläche, welche eine Kugel in einem Kreiſe beruͤhrt, beißt der 
Kugel umfchrieben. 


| Aufgabe [60]. Eine Angelfläche und eine Ebene find durch ibre 

Bleichungen gegeben. Es foll die Gleichung der Begelfläche gefunden 
werden, weldje die Kugelfläche in demjenigen reife beräbtt, in welchem 
fie von der Ebene gefchnitten wird. 


Wenn die Gleichung 


— A) 
Diejenige der Kugelfläche, und 
gz+hy+kx+1 = 0 (20) 


die der Ebene ift, fo brauchen wir nur diefe Iegtere mit der Gleichung (19) 
zu identificiren, wodurch fih x’, y’u.z’ beftimmen; und feßen wir bie für 
diefe Größen refultirenden Werthe in die Gleichung (18), fo ‚ergiebt fich die 
verlangte Gleichung der umſchriebenen Kegelflaͤche. 


In den Loͤſungen der letzten Aufeben hat ſich Folgendes gezeigt: Wird 
irgend ein Punkt zum Mittelpunkt (Scheitel) eines der Kugel umſchriebenen 
Kegels angenommen, ſo iſt die Beruͤhrungscurve von einfacher Kruͤmmung, 
und, weil ſie auf der Kugelflaͤche liegt, ein Kreis; die Ebene dieſer Curve 
iſt aber die Polarebene jenes Punktes, welche auf der, durch den Mittel⸗ 
punkt der Kugel gehenden Achſe des Kegels ſenkrecht ſteht. Bewegt ſich 
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6. 37. daher der gegebene Punkt, d. i. ber Mittelpunkt des umfchriebenen Kegels 
auf einer Ebene, fo dreht fich die Ebene des Beruͤhrungskreiſes um einen 
Punkt, den Pol ber Ebene, und umgekehrt, dreht fich die Ebene bes Beruͤh⸗ 
tungsfreifes um einen Punkt, fo bewegt fi) der Mittelpunkt des umfchries 
benen Kegeld auf einer Ebene, ber Polarebene des Punktes. 


Wir befchließen diefen $. mit folgendem, jegt leicht zu erweiſenden 


Lehrſatz [16]. Wenn man einen Rotstionsfegel durch eine bes 
liebige Ebene fchneider, und eine Kugel befchreibt, welche die Kegel⸗ 
fläche in einer Eurve, und welche auch die Ebene berührt; fo iſt der 
Beruͤhrungspunkt der Kugel und der Ebene ein Brennpunkt der Durchs 
fchnittscurve der Ebene und der Kegelfläche. 


Nehmen wir bie, die Kegelfläche fchneibende Ebene zur Ebene der xy, 
und den Punkt, in welchem fie von der Kugel berührt wird, sum Anfangs⸗ 
punft der rechtwinkligen Coordinaten, fo find die Gleichungen der Ebene 
und der Kugelfläche, deren Radius r beißen mag, refpective 
| z=0 md +’ +-T—2z =0 . 

Die Gleichung der Kegelfläche aber, deren Scheitel in irgend einem Punfte 

x'y’z’ liegt, iſt, wie ſich aus ber Gleichung (18) ergiebt, wenn wir darin 
y=r,,P=-9 md «=0 fen, 

|-@-Na-N+yy-y)+zr&-z)l 

BE [ed 2 A 2 Set 2 CE 2 are 2 Dt 2 32 

Segen wir hierin, um die Gleichung der Curve zu finden, in welcher die 
Kegelfläche von der Ebene der xy gefchnitten wird, z = 0, fo kommt, nach - 
einer ſich von feldft darbietenden Reduction, 

++? — 2z)y’+x°) = (yyrxXi— Yrz')? j 

eine Gleichung, welche eine Linie zweiten Grades ausdrückt, deren Brenn: - 
punft im Anfangspunfte der Eoorbdinaten liegt (1. $.33. ©. 1); demnach 
ift der Berührungspunft ber Kugelfläche und der Ebene der Brennpunft 
dieſer Durchfchnittscurve. 


$. 38. oo 
Wenn wir durch irgend einen feften Punkt gerabe Linien an eine Ku⸗ 
gelfläche ziehen, fo wird eine jebe berfelben bie Kugelfläche, im Allgemeinen, 


V 
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in zwei Punkten ſchneiden. Wir wollen jetzt zeigen, daß je zwei ſolche Ss. 38. 
Durchſchnittspunkte als homologe Punkte derſelben collinearen und collinear⸗ 
liegenden Syſteme und der feſte Punkt als Collineationspunkt angeſehen 
werden kann. 
Wir nehmen den feſten Punkt zum Anfangspunkt, und legen die Achſe 
der z und der v durch den Mittelpunkt der Kugelfläche, deren Gleichung 
algdann v u8 25——20 — a) | 
if. GSeßen wir hierin ($.17. G. 1) 
kz ky | kx 
u U dm 755— 
mz-H-ny+-px+1 mz+ny+-px-+1 mz--ny+-px+1 ’ 
fo fommt | 
[k?-2>km + (y?-r?)m?]z?+ [k?+ (7?-r?)n?]y?+[k?+ (7?-r?)p?]a? 
— 2n[yk-(y’—r”)m]yz—2p[lyk-(„?—r’)m]z2+2(,? —pzy =. aD 
— 2,,k-(?—r)m]z +20’ —r)y+2p—r)s+y’—r 
Die, den Punften ber Fläche (1) entfprechenden Punkte liegen demnach in 
einer durch) Die Gleichung (2) ausgebrückten Släche, und follen fie in der 
Kugelfläche (1) ſelbſt Liegen, fo muß die Gleichung (2) der. Gleichung (1) 
identiſch ſeyn. Es müflen alfo, wenn unfere Behauptung wahr ift, folgende 
neun Gleichungen . | 
k?-27km4+ (Y’-)m = 1; Kell; kl; _ 
nfyk-(’—r’)m] = 0 ; pbkG’-Im]= 0; np) = 0; 
k--mer; np) =0;. p-N=0 
Durch biefelben reellen Werthe der vier Größen m, n, p und k befriedigt 
erden koͤnnen. Und dies ift wirklich der Fall. Denn fegen wir erfieng 
m=0;n=0;p=0; k=1, 
oder zweitens 2 
nen sn=0;p=0; k=--L1; 





fo werden ſaͤmmtliche neun Gleichungen befriedigt. Die zuerſt genannten 
Werthe geben | | 
v=72; =y;, t=xX, | 
wodurch nicht Die Collineationsverwandtſchaft in ihrer Allgemeinheit, ſon⸗ 
dern die Congruenz ausgedruͤckt wird; die zuletzt genannten Werthe geben 


4 


v= nn „ıau= , 007 „ t= a 7.7 
1 1 2 
2 — 24 2 Poser + —— z+1 











Mir fehen hieraus, daß nicht nur die zweiten Durchfchnittspunfte als den 
erften entfprechend dürfen angefehen werden, fondern dag, wilk= —1 
ift, auch je zwei homologe Punkte gegenfeitig vertaufcht werben Eönnen ($.17, 


-&.85); und für bie Gleichung der Collineationsebene ergiebt ſich un⸗ 


mittelbar 
Hr ?=0, 


woburch aber auch die Volarebene des Anfangspunftes der Coordinaten 
ausgedrückt ift; die Collineationsebene fällt daher mit ber Polarebene des, 
sum Collineationspunfte zu nehmenden, feften Punktes zufammen. 

Hieraus ergeben fich mehrere bemerkenswerthe Folgerungen, von wel⸗ 
chen wir einige hier anfuͤhren wollen. 

Nehmen wir irgend einen Punkt A außerhalb einer Kugel zum Mit: 
felpunft eines der Kugel umfchriebenen Kegels, fo berührt biefer die Kugel: 
fläche. in einem Kreiſe, deſſen Ebene wir durch e bezeichnen. Ziehen wir 
durch den Punkt A nach drei belichigen Punkten der Kugelfläche P, Q, R 
gerade Linien, fo fehneiben dieſe die Kugelfläche in noch drei anderen Punks 
ten P, Q/, RB’. Alsdann werden die Ebenen PQR u. POR’, PQR u. 
PQR, PQR u. PQ’R, P’OR u. PQ’/R’ fich refpective auf der Ebene e 
fchneiden. Die beiden Ebenen POR u. PO/R ſchneiden die Kugelfläche 


in zwei Kreifen c, c’, und dieſe Kreife, welche offenbar in .einer Kegelfläche 


a liegen, befiimmen an der Kugel zwei Berührungsfegel h, h’, deren Mittels 
punfte (Scheitel) wir durch H, HE’ bezeichnen. wollen. Nun ift Elar, daß 
die Beruͤhrungsebene der Kugelfläche in irgend einem Punkte C des Krei- 


fe8 c, welche offenbar bie Kegelfläche h in der ergeugenden Geraden HC 


berührt, der Berührungsebene der Kugelfläche in dem homologen Punkte C 
des Kreiſes c’ entfpricht, welche offenbar bie Kegelfläche h’ in der erzeugen- 
den Geraden HC’ berührt, woraus denn folgt, daß je zwei ergeugende Ge: 
rade HC, H’C’ homologe Linien und fomit die Kegelflächen h, h’ homologe 
Flächen, und ihre Mittelpunfte H, H’ homologe Punkte find. Hieraus 
folgt denn meiter, daß fich die Kegel h und h’ auf der Ebene e fehneiden, 
und daß die Punkte H und H’ mit dem Punkte A in gerader Linie liegen. 
Da aber die Punkte H und ET die Pole der Kreigebenen c und c’ find, fo 


iſt ihre, durch A gehende Werbindungslinie AH die reciprofe Gerade der 
Durchſchnittslinie d der Ebenen c, c’. Legen wir jest durch ben Punkt A, 


DE — 
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. welcher der Pol der Ebene e ift, und durch die Gerade oͤ eine Ebene.d, 5. 88. 
fo ift dieſe nothwendigerweiſe die Polarebene desjenigen Punktes B, in wel 
chem die Ebene e von der Geraden AH gefchnitten wird. Legen wir ferner 
durch die Gerade AH und durch einen beliebigen Punkt C der Kreislinie c 
eine Ebene, fo ſchneidet dieſe diefelbe Kreislinie in einem zweiten Punkte C,, 
die Kreislinie ce’ aber in den beiden, jenen homologen Punkten C, C’,, bie 
Gerade 5 in einem Punkte D, und Die Kugelfläche in einem Kreife CC,C/,C. 
Erinnern wir ung jett des Lehrſatzes (22) in I. $.41, fo fehen wir, daß - 
die erzeugenden Geraden HC und H’C/,, HC, und H/C der Kegelflächen _ 
h und h’ fich refpective auf der Ebene d fchneiden. Legen wir durch bie 
Gerade AH andere Ebenen, welche den Kreis c in anderen Punkten ſchnei⸗ 
den, fo erhalten wir andere erzeugende Gerade der Kegel hund h’, welche 
fih immer auf der Ebene d fehneiden, und hieraus folgt, daß dieſe Kegel⸗ 
flächen hund b’ fich nicht nur auf der Ebene e, ſondern auch auf der 
‚ Ebene ſchneiden. Zugleich ergiebt ſich auch, daß eine Kegelfläche. br 
‚welche den Punkt B zum Mittelpunft bat, und welche bie Kugelfläche in 
der SKreislinie c ſchneidet, dieſe Flaͤche auch in der Kreislinie c. ſchnei⸗ 
den wird. 

Statt, wie wir gethan haben, den Punkt A beliebig anzunehmen, kann 
man auch die beiden Kreisebenen beliebig annehmen, wodurch alsdann der 
Punkt A beſtimmt wird, und dann koͤnnen die ſo eben gefundenen Reſultate 
folgendermaßen ausgedruͤckt werden: 


Lehrſatz [17]. Wird eine Kugelflaͤche durch zwei beliebige Ebe⸗ 
nen geſchnitten, und werden die beiden Durchfchnitte c, c als Beruͤh⸗ 
rungsfreife zweier umfchriebenen Regel b, h angenommen; fo fchneiden 
ſich die beiden Regelflächen h und h’ in zwei ebenen Eurven, deren Ebe⸗ 
nen e und d ſich in der Durchfchnittslinie d der Ebenen c und c ſchnei— 
den; die beiden reife c, e beftimmen zwei Begelflächen a, b, deren 
Mittelpunkte A, B refpective auf den Ebenen e, d, und mit den Mittels 
punften H, Hi der Zegel h, h' in einer Beraden liegen: die Punkte A, 
B find refpective die Pole der Ebenen e, d; und endlich find die Bern 
den. AB und 5 reciprofe Gerade. 


39. . 

Es feyen | 
| .G-N’+Qa-N’+t-V=er, (1) 
@-+G-M’+@-e) = r” (2) 


die Gleichungen zweier Rugelflächen, deren Coordinaten t, u, v und x, y, z 





u 
— 
x 
“ 


6. 39. fich auf ein und baffelbe rechtwinklige Syſtem beziehen. Verlegen wir ben 
Anfangspunkt der Coordinaten nach einem Punkte x,yıZı, fo erhalten wir 
+1’ +uU+ry- P+rt+u-o’=r , (3) 
(+1 - + yry-P’+ an -APer. . (N) 
Sollen beide Flächen als zu collinearen und collinear-liegenden Spftemen 
gehörend, und der neue Anfangspunft der Koordinaten ald Collineations⸗ 
centrum angefehen werben koͤnnen; fo muß die, durch Subftitution der Aus⸗ 
brücke (X) des 9.17 für V, wu. t aus der Gleichung (3) entſtehende 
Bleichung der Gleichung (4) identiſch feyn. Führen mir dieſe Subſtitution 
aus und fegen, ber Kürze wegen, n-— a = X, y-f=Y, 1 —y=2 
ud (+ - PP +&ı a — M; fo fommt . 
(k-+2mkZ--m?M)z?-+ (k?+20k Y+n?M)y?+ (k?+2pkX-+p’N)x? 
+ %WnkZ-+mkY-+- mnN)y 7 -+2( pkZ-HmkX-+mpM)z'r-+2%(pkY-+nkX-+-npM)xy == 0. (5) 
+ 2(kZ-+ mM)r' AN Hay -+23(kX-4-pM)x-+-M | 
Segen wir ferner in der Gleichung (4), zur Abkürzung, zn — ed = X, 
yı-f=Y), z—Y=Z und me’ = Ya 
fo bekommt diefe die Form 
+ y? + x"? +2277 +2Yy+ X X +-M = . (6) 
Damit nun die Gfeihungen (5) u. (6) identiſch feyen, müflen folgende 
Bedingungsgleichungen Statt finden: 
(k?+2mk2 +m’M)M =M ; (k-++-2nkY+ 2 M)M =M ; 
(?+-2pkX-+-p’M)M’ =M ; (nkZ+-mkY+-maM)M =0 ; 
(pkZ2--mkX-+mpM)M’ = 0 ; (pkY+nkX--npM)M’ =0 ; 
(kZ+mM)M’ = ZM ; (kY+nM)M’ = YM ; (kX-+pM)M’= X'M. 
Wir finden aber leicht, daß dieſe neun Gleichungen nur dann ſaͤmmtlich be⸗ 
friedigt werden, wenn 


x’ Yy T - 
Yy’rTzı 069 
MX” = MX , (8) 
und wenn entweder 
k=-+2% ; m = O ; n=0 5; p= 0 (9) 
oder wenn 07, * 0X. 


geſetzt wird. 


Die Gleichungen (7) und (8) beftimmen die Werte von xı, yı und 2.. 
Da 
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Da nämlich | $. 39. 


M=-2+-V7+-X—r un M = Z*+-Y?+-X?_r?, 
fo giebt die Gleichung (8) Ä 

XRr2? + XV? — XIZ2? XV’ +- X? X = 0 
und reducirt fich, weil, in Kolge der Gleichungen (7), XZ= XZ und 
XY=XY, af Xr?— X”? = 0,, oder, was daffelbe ift, auf 

Xr EXr = 0 N) 
woraus denn auch, vermittelt der Gleichungen (7), 
Yz2Yr=0 m Z’/+Zr 

folgt. Segen wir in dieſe drei Gleichungen für X, 5 X, V und Z 
die von ihnen vertretenen Ausdrücke, und entwickeln, fo komme 
retro’ . _ Yö=&r Er — 
r=tr. ’ yı — 2, = . (1D) 


Die Zormeln (1) des $. 17. find demnach, wenn mir bie — (9) 
gelten laffen: 


V= +57 > u = FyY > | 22 5 (12) 
und wenn die Gleichungen (10) gelten: | | 


PO 








Va ıMz 
- r@Z2’+2Yy+2Xx+M) 
ıM'y 
BE REN REN 208) 
tr 


h = ON y ER 
in. welchen legten Sormeln a8) noch für X, Y, Z und M ihre Werthe 
zu ſetzen find, 

Wir ſehen hieraus, daß zwei Nugelflaͤchen von verſchiebenen Radien, 
tie fie auch Liegen mögen, erſtens immer als aͤhnliche und aͤhnlich⸗liegende 
Slächen (G. 12), und daß fie zweitens immer als collineare und collinear- 
‚ liegende Flaͤchen (©: 13) angefehen. merben fünnen, und zwar auf doppelte 
Art, indem jedesmal, wegen ber boppelten Vorzeichen in den Gleichungen 
(11), zwei Aehnlichkeits⸗- oder Collineationspunkte exiſtiren, wenn bie beiden 
Flaͤchen nicht concentriſch ſind. 

Segen wirV=7z, V=y, ti=xı, fo finden wir, aus den Gleis 
chungen (13), als Gleichung der Collineationsebene 

!: 


$. 39. 
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277’ +-Yy+Xx)+((fnM =0. 
Diefe Gleichung transformiren- wir auf das alte Coordinatenſyſtem, indem 
wir wieder <—Xı, Y—-Yı, 2— 2ı refpective für x’, Y, 2 feßen, und er 
halten, wenw wie außerdem für X’, Y’, Z’ und M’ ihre Werthe fubftituiren, 
2 a -Ne-d+n-W-y)+ KH) 

+ cr) ar - Dr =, 
oder, nach Subftitution der Ausdrücke (11) für x,, yı und zu, 
U, )2+2P-My+Me-d)rHr”+P’+a-Y’-P-e’+r’-r”=0, (14) 


eine Gleichung, in welcher die doppelten Vorzeichen von felbft verſchwunden 


find, woraus fich ergiebt, daß die Eolineationgebene diefelbe if, man mag 
den einen oder den anderen der beiben gefundenen Punkte (11) als Colli⸗ 
neationscentrum nehmen. 

Es darf hier nicht unbemerkt bleiben, daß die Gleichung (14) unmit: 
telbar aus den Gleichungen (1 w 2) der Kugelflächen heroorgehet, wenn 
man vx — 2, u=y,t=x feßt, und fobann bie erfte diefer Gleichungen. 
von der zweiten abzieht; woraus denn folgt, daß die Ebene (14) die Durchs 
fchnittscurve beider Kugelflächen enthält, es mag diefe Eurve reell oder 
imaginair fepn. 

Die Gerade, welche bie Mittelpunkte der beiden Kugelflaͤchen verbindet, 
und Centrallinie genannt wird, hat 
OVOE) = (e-a’)(2-7) 5; VI) = (A-PYXz-y)| (15) 
zu Gleichungen, welche, wie wir fehen, von den Werthen (11) von x,, Yı 
und z, befriedigt werden. Die Collineätiongpunfte liegen alfo auf dieſer 
Eentrallinie (15), auf welcher die Collineationsebene (14) fenfrecht ftebt. 

Bon den beiden Aehnlichkeitspunften ift derjenige, deſſen Coordinaten 
in ihren Ausdrücken (11) :dag obere Vorzeichen haben, der innere, und ders 
jenige, deflen Coordinaten in benfelben Ausdrücken dag untere Vorzeichen 
haben, ber äußere: Aehnlichkeitspunkt (5.20. &.96). Nehmen wir jenen 
erften. Punkt, fo muͤſſen wir auch in den Gleichungen (12) die oberen Zei- 
chen nehmen, und dann find die beiden Kugelflächen als ſymmetriſch⸗aͤhn⸗ 


lich, nehmen wir ben’ zweiten Punkt, und demgemaͤß auch die unteren 


Borzeichen in den Gleichungen (12), fo ſind die - Rugefflächen ale: voll 
fommen ähnlich: zu betrachten. Hieraus: folgt, nach $.20, daß von den 


ſechs Aehnlichkeitspunkten an drei Kugelflächen die drei dufe 


ren ſowohl als jeder äußere min zwei inneren in gerader Linie 
liegen. 
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Betrachten toir jetst drei Kugelflächen, deren Mittelpunkte nicht in ges $. 39, 
rader Linie liegen, und legen durch dieſe Mittelpunkte eine Ebene (Central 
ebene), fo ftehen bie. Eoflineationsebenen von je zwei biefer Rugelflächen 
auf ben in der Eentralebene liegenden Eentrallinien, und fomit auf biefer 
Gentralebene felbft fenfrecht. Die drei Kugelflächen fchneiden ihre Sentral- 
. ebene in drei Kreifen,. deren Collineationsachſen die. Durchichnittslinien ber 
genannten Collineationsebenen mit der Eentralebene find. Diefe drei Collis 
neationsachfen ſchneiden fich aber in einem Punkte (1. 9.23), woraus nun 
folgt, daß die genannten drei Collineationsebenen fich in einer, 
auf der Eentralebene fenfrechten Geraden fchneiden. Eine vierte 
Kugelflaͤche, deren Mittelpunkt nicht in der Centralebene der drei erſten 
liegt, hat mit den drei vorher genannten Kugelflaͤchen drei Collineationg- 
ebenen; und fämmtliche ſechs Collineationsebenen fchneiden fich 
in einem Punkte. Denn bezeichnen wir die Gleichungen ber. ier Kur 
geiflächen durch J WB 
| A,=0 ; K=0 5; As ⸗ 0 ; A⸗o, 
ſo ſind die Gleichungen der ſechs Collineationsebenen, nach Demjenigen, 
was wir oben geſehen haben, | 

K—-h,=0 ; AA, =0 Au =0 ; 

A,»-,=0 ; A-A=0 ; A-A=0, 
und von biefen fech8 Gleichungen ift nicht nur jede eine nothwendige Folge 
“son zwei anderen, d.i. es ſchneiden fich nicht nur die drei Collineationsebe⸗ 
nen von drei Kugelflächen in einer: und derſelben Geraden; fonbern bie 
Coordinaten des Durchfchnittspunftes der drei erften jener fechd Collinea⸗ 
tionsebenen,. welche. die drei erften Gleichungen. zugleich befriebigen, genügen 
nothwendigerweife auch den drei letzten Sleichungen, b. i. alle ſechs Ebenen 
ſchneiden ſich in einem Punkte. 


I. 


Nehmen wir einen. ber beiden Aehnlichkeitspumkte zweier Kugelflaͤchen 
zum Mittelpunkte einer Kegelflaͤche welche wir der einen dieſer beiden Ku⸗ 
gelflächen umfchreiben, fo berührt dieſe Kegelfläche 'auch die andere Kugek 
Da nämlich jede ergeugende Gerade der Kegelfläche. mit der erfien Kugel- 
flaͤche einen und nur einen Punkt gemein hat, ſo wird dieſe Gerade, da fie 
durch den Collineationspunkt gehet, mit der anderen Kugelfäche auch einen, 
und zwar nur den homologen Punkt des erſtgenannten gemein. haben, folg- 
lich wird Die Kegelfläche auch die zweite Kugelfläche berühren. Die Ebenen 

13 * 
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$. 39. der Beruͤhrungskreiſe auf beiden Kugelflaͤchen ſtehen auf der, durch bie 
Mittelpunkte gebenben Achſe des Kegeld, welche die Eentrallinie ber Kugel: 
flächen ift, ſenkrecht, und fie find folglich der Eollinentionsebene parallel. 


$. 40. | 
Wenn die Entfernung der Mittelpunfte zweier Rugelflächen ber Summe 
oder der Differenz ihrer Radien gleih ift, fo berühren die Kugekflaͤchen 
einander. In diefem Falle findet zwiſchen den Coordinaten der Mittelpunfte 
und den Nabien die Relation 
1-7 6—- PP +@- a) = (rer)! 

Statt, und vermittelft diefer Relation koͤnnen wir der Gleichung (14) der 
Collineationsebene die eine und bie andere der beiden Sormen 

H-Na-N+PB-PW-M+le—-e)x-)+rrtr)=0, 

Y-Na- HH My) rad — ce) x- A )+r(r&r) = 0 
geben. Zür die Länge der Perpendifel von den Mittelpunften «Ay und 
ar’ auf diefe Eollineationgebene finden wir nun refpective r und r’; und 
hieraus ergiebt fich leicht, daß die Collinentiongebene zweier einander berüb- 
render Kugelflächen mit der gemeinfchaftlichen Tangentialebene im Beruͤh⸗ 
rungspunkte coincidirt. 


Aufgabe [61]. Es find drei Bugelflächen gegeben; man fol fin: 
den, erſtens dein Ort des Mittelpunktes einer vierten Kugel, welche die 
drei gegebenen. berährt; zwe itens den Ort eines jeden der drei Berůb⸗ 
rungspunkte. 

Wir nehmen den Mittelpunkt von einer der gegebenen Kugelflaͤchen 
sum Anfangspunkte der Coordinaten, und die Centralebene dieſer drei Ku⸗ 
gelflächen zur Ebene ber xy. Die Gleichungen ber gegebenen Kugelflaͤchen 
find alsdann - 

’+- y x =rn’ ; 
+(y—- A)’ +(&—o,) = u 3 (1) 
Z+(y— PH &—as) =Ia 5: | 
und die der gefuchten ift 
a-W+G-M+a- er, (2) 
wo 2, Par %si Bar Tır Ta und. r, befaunte, a, A, y undbr aber unbekannte 
Groͤßen bedeuten. 

Wir nehmen an, daß die zuletzt genannte Rugelläche m die wochen 

von außen berähre, albdann iſt 
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ů — r⏑ (3) 
— Ara (Hm. , .: 
+ B-B’-rla— ) Ze 65) 


1. Ziehen wir Die Gleichungen (4) und (5) von der Gleichum (8) | 
fo erhalten wir 


2%ß-+ dor ==. -. 923 2 a Hr —I; i14-.%r, — Jr N (6) 
20: + 2oı = Pr ta Hr? 1 +2 rot 5 (7) 
und eliminiren wir zwiſchen dieſen Gieichungen (6) und (7) das r, fo kommt 


2 at _ 2ER [ 
non nl 


Diefe Gleichung iſt in Beziehung auf & und 4 vom erſten Grade, deshalb 
drückt fie eine, auf der Ebene der xy fenkrechte, Ebene aus. Da dieſe ſel⸗ 
bige Gleichung (8) befriedigt wird, wenn wir 
——EO— — —— — =0(9) 
fegen, fo enthält die, durch fie ausgebrückte Eberle die Durchfchnittslinie der 


beiden Ebenen, welche bie Testen Gleichungen (9) darſtellen. Diefe letzteren 


Ebenen (9) find offenbar die Collineationsebenen der erften und zweiten und 
der erftien und dritten gegebenen Kugelfläche. Die Ebene (8) bildet mit 
der Ebene der xz einen Winkel, deſſen trigonometrifche Tangente 

_ı tea — (ri —ra)as 

 (H-1)ha- (tr, —rB)Ps 
ift, und da bie Coordinaten x,, Ys und X5, Ys der aͤußeren Aehnlichkeits 
punkte der erſten und iweiten und der erſten und dritten gegebenen Kugeh 


fläche 








_ I... — tu — Ks. _. Kıße 
- Yıla Zu Be Il ”. x YıTs ”. y- Yı—ls 
find ($.39), To ift on | 
Jıya _ (rt, 1 —/(r, — Ya)ßa 


X X a —13)& — (I — rʒ)æ 


folglich ſteht die Ebene (8) auf der Verbindungslinie der aͤußeren Aehnlich⸗ 
keitspunkte xays und xys, welche auch den aͤußeren Aehnlichkeitspunkt der 
zweiten und dritten gegebenen Kugel enthält ($.39), fenfrecht. 

Eliminiren wir zwifchen einer der Gleichungen (3), (4) u. (8) und eis 
ner der Gleichungen (6) u. (7) ebenfalls das r, fo befommen wir eine 
Sleichung in ©, A und y, welche vom zweiten Grade iſt; und eliminiren 
wir ferner zwiſchen Diefer letzten Gleichung und ber Gleichung: (8) das. A, 





Be 


$ 40. fo ergiebt fich eine Gleichung in. = und >, welche nothwendigerweiſe eben- 
falls vom zweiten Grabe iſt. Diefe legte Gleichung in « und y drückt eine 
Enlinderfläche zweiten Grades aus; und alle Mittelpunfte «ßy der beruͤh⸗ 
renden Kugelläche liegen ſowohl auf dieſer Eylinderfläche als auf ber Ebene 
(8); daher ift ber verlangte Ort der Mittelpunfte bie Durchſchnittscurve | 
dieſer Eplinderfläche und ber Ebene (8), fomit iſt dieſer Ort eine Curve | 
einfacher Krümmung und zwar eine Linie zweiten Grades. (Wir werben in 
6.58. auf dieſe Eurve zurück zu Eommen Gelegenheit haben.) 
11. Nennen wir die Eoordinaten des Berührungspunftes ber Kugel: 
fläche (2) mit der erfien Kugelfläche (1) t, u, v, fo haben wir 
‚VYart+tern? | | (10) 
wg? Hu’ +(t-e) -nN. (11) 
Abbiren wir die Gleichungen (3) und (10), und fubtrahiren von der Summe 
die Gleichung (11), fo kommt | 
y+furot= — (12) . 
Segen wir in diefer Gleichung ‚für r+r, und. rı die Ausdrücke, welche die 
Gleichungen (3) und (10) geben, fo erhalten wir, nach einigen u) von 
felbft dDarbietenden Nebuctionen, 
(Kerns nr, 
eine Gleichung, welche offenbar nur beſtehen kann, wenn 
. ßi-n=09 ; w-pt=0,;, u-f=0 (13) 
ift, woraus wir fehen, daß der Berührungspunft:tuv mit. den Mittelpunfs | 
ten der beiden :genannten Kugelfläcen in geraber Linie liegt, was .auch | 
ohnehin Elar if. Aus den Gleichungen (12) und (13) erhalten ir, wenn 
wir noch die Gleichung (10) berückfichtigen: 
| , _ C+n) 4 _ ern) F _ win) 
1 1 1 
Setzen wir dieſe Ausdruͤcke in die ‚Gleichungen (6) und (7), und eliminiren 
ſodann das r, fo kommt 


ſas "+ fe —(f — r)?]- (ur a. rl —ra)] — 
‚ja? +6: —n) |- [Bukast—nin-n)].. (14) 
Diefe Gleichung; welche w wicht enthält, ift in Beziehung. auf t und. u vom 
erſten Grade; Me drückt daher eine, auf ber. Ebene den tu. dii. auf der Ceu⸗ 


tralebene der gegebenen: KRugelflächen ſenkrechte Ebene aus. Der Durch: 
ſchnitt Diefer Ebene und der erfien gegebenen Kugelflaͤche (1) iſt der Det 
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des Beruͤhrungspunktes an dieſer letzteren, und dieſer geſuchte Dirt iſt dem⸗ 6. 40. 
nad) eine Kreislinie. Die Ebene (14) dieſer Kreislinie ſchneidet die Ebene 
der tu in einer Geraden, welche durch dieſelbe Gleichung (14) ausgedruͤckt 
iſt; und da mir dieſe Gerade (J. $.25. G. 12) ſchon conſtruirt haben, ſo 
geht hieraus die Conſtruction der Ebene (1) hervor. Doch bemerken wir 
noch, daß die Ebene (14) die Durchſchnittslinie der Colineätiongebenen dei 
gegebenen Kugelflächen enthält (L 5:25. G. 17 u. 18). — "Somohl für die 
zweite als für die “Dritte gegebene — 8 iſt nun der Ort des Beruͤh⸗ 
rungspunktes offenbar ebenfalls ein auf. ihr befindlicher Kreis; deſſen Ebene 
gleichfalls die genannte Durchſchnittslinie der Collineationsebenen enthaͤlt. 
Wenn die gegebenen Kugelflaͤchen ſaͤmmtlich von innen oder theils von 
außen und theils von innen beruͤhrt werden ſollen, ſo ſind die Vorzeichen 
von Yı, Ta U. Is in dem gefundenen Gleichungen (8) und (14) ſaͤmmtlich 


- oder zum Theil nur umzufehren, wodurch die gefundenen Nefultate, in Be 


ziehung auf ihre. allgemeine Form, nicht geändert werben (Vergl. J. S. 89 u.90). 

Die in der Löfung biefer Aufgabe enthaltenen. Ergebniffe find alfo fol 
gende. Wenn drei fefte Kugelflächen Si, Sa, Ss von einer verän 
"derlicheh vierten Kugelfläche S, berührt werden, fo ift der Ort 
des Mittelpunftes der Kugelflähe S, eine Eurve einfacher 
Krümmüng C, und war eine Linie zweiten Grades, beren Ebene 
anf der Verbindungslinie der Drei Achnlichkeitspunfte. von Sı 
u. 8, von Sı u. S;, von S, m. Sa fenkrecht ſteht; und der Ort des 
Beruͤhrungspunktes auf. ben Kugelflächen Sy Sar S, refpeftive 
ein Kreis C,, Ca, Ca Die Ebenen diefer vier Eurven C, C,, Ca, 
C;, und die drei Eollineationgebenen der Kugelflächen, Sı u. 82, 
S, m. 8; 8, u. Ss fchneiden ſich in einer und beifelben Geraden 
Gr melde auf der Eentralebene von $,, 8, u. 8 ſenkt echt ſteht. 

Wir fügen diefen Reſultaten noch ‚folgende Bemerkungen hinzu. Be⸗— 
traihten wir eine beftimmte beruͤhrende Kugelfläche S;:und Tegen in ben Bes 
ruͤhrungspunkten a,, & u. as mit. den Kugelflächen..S,, Sa und S, die ge 
meinfchaftlichen -Zangentialeberien, :fo find diefe, wie:oben bemerkt worden, 
zugleich refpective ‚bie Collineationsebenen der Rugelfläche .S und einer jeden 
der Kugelflächen S,, 5» und Ss; dieſe Tangentialebenen fchneiben fich-daber- 
in einem auf ber Geraden G. liegenden Punkte b. Die Tangenten an ben 
Kreifen Cij Ca, Cs reſpective in :den Punkten a,, ar, As liegen aber offen: 
bar. in den genannten Zangentialebenen und .refnective in den Ebenen dieſer 
Kreife; .fie gehen folglich alle drei eben durch den- auf der Geraden G 
befindlichen Punkt . 


$. 40. 


Nehmen wir bie Gleichung 
++) = r" (2) 
als biejenige ber eben erwaͤhnten beſtimmten Kugelfläche S, und 
GH y-M+a@- = r’ (?) 


als diejenige einer anderen, die Kugelflächen Sı, Sa, Ss ebenfalls von außen 


berührenden Kugelfläche S’; bezeichnen wir auch, der Kürze megen, 
Prt+a’+n’—r durch m ; ta Hi —1, durch ms; 
ſo haben wir außer den Gleichungen 


2A + a mine) 6 
238 +20 = m; Hin —T)r 7 MM 
auch oc 29,8 + 2a,0 se m +2, —ı)r. ! 4 (6) 
24 + 20, = m; +2 —ı)l . : 


Eliminiren wir r, —r, swifchen den Gleichungen (6) und or und nor 


zwiſchen den Gleichungen (7) und (7’), fo kommt: 


(EP) Hal) nn 
— —R—— m = 0 ... 
Bezeichnen wir num die Eoorbinaten bes (äußeren) Jehnlichkeitspunktes der 


Kugelflaͤchen S und S’ durch Xi, Yı, ſo iſt (9.39. G. 11) 
| r’? —r? r —ra’ 


vr = Yı Zu Tune 





(15) . 











wodurch die Gleichungen (15), wenn wir für m, und m, bie von ihnen 
vertretenen Ausdrücke fegen, fih in . 


ya el; ya =0 (16) 


verwandeln. Der (äußere) ehnlichkeitöpunkt ber Kugelflächen S n. 8 liegt 
alfo in der Durchfchnittslinie der beiden, durch die Gleichungen (16) aus: 
gedrückten Ebenen, uud da dieſe, wie wir fehen, bie Collineationsebenen ber 
Kugelflächen S, u. S,, Sı u. Ss find, in der Geraden G. u 

Mir fönnen daher den vorher zufammengefaßten Ergebniffen noch Fol⸗ 
gendes hinzufügen. Sind ar, Ar, as die Bunkte, in weichen bie Kus 
gelflähe S, die Kugeln S,, Ss, Ss berührt, fo ſchneiden ſich bie 
Tangenten an den Kreifen C,, C.,:C5, weldhe in biefen Punkten 
5 5 as gezogen werden, in einem und demſelben Punkte, 
und diefer Punkt liegt auf der genannten Geraden G. Nehmen 


— —— 
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wir aus der unenblichen Menge der Kugelfläaͤchen S. zwei belie⸗ S. 40, 
bige und conftruiren ihre beiden Aehnlichkeitspunkte, fo liegt 
einer berfelben in der nämlihen Geraden G*). 


Aufgabe [62]. Vier Kugelflächen find gegeben; es foll eine fünfte 
Bugelfläche gefunden werden, welche die gegebenen berährt. | 
Wir wollen die gegebenen Kugelflächen durch Sı, Ss Ss und S,, die 
gefuchte aber durch S bezeichnen. Wenn nun bie Släche S bie Slächen S,, 
S, und S, berühtt, fo liegt der Berührungepunft von S und S, in einer 
beftimmten Kreislinie C, auf der Zläche Sı, deren Ebene wir, nach der 
vorigen Aufgabe, zu conſtruiren wiflen, und wenn Diefelbe Släche S die 
Slächen S,, Ss und S, berührt, fo liegt der Berührungspunft von S. und 
S, in einer beftimmten Kreislinie C, auf ber: Släche S,, deren Ebene wir 
gleichfalls nach der vorigen Aufgabe zu conftruiren wiſſen. Der genannte 
Berübrungspunkt, welcher fich auf den beiben Kreislinien C, und Cı 4 
gleich befinden muß, ift alfo einer der. beiden Durchſchnittspunkte dieſer 
Kreiſe, und ſomit als gefunden zu betrachten. Auf gleiche Weiſe erhalten 
wir die Beruͤhrungspunkte der Flaͤche S mit der Flaͤche S, und mit. der 
Släche Ss. Verbinden wir nun einen jeden der brei gefundenen Beruͤhrungs⸗ 
punkte mit dem Mittelpunkte derjenigen gegebenen Fläche, auf welcher er 
fich befindet; fo ſchneiden Diefe drei (verlängerten) Verbindungslinien fich in 
einem Punkte, welcher der Mittelpunkt der verlangten Kugelfläche S, und 
wodurch dieſe ganzlich beſtimmt iſt. 

-Der beſchraͤnkte Raum geſtattet uns nicht auf eine Determination der 
einzelnen Bälle näher einzugeben; doch wollen wir bemerklich machen, dag 
es hoͤchſtens 16 Kugelflachen air, welche: den Bedingungen der Aufgabe 
‚genügen. re en 

En . 41. 


Wenn ein n Punkt ſich auf einer Rugelfläche beivegt, fo beſchreibt er 
eine Curve, welche im Allgemeinen von doppelter Kruͤmmung iſt, und eine 
ſphaͤriſche Curve genannt wird. Eine ſolche ſphaͤriſche Curve kann, wie 
eine jede Curve, durch die Gleichungen zweier projicirenden Cylinder aus⸗ 
gedruͤckt werden; fie läßt ſich aher auch — und dies iſt in der Regel die 
bequemere Darſtellungsweiſe — durch die Gleichungen der Kugel und der⸗ 
jenigen Kegelflaͤche, deren Mittelpunkt im Centrum der Kugel liegt, „und 





) Alle dieſe Ergebniſſe / ſind zuerſt von Herrn Dupin-befannt gemacht: worden. 


5. a1. welche die Eurve enthält, ausbrüden. Drüden wis bie eben genannten 


Slächen in Polarcoordinaten ber vierten Art aus, fo if, wenn x ben Ras 

dius ber Kugel bedeutet, die Gleichung ber Kugelfläche 

u=r, 

und biejenige ber Kegelfläche 
p(t,.) — 0; (1) 

alsdann iſt auch die ſphaͤriſche Curve durch die eine Gleichung (1) zwiſchen 

zwei veraͤnderlichen Coordinaten = und t dargeſtellt, wenn nur u conſtant 

und gleich. dem Radius der Kugel gedacht wird. 

Der Grad einer fphärifchen Linie iſt derfelbe als der Grad der genann⸗ 
ten Kegeiflaͤche. 

Die Eigenſchaften der ſphaͤriſchen Curven koͤnnen aus den Eigenſchaf⸗ 
ten der Kegelflächen unmittelbar abgeleitet werden. Um hiervon ein Bei⸗ 
ſpiel zu geben, wollen wir diejenige Curve auf der Kugelflaͤche betrachten, 
weiche der Ort bed Scheitels eines ſphaͤriſchen Dreiecks von gegebener 
Srundlinie und gegebenem Inhalte iſt. Bezeichnen wir die conftante Grund: 
linie des Dreiecks, welche ein Bogen eines Haupffreifes ft, Durch 2e, bie 
veränderlichen Winfel des Dreiecks durch m, n, p, den conftanten Flächen- 
inhalt durch =; fo ift bekanntermaßen s = mn +p— rn . Konffruiren 
wir nun eine breifantige körperliche Ecke, deren Spige im Mittelpunfte ber 
Kugel liegt, von welcher zwei Kanten durch die Endpunkte der gegebenen 
Srundlinie 2e gehen und in welcher die Summe ber drei Neigungswinfel 
glei s-+-r if; fo wird dieſe Ecke die Kugelfläche in einem fphärifchen 
Dreiecke fchneiden, welches die gegebene Srundlinie und den gegebenen In⸗ 
halt. bat. Der Ort der dritten Kante jener Ecke iſt aber, wie wir in der 
Aufgabe 51. ($.34) gefunden haben, ein Rotationskegel; daher ift der Ort 
des Scheiteld der in Rebe ſtehenden Dreiecke diejenige Eurve, in welcher 
die Kugelfläche von biefem Rotationskegel gefchnitten wird, d. i. ein Kreis. 
AS zweites Beifpiel wollen wir den Ort des Scheitel eines fphärifchen 
Dreiecks von gegebener Grunblinie und gegebener Summe oder Differenz 
der Seiten betrachten. Diefer Ort ift offenbar diejenige Curve, in welcher 
bie Kugelfläche von ber, in der Aufgabe 52. ($.34) gefundenen, ihr concen« 
trifchen Kegelfläche zweiten Grades gefchnitten wird, und: daher eine ſphaͤ⸗ 
rifche Linie zweiten Grades. Der Analogie wegen heißen Diejenigen Punkte, 
in welchen die Kugelfläche von ben Socallinien der eben genannten Kegel 
fläche gefchnitten wird, bie Brennpunkte der fphärifchen Linie zweiten Gra⸗ 
des. Legen wir an ber Kegelfläche eine Tangentinlebene, fo ſchneidet dieſe 
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die. Kugelflaͤche in einem Hauptkreiſe, welcher augenſcheinlich bie in Rede 6. 41. 


ſtehende Curve beruͤhrt; ein ſolcher Hauptkreis heißt eine ſphaͤriſche Tan⸗ 
gente der Curhe. Aus dem. in 86. 35. erwieſenen Lehrſatz [15] ergiebt ſich 
nun unmittelbar, daß die, von den Brennpunkten einer ſphaͤriſchen Linie 
zweiten Grades nach einem Punkte ihrer Peripherie gezogenen Hauptkreis⸗ 
bogen gleiche Winkel mit der ſphaͤriſchen Tangente der Curve in jenem 
Punkte bilden 
Wir wollen uͤber die ſphaͤriſchen Linien des mn Grades noch Fol⸗ 
geudes bemerken. . 
Wenn es die Sleichumgen on 
— — . x* 
72 wer 
find (vergl. 9.34, ©, 1), welche eine ſolche Linie darſtellen, ſo kann ein 
jeder der ſechs Pune, in welchen die Kugelflaͤche von den drei Coordina⸗ 
tenachfen gefchnitten toird, als Mittelpunkt der Curve betrachtet werden. — 
Dürch Verwandlung in Polarcoordinaten der vierten Art geht die erfte ber 
Beiden Gleichungen (2) in die Gleichung (12) oder in die Gleichung (13) 
des 5.34, über, und diefe eben ‚genannten Sfeichungen zwiſchen den beiden 
veränderlichen -Größen und 7’ oder t und r drücken demnach eine ſphaͤ⸗ 
rifche Linie des zweſken Grades aus, wenn u conftant und gleich r gedacht 
wird. — Ein folcher Unterfchied wie zwiſchen der ebenen Ellipſe und ber 
ebenen Hyperbel findet’ bei den fphärifchen Linien zweiten Grades im eigent- 
lichen Sinne nicht Statt. — Aug den, in $.35. vermittelft der Eentralcol- 
Iineation hergeleiteten Sägen über Kegelflächen zweiten Grades folgen ähn- 


- 2; 4 4er \ | @) 


liche Säge von fphärifchen Linien ztveiten Grades; z. B. „daß eine fphärifche 


Linie zweiten Grades durch fünf Punfte der Kugelfläche, oder durch fünf 
berührende Hauptkreiſe beftimme ift” u.f.f. Ferner, „daß, wenn ein Durch: 
ſchnitt zweier, eine fphärifche Linie gtweiten Grades berührenden Hauptfreife 
fid) auf einem Hauptkreiſe bewegt, derjenige Hauptfreisbogen, welcher bie 
Berührungspunfte verbindet, ſich um einen Punkt dreht, und umgekehrt”; 
woraus ſich dann ergiedt, Daß alle diejenigen Beziehungen, melche bei ebenen 
Linien des zweiten Grades gwifchen dem Pol und feiner Polaren Statt ha- 
ben, bei fphärifchen Linien des zweiten Grades, zu welchen auch bie Neben: 


kreiſe auf der Kugelfläche gehören, fich ebenfalls vorfinden. 


Wird eine Kugelfläche von einer Kegelfläche zweiten Grades, deren 
Mittelpunkt nicht in dem Mittelpunkte der Kugel liegt, gefchnitten; fo ift 


§. 
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al. die Durchfchnittscurbe eine fphärifche Linie, bie im. Allgemeinen nicht vom. 


zweiten Grabe if. Die Ebenen, welche durch ben Mittelpunkt biefer Kegel⸗ 
fläche gelegt werben, fchneiden die Kugelfläche in Nebenfreifen, und bie ges 
nannte fphärifche Linie hat, in Beziehung auf dieſe Nebenfreife, alle biejeni- 
gen Eigenſchaften, welche eine fohärifche Linie zweiten Grades in Sejiehung 
auf Hauptkreiſe hat. 

e 


. Mir bemerken noch Solgendes. Iſt auf der Kugelfläche ein von Haupt: 
freisbogen gebilbetes fphärifches Polygon A gegeben, und bildet man in 
Derfelben Kugel, oder in einer ihr gleichen, diejenige Eörperliche Ecke a, welche 
Die Ebenen ber Hauptfreisbogen des Polygons A einfchliegen, fo giebt es 
immer eine Ede b, welche der Ede a coniſch⸗reciprok und mit ihr reciprof 
liegend if; diefe Ecke b fchneidet bie Kugelfläche in einem fphärifchen Po⸗ 
lygone B, welches mit dem Polygone A in der Verwandtfchaft der Reci⸗ 
procität fiehet, und mit ihm reciprofsliegend ift, fo daß, wenn die Haupt 
freisbogen, welche gewiſſe Eckpunkte des Polygons A verbinden, fich in 
einem Punkte fchneiden, die Durchfchnittspunfte gemwiffer ‚Seiten des Poly: 
gons B auf einem Haupffreife liegen, und umgefehre. Nehmen wir den 
befonderen Sal an, in welchem bie Reciprocität der fen a und b durch 
bie Gleichung (14) des 5.28. ausgedrückt ift, fo ift bag Polygon B dieje⸗ 
nige Figur; welde in den Elementen bie Polarfigur des Polygons A 
genannt wird. 


Slächen zmeiten Grades. 
a 44. 


Ste Gleichung vom seien Grade zwiſchen ben rechtwinkligen oder 
ſchiefwinkligen Coordinaten x, y, z kann auf bie son 
a2?+-by?-+-cx?-+2a'xy-+2b’xz-+2c’yz+22’2+2b”y-+2c’x+d = 0 (1) 
gebracht werden. Wir nehmen an, daß die Eonftanten a, b, c, a, ꝛc. reelle 
Größen bedeuten. Wenn wir den Coordinaten x und y beliebige aber be 
flimmte Werthe beilegen, fo erhält z aus dieſer Gleichung (1) zwei beftinmte, 
reee oder imaginaire Werthe; Die Punkte, deren Coordinaten dieſe Gleichung 
(1) befriedigen, find daher auf. einen gewiſſen Ort im Naume befchränft, 
der, weil die. Gleichung (1) vom zweiten Grade ift, Flaͤche des zweiten 
Grades genannt wird. Sind die, aus der Gleichung (1) fich ergebenden 
Werthe von z immer imaginair, toelche reellen Werthe man auch ben Größen 
x und y beilegen mag, fo drückt die Gleichung (1) Eeinen reellen Punkt und 
keine reelle Släche, fondern eine imaginaire Fläche aus; wird z nur für ein 
einziged Paar reeller Werthe von x und y reell, fo drückt fie einen Punkt 
aus; wird z nicht für beliebige reelle Werthe von x und y, fondern nur 


für diejenigen reellen Werthe biefer Größen, welche eine beftimmte zweite 


Bleichung befriedigen, reell, fo drückt unfere Gleichung (I) eine Linie aus. 
Laͤßt fich bie Gleichung (I) in zwei reelle Factoren vom erften Grade zer: 
legen, fo drückt fie das Syſtem zweier Ebenen aus; welches, eben weil es 
durch eine Gleichung des zweiten Grades dargeſtellt ift, als eine Släche zwei⸗ 
ten Grades betrachtet werden kann. Findet keiner von den genannten Faͤllen 
Statt, ſo druͤckt die Gleichung (1) eine krumme Flaͤche aus. Wir werden 
bald ſehen, wie viele verſchiedene Arten von krummen Flaͤchen des zweiten 
Grades exiſtiren. 

Ein Punkt, welcher ſo liegt, daß er alle, durch ihn gesogenen, von ei- 
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9.42 ner Flaͤche zweiten Grades begrenzten, geraden Linien halbirt, heißt ber 
Mittelpunkt dieſer Flaͤchhe. 


Aufgabe [63]. Die Gleichung (1) einer Släche zweiten Grades iſt 
gegeben; es follen die Coordinsten ihres Mittelpunftes gefunden werden. 
Es ſeyen x, y’, z’ die gefuchten Coordinaten des Mittelpunfted. Neb- 
men mir diefen Punkt zum Anfangspunfte neuer Eoordinaten, und feßen, 
um su transformiren, xx, y+y, z+z refpective für x, y, 2; fo er: 
balten wir aus ber Gleichung (1) " 
az? + by?+- cx?+ 2a’xy + 2b’xz + 2c'yz 
+2(az'+b’x’ +Hey+a NÄHE +2(cx +ay+bz’+c)x)=0. (2) 
+32?” +by”? +cx”+2ax'y+2b'x'z7 +2cy’z+22’7-+2b’y-+2c’X+d 
Ziehen wir nun durch den neuen Anfangspunft der Eoordinaten irgend eine 
Gerade, und ſchneidet dieſe die Fläche in einem Punkte p, deſſen Coordina⸗ 
ten in Beziehung auf dag neue Coordinatenſyſtem x ,y=fP,2=Y 
find; fo wird dieſelbe Gerade bie Zläche in einem zweiten Punkte p’ fchnei- 
den, und die Koordinaten diefes zweiten Punktes werden nothwendigerweiſe 
x=—c0, y=-Pf, z=—yr ſeyn, wenn ber neue Anfangspunft der 
Eoorbinaten der Mittelpunkt der Zläche if. Die Gleichung (2) muß alfo, 
wenn ihr irgend drei Werthe der Koordinaten 'x, y, 2 gehügen, auch von 
den entgegengefeßten Werthen befriedigt werben, falls der neue Anfangs: 
punkt der Coordinaten der Mittelpunkt der Zläche if. Daher müffen denn 
offenbar die Glieder, welche x, y, z in erfier Potenz enthalten, in Diefer 
Gleichung (2) nicht vorfommen, und es muß demnach 
az +-cy+bx’-+2’ = 0 | 
ez+by+ax+b’ = 0 5 | (3) 
beray+cH=0 
feyn. Aus dieſen drei Gleichungen ergiebt fich, wenn wir gut Abkürzung 





a’ (a? — be) + b’(ce — ab) + c’(bb’— ac) = A 
96" ao) Habe) Harler—ab) = B | (4) 
c”’(c” — ab) -+.2”(bb’ — a’c’) + b’(aa —b’c) = C | 
u 0 abe — an? — bb’? — cc" + 2a’b’c’ =D “ (5) 
fegen, x cc —— 
3 338—85 (6) 


welches die gefuchten Eoordinaten des Mittelpunftes find. 
Hierbei ift aber Folgendes zu bemerken: 
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1. Dem Ausdrucke, den wir durch D bezeichnet haben, laſſen fich auch 6. 42. 
nachftehende Formen geben: 


- 1-5 y- ee | 
D-- Os --a@-bel | m 
De Aw y-@r-r- Bol 


0. Wenn D = 0 ift, ſchneiden fich die drei, durch die Gleichungen _ 
(3) ausgedrückten Ebenen nicht in einem und demfelben Punkte, fondern 
in parallelen Geraden, ($.8, Aufg. 14), und die Fläche (1) hat Feinen Mit- 
telpunft, indem die Ausdrücke (6) gleich co werben. 

Id. Wenn D= 0 und zugleich C= 0 ift, fo werden im Allge⸗ 
meinen auch B = 0 und A = 0. Die, durch die Gleichungen (3) aufs 
gebrückten Ebenen fchneiden. ſich dann nicht in einem einzigen Punkte, ſon⸗ 
beru in einer und derſelben Geraden ($.8. Aufg.14 u.15), und die Zläche 
(1) bat unendlich viele Mittelpuntte, welche um. in diefer Gera; 
den liegen. 

N Wenn aber D und C babunch gleich Hut werben, daß c”—ab = 0, 
bb—acd=0 und aa—be = O if, fo werden A und B im Allge 
meinen ie gleich Null, daher z’ und y’ gleich oo, und die Släche (1) 

bat feinen Mittelpunkt. 
| V. Wenn endlihd D =.0 und C = 0, außerdem aber c”— ab = (0, 
ce’ —-ab"=0 ,„ P—-ac=0 und ba’—ac = 0 if, fo werben 
ah A=0 und B= 0. Die, durch die Gleichungen (3) ausgedruͤck⸗ 
ten Ebenen fallen dann in eine einzige zufammen, und bie Fläche (1) bat 
unendlich viele Mittelpunfte, welche fämmtlich in diefer Ebene liegen. - 

Außerdem ift noch zu bemerken, daß aus der Realitaͤt der Coordinaten 
des Mittelpunktes einer Flaͤche nicht die Realitaͤt der Flaͤche gefolgert wer⸗ 
den kann. 


§. 48, ZZ 
Nachdem wir die vorige Aufgabe gelöft haben, wollen wir die eingel- 


nen Fälle, welche in der Gleichung (1) enthalten find, Biscutiren. Wir 
werden dabei vorausſetzen, daß in dieſer Gleichung 


az?+-by?-+cx?+22’xy+2b'x2+20'yz-+22”24+2b”y+2c’x+d = 0 (I) 
der Eoefficient a pofitiv fen, was immer gefchehen Tann, weil wir in dem 
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$. 43. Falle, in welchem der Coefficient von 2? negativ waͤre, dieſen Coefficienten, 
indem mir bie Gleichung mit — 1 multipliciren, pofitio machen koͤnnen; 
und haben nun bie folgenden drei Hauptfaͤlle L, IL und IIL zu unterfuchen. 


L Wir nehmen zuerft an, daß 
- D20 
fey. Die Zläche (1) hat alfo, nach den zu Ende de vorigen $. gemachten 
Demerkungen, einen Mittelpunkt. Nehmen wir diefen Mittelpunkt zum An⸗ 
fangspunft neuer Coorbinaten, fo erhalten wir durch Gubftitution von 
x+x, y+y, z+2z relpecive für x, y, 2 bie transformirte Gleichung 
az? + by? + cx? + 2a'xy + 2b’zz + 2cyz +4 = 0 , (2) 

wenn wir nämlich 2 

I = a2" 4+-by”-+ 0x" +22 y+2b'’X’2 +2cyz+2a’z’ +2b"y+2c’x’-+d (3) 
fegen. -Zmwifchen den alten Eoordinaten des neuen Anfangepunftes, d. i. 
zwifchen den Eoorbinaten bed Mittelpunftes x’, y’, z/, finden bie Geichun 
gen (3) des vorigen K Statt, und diefe Eoordinaten find ben Ausbruͤcken 
(6) des vor. $. gleich. Wir Eönnen daher aus der letzten Gleichung (3) 
die Größen x, y’, z wegichaffen, indem wir ihre Werthe (6) des vor. $. 
fubftitmiren, und fomit 4 bloß durch die Coefficienten ber Gleichung (1) 
ausdruͤcken. Diefe Subftitution erleichtern wir und dadurch, daß wir dem 
Ausdrucke 4 zunächft die Form u 

4 _ (az’ + ey + b’x’ + a’)z’ + (d’z’ + by + ax +b’yy 
+ (b’z’ + a'y +cX+ — + az + b’y’ + cl’ rd 
geben, welche fich, in Folge der genannten Gleichungen (3) des vor. $., auf 


A= az + b’y’+c’X+d (4) 
zuruͤckziehet. Verrichten wir jegt bie angegebene Subftitution, fo Fommt 
. 4 KArb’BreC+dD | . 

— D. ——7—— 


und, wenn wir für A, B und C ihre Werthe (4) des vorigen $. ſetzen, far 
ner, der Kürze toegen, tie im vor. 9, 
Bu abe — aa’? — bb"? — ce?” + 2a’b’e’ =D, 6) 
auch außerdem noch u 
ala? — bc) + b’?(b” — 3) + c”?(c”? — ab) | _g (6) 
+22"b" (oc -ab’) +2a’c’(bb—ac)+2b"c(ar—b’e)HdD) , . Ä 
Ken, | Ä 0 


A 


D 


, | 1! j , 
j | pn 1 (7) 
ſo daß die fransformirte Gleichung (2) die Form 6 
ar by 4 exꝰ + 2aay+ Abazreyz + = 0. G) 


hat. | Ä 
Ziehen wir jet durch den neuen Anfangspunft der Coordinaten, wel⸗ 
cher der Mitelpuntt der Städte ift, eine beliebige Gerade, deren Gleichungen 


wir durch 

y-ox ; z = fx “ = (9) 
bezeichnen, fo ergiebt fich für die Durchfchnittpunfte diefer Geraden 9) und 
der Stäche (8), durch Elimination von y und z, 


, | 
(29? + 2 + ba? +26 +20 + c)3° +5 - 0, 


“oder, wenn mir, zur Abkürzung, | | Ä 
a9 +2caß +be? + — 2a E - (10) 

fegen, 

woraus wir für x, und ſodann auch für y und z, folge der Gleichungen 

(9), die Ausdrücke 


u. u. 
s-=+ FD; 7 Fe) ; = Fi) - qu) 


finden. Die beiden Durchfchnittspunfte der Geraden (9) und. ‚der Släche 
(8) liegen alfo, weil ihre ECoorbinaten (11) gleich und entgegengefegt find, 
zu beiden Seiten des neuen Anfangspunftes, in gleicher Entfernung von 
demfelben, wie es auch ſeyn muß, da dieſer Anfangspunkt der Mittelpunkt 
der Slaͤche iſt. 

Es kommt nunmehr darauf an zu unterſuchen, ob und unter welchen 


Bedingungen die Ausdruͤcke (AL) reell find, und wir muͤſſen demnach ent⸗ 


ſcheiden, wann der Ausdruck pi 
ED | | 

pofitio, und wann er negativ wird, was wiederum von den Vorzeichen ber 

Werthe von A’, D und E abhängt. Da aber E feinen Werth (10) mit 

den Größen « und A, welche die Lage der Geraden (9) beftimmen,- ändert, 

fo wollen wir zunächft das Vorzeichen von E berrachten. 

I. 14 


5. 43. 


$ 43. 
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In (I. $.28) haben wir bereits die Bebingungen gefunden, unter wel: 
chen eine ganze rationale Function zweiten Grades zweier veränberlichen 
Größen, wie E, nicht. gleich Null und auch nicht negatio werden kann. Bon 
diefen Bedingungen fönnen diejenigen, welche 

(ad — be)? — (ec? — ab)(b? — ac) = 0 


involoiren, bier nicht Statt finden, weil alsdann, wie bie erfte Gleichung 


(7) des vorigen $. zeigt, D == O ſeyn würde, was genen unfere jegige Vor⸗ 
augfegung iſt. Daher bleiben blos bie Bebingungen 

"—-ab<0 und (abe —(e?— ab)(b?—ac) <0 
übrig, unter welchen E für alle Werthe von « und A pofitiv ifl. In Folge 


ber erften Gleichung (7) des vor. $. koͤnnen wir, da a, unferer ‚Annahme 


nach, pofitio ift, diefe beiden Bedingungen durch 

®—-ab<0 md D>O0 
ausdruͤcken. Wir betrachten num erftens den Sal, in welchem dieſe Bedin⸗ 
gungen erfuͤllt werden, und dann zweitens den Fall, in welchem ſie nicht 
erfuͤllt werden. 


1) Iſt alſo erſtens 
zugleich eꝰ— ab < 0 und D>O, (D 

fo ift E für alle Werthe von « und 4 poſitiv, und die Realitaͤt der Aug: 
drücke (11) hängt nur noch von dem Vorzeichen von 1’ ab, und zwar fi ind, 
was auch & und 9 für reelle Werthe haben mögen, 

wenn 1 pofitiv : Die Ausdräde (11) imaginair. 

wenn A null -» : die Ausdruͤcke (LI) gleich Null 

- wenn A negativ : die Ausdruͤcke (11) reell. 


Wir fehen alfo, daß, “unter ben Bebingungen.(D, wenn 4’ pofitiv ift, bie 


Gleichung (1) feine geometrifche Bedeutung hat; wenn 1’ null iſt, die Glei⸗ 
Kung (1) einen Punft, und zwar den Anfangspunft der neuen Koordina- 
ten ausdrüdt; und wenn 1’ negatin iſt, bie Gleichung (1) eine reelle Flaͤche 


darſtellt, melche gefchloffen ift, da jede durch ihren Mittelpunkt gegogene 


Gerade fie in zwei reellen, in enblicher Entfernung befindlichen Punkten trifft. 
Diefe gefchloffene Släche heiße Ellipſoid. 


‚2 If ader zweitens | . | 
nicht zugleich ®—-ab<0 und D>0., (MD 
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fo wird E, für unenbiich viele, von einander unabhängige Werthe von 6. 43 
und 45, poſitiv, und, für unendlich viele, von einander unabhängige Wer: 
the von = und A, negativ, ferner, für unendlich viele, von einander auf 
beftimmte Weife abhängige Werthe von a und A, gleich Null. Die Aus 


drücke (IL) werden aber reell für Big pofitiven weng von F wenn < ne⸗ 

gativ, für die negativen Werthe von E'mwenn 3 poſitiv; ſie werben ima⸗ 
.. y „ 

ginair für bie pofitiven Werthe von E wenn z pofitio, für bie negativen 


Werthe von E wenn — negativ; ferner werben dieſelben Ausdruͤcke = oo 
fr E= 0. 

Wir fehen alfo, daß, unter den Bedingungen (HI), die Gleichung (1) 
immer eine reelle Flaͤche ausdrückt, welche aber nicht gefchloffen ift; und 
zwar werden bie Werthe von « und 4, für welche E = 0 ift, die Grenz⸗ 
werthe derjenigen ſeyn, welche reelle Durchfchnittspunfte der Släche (108.8) 
und der Geraden (9) geben; und für diefe Grengwerthe twerben die Durch: 
ſchnittspunkte ing Unendliche fallen. Dieſe nicht gefchlofienen Flächen, welche 
bie Gleichung (1) im Falle der Bedingungen (U) ausdruͤckt, heißen Hy⸗ 
perboloibden. 

SH 40, fo werden bie Ausdruͤcke (11) für alle Werthe von « 
und 4, welche E nicht anmulliren, gleich Null; der Anfangspunft der Coor- 
Binaten d. i. der Mittelpunkt liegt alfo dann auf der Zläche ſelbſt. Für’ 
alle Werthe von @ und A aber, welche E = 0 machen, werden die Aus 
drücke (11) unbeſtimmt. Wenn aber 1’ — 0 ift, geht die Gleichung (2) in 

az? + by? exꝰ +2axy + 2b’xz + 2c’yz = 0 (12) 
über, und druͤckt folglich ($. 33, G. 8) eine Kegelfläche aus, deren Mittel- 
punft in dem neuen Anfangspunfte der Coordinaten liegt. Diefelbe Glei- 
hung (12) erhalten wir auch, wenn wir vermittelft ber. Gleichungen (9) 
a und 4 aus der Gleichung E = 0 eliminiren. ° Die -Kegelfläche (12) ent: 
halt deinnach alle, durch den Mittelpunkt gehenden Geraden, welche dag 
vorher genannte Dyperboloid in unendlicher Entfernung treffen, ‚und des⸗ 
halb wird bie Zläche (12) auch der Afnmptotenfegel ber Flaͤche @ 
genannt. 


| Die Hpperboloiben werden in zwei Arten eingetheilt: ein Hyperboloid 
heißt naͤmlich geradlinig oder hyperboliſch (auch wohl Hyperboloid mit 
14* 
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$. 43. einer Schale), wenn ed von einer Geraden erzeugt werben kann, und ellip- 
tiſch (auch wohl Hyperboloid mit zwei Schalen), wenn dies nicht der Fall 
iſt. Soll nun die Gleichung (2) ein hyperboliſches Hyperboloid ausdruͤcken, 
ſo muͤſſen ſich gerade Linien ſo ziehen laſſen, daß ſie gaͤnzlich in der Flaͤche 
liegen. Sind demnach 
y=ox+« » z = Pi +f 
die Gleichungen einer Geraden, welche ſich auf dieſelben Achfen als bie 
Gleichung (2) beziehen, fo müflen fich die Eonftanten &, A, a, P’ reeller: 
weiſe fo beftimmen laffen, daß diefe Gleichungen und bie Gleichung (2) für 
jeden Werth von x diefelben Werthe von y und z geben, daß alio, wenn 
y und z zwiſchen den genannten drei Gleichungen eliminirt werden, die Sinal- 
gleihung x unbeſtimmt laͤßt. Führen wir diefe Elimination aus, fo er 


giebt fich 
(29? + 2ca«ß + ba? + 2b’d + 2a + c)x? 
+ 2(29’ + bau’ + ad + b/P’ + Ba + a)x _ 
+ "+2 + ba? + . 
und wenn biefe Sleichung x unbeftimmt laͤſſen ſoll, muͤſſen 
ar +2 br HP Hier c= 0, 
arbeit , 
rer 0 


as) 


‚feyn. Eliminiren wir a’ und 4 nach einander zwifchen der zweiten und 
dritten Diefer Gleichungen (13), fo kommt 
\(e?—ab)(a-+200ß-+-ba?+2b/ 942’ a)—(a2°+bb?_2a’bie‘) ID 
= A(cd+be+a) | 
|(e?—ab) (29°+-2c’@ß-Hba’+2b/A+20'«)— (aa +bb-2u’b’c')}eD 
= N(a9rca+b) , 
oder auch, da, in Folge der erfien Gleichung (13) und der Gleichung (5) 
des $. 42 2, 
(c? — ab)(af? + 2caß + ba? + 2b’? + 2a’a) — (aa” + bb”? — 2a’b’c’) 
= abc — aa”? — bb”? — oc? +2a/b’’ = D 
iſt, 
D’9? = I(d$-+ba-+ a)? ; Die? = 139 + ca +b’) 
‚ Diefe Gleichungen können aber, da D?#”, D’a”, (dd-+ba-+a)” und 
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(a8 + ca -+b’)? für reelle Werthe von a, A, a’, nothwendigerweiſe im $. 43. 
Allgemeinen pofitiv find, von reellen Werthen von a, A,.e und A’ nicht 
befriedigt werden, wenn 41’ negativ ift *). Es folgt hieraus, dag wenn A’ 
negativ ift, die Sleichung (1) Eein byperbolifches Hyperboloid ausdrücken kann. 
Das Refultat der gegenwärtigen Unterfuchung iſt demnach: die Glei⸗ 

chung (1) druͤckt, unter den Bedingungen (II.), 

wenn 4’ pofitiv , ein hyperboliſches Hyperboloid 

wenn 4 = 0. eine Kegelflaͤche 


wenn 4° negativ, ein elliptiſches Hyperboloid 
aus. | 


II. ir nehmen jetst an, daß 
D= 0 
ik. Wir transformiren die Gleichung (1) wieder, indem wir x-HX, y+Y' 
z+-z' refpective für x, y, z feßen, wodurch wir gu ber Gleichung (2) des 
vorigen $. gelangen; wir laffen nun aber nicht die Gleichungen (3) des 
vorigen $. gelten, weil wir fchon wiſſen, daß die Fläche (1), unter‘ der jetzi⸗ 
gen Berausfegung, D = 0, im Allgemeinen Eeinen Mittelpunkt bat ($.42); 
fondern wir fegen 
az’ +cy+b +0, «14) 
e' z’ +by’+ a'x’+ b” -=0, 
az" +by”-+cx”?+2a'x’y’+2b’x’z’+2c yz +2a’7+2b’y+2cx+d=0 , (15) 
be +-ay++l'=6. (16) 
Dadurch sieht fich die transformirte Gleichung (2) des vorigen $. auf 
a2? +-by?+-cx?+2a xy +2b'szz+2cdyz+2öx=0 (17) 
zuruͤck. Die drei Gleichungen (14 u. 15) reichen bin x’, Y, z’ zu beflim- 
men; twir verfahren bei diefer Beftimmung wie folge. Wir multipliciren 
von den beiden Gleichungen (14) die erfte mit z/ und bie zweite mit y’; bie 
Summe diefer Producte ziehen wir von der Gleichung (15) ab, und erhal 
ten dadurch . 


"*) Wir fagen, daf die oben genannten vier Ausdrücke im Allgemeinen pofitiv wer⸗ 
den, denn in dem befonderen Salle, dab den Größen « und A die beiden reellen Werthe 
beigelegt werden, welche ef -Hba-r a = 0 und area -b = 0 befriedigen, und 
.« =0 und @ = 0 gefegt wird, werden die genannten Ausdrücke offenbar ſämmtlich 
gleich Null. Indeffen werden die Gleichungen (13) doch von diefen Werthen nicht bes 
friedist; denn « == 0 und FF == 0 fiehen mit der legten derfelben im Widerſpruche. 


5. 43. 
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array +biz7 Hai Hbyr2i Hrd=0 ; 

in dieſe Gleichung fegen wir für zZ’ und y’ biejenigen Ausdruͤcke, welche 
ſich durch Entwicklung aus den Gleichungen (14) ergeben, und auf dieſe 
Meife finden wir 

(ei? +20”? + bb? — abe — 29 be)x- | 

+2[c’ (ce —ab) +a’(bb—ac)+b’(ar ber) = 0 . 

+ d(e?— ab) +ab”? —2ca’b’+baf? ° )- 
Der Eoefficient von x” ift’gleih —D, und derjenige von = ift gleich C 
(8.42, ©.4u.5). Da nun unferer jegigen Voraugfegung zufolge D = 0 
ift, fo zieht fich die eben gefundene Gleichung, wenn wir noch, der Kürze 
wegen 

gen, d(eꝰ - ab) + ab” — 2c’a’b" +ba” = x (18) 


20x +x = 0 (19) 
zuruͤck, woraus wir einen einfachen reellen Werth für x’, und ſobann, ver- 
mittelft bee Gleichungen (14), auch einfache reelle Werthe für y’ und z’ finden. 

Segen wir, um nun auch oͤ zu beftimmen, die Ausdrüde von y’ und 
z, welche fi aus ben Gleichungen (14) ergeben, in die Gleichung (16), 
fo geht, waıl.D O if, X von. felb fort, und wir erhalten unmittelbar 


feßen, auf 


Ziehen wir durch ben neuen —* der Coordinaten eine Ge⸗ 


rade, deren Gleichungen wieder 


| | ya ; = | (9) 
feyn mögen, fo ergiebt fich.für die Durchfchnittspunfte dieſer Geraden und 
ber Slähe 17) 

(+ 2daß-+bo? + 2b -+2ae +c)r? + 26x =0 , 
oder, piſolge der Gleichungen (10 u. 20), 
| (ct — ab)Ex’+2Ck =0 ,- Ä 
woraus wir, mit Hülfe der Gleichungen (9), die sufammen gehörenden 
Werthe 


xı=0 ; y=0 ; z=0, (21) 
=. LL MM .,_.-%0 
= EI TTRZE Te 9 


erhalten. 
Ein Duchichnittspunft der Geraden (9) und der Fläche (17) liegt alfo 
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in dem Anfangspunkte der neuen Coordinaten, wie es auch feyn muß, da $. 43. 
bie Gerade (9) durch dieſen Anfangspunft geht, und dieſer felbige Punkt, 
in Folge der Gleichung (15), auf. der Fläche angenommen iſt. 


1) Was den anderen Durchfchnittspuntt betrifft, " nehmen wir zuerſt 
an, daß 


cab <0O 
iſt. Alsdann ſind die zweiten —* (22) von a yı z immer reell und 
endlich; blog für E = 0 merden diefe Werbe = 00. Aber es giebt, da 


D O iſt, wie in (L $.28. Aufg. 38) bewiefen, nur ein Paar beftimmter 
Werthe von. und 4, für welche E = 0 wird, und diefe find 
8 ob ac _ an — be / - 
ar: per Zn Zr — | 
Demnach fchneiden alle, und den neuen — der Coordinaten 
gezogenen Geraden die Flaͤche in reellen Punkten, die deſto weiter von dem 
auf dieſer Fläche befindlichen Anfangspunkte entfernt find je kleiner E wird, 
und nur eine einzige, ber burch den Anfangspuntt gehenden Geraden, deren 
Gleichungen 


(ꝰ - ab)y = (aa be ; (d?— ab)z = (bb —ae)y | 


ſß ind, trifft Die Flaͤche nicht in einem zweiten Punkte Die Flaͤche erſtreckt 
ſich daher ins Unendliche und iſt nicht geſchloſſen. 


2) Nehmen wir zweitens an, daß 
d—ab 0 
ift, fo find wieder die zweiten Werthe (22) von x, y, 2 immer reell und 
endlich; blos für E = O werden ſie = oo. Aber es wird jetzt E für uns 
zählig viele Werthe von « und 4 gleich Null. E läßt fich namlich in zwei 


Factoren 

d-+YVe”-ab b’-+-Vb”-ac IE, '_Yb”=-ac 

E= (var. WE + ae 
zerlegen, welche reell find; denn, da D= 0 if, fo 8 zufolge der er⸗ 
ſten Gleichung (7) des vor. $., oꝰ — ab und b?— ac von gleichen Zeichen 
feyn; es if, unferer jeßigen Vorausſetzung nach, ? — ab > 0, folglich muß 
auch bꝰ — ac >.0 feyn, und ſomit find die, in den angegebenen Factoren 
vorkommenden Wurzelgrößen reel. Wenn nun « und 4 fo angenommen 
werden, daß. fie einen ber beiden genannten Factoren auf Null rebuciren, 
mas Auf unzählig verfchiebene Weife gefchehen Kann, fo trifft die Gerade (9) 
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6. 43. bie Flaͤche (17) nicht in einem pweiten Bunkte, u und die Flaͤche erſtreckt ſich 
ins Unendliche. 
3) Es bleibt uns nur noch „orig britteng amunefmen, daß 
— ab = O 


ſey. In dieſem Falle wird aber die Transformation ber Gleichung (1) auf 
bie Form (17) unmöglich, denn wenn D= 0 und c”— ab = 0 ift, fo 
werben auch, wie die beiden erften Gleichungen (7) des vorigen $. zeigen, 
-b’=0 ud bb—ac = 0, und dadurch wird auch, wie wir 
aus der legten Sleijung (4) des vorigen $. fehen, TC = 0, wodurch wie 
derum bie Eoordinaten x’, y’, 2’ des neuen Anfangepunftes, mie die Glei⸗ 
chungen (19 u. 14) zeigen, unendlich werden. In dem gegenwärtigen Falle 
kann aber die Gleichung (1) auf die Form 
a2? 4 by? + cx? + 2a’xy + 2b’xz + 2cyz +2ö'y=0 (17%) 
gebracht werden, indem man nämlich ftatt der Gleichungen (14) und (16) 


a7 +-cy+-bX + —=0 
ur Y+reX+l'=0 | (14) 
Z+by+-c7+b’=Ö (16) 


und außerdem bie Sleihung (15) fest. Hieraus ergiebt fich, auf ähnliche 
Meife wie oben, wenn — 
d(b? — ac) + a0”? — 2b’a’c’ + ca = x (18) 


2By+lk=0 , (19) 
woraus fih, in Verbindung mit den Sfeichungen (14°), einfache reelle 
Werthe für X, Y 2 ergeben. Für o findet fich 

Ina m 


ac 


gefeßt wird, 


Zur die Eoordinaten der Durchfchnittspunfte einer, durch den neuen An- 
fangspunkt gezogenen Geraden (9 und der Flaͤche (17) erhaͤlt man auf 
dieſelbe Weiſe wie vorher 
| TUI 5 amt, 00 
— 5. J —BeB - . — 27B saar 
WE 3 NT WE > * Tre N 
und Alles, was mir unter 1) und 2) von der Gläche 0) geſagt haben wenn 
die Bedingungen D =0 md R_ ab Z0 Statt finden, "gilt ebenfalls 


wenn die Bedingungen D= 0 md ae RS 0. vorhanden find. 


i= 
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(Den Fall, in welchem zu gleicher Zeit e? —ab = 0 und b?_ac.= 0 — 43. 
ift, werden wir nachher betrachten.) 

Die nicht gefchloffenen Flächen, welche bie Gleichung. 0) unter der 
Bedingung D = 0 ausdrüdt, heißen Paraboloiden. Die. Paraboloiden . 
werden im zwei Arten eingetheilt: ein Paraboloid heißt nämlich geradlis 
nig oder hyperbolifch, wenn es von einer Geraden erzeugt werden Fann, 
elliptifch aber, wenn Dies nicht der Fall iſt. — Sol eine Gerade, deren 
Gleichungen 

y=oxı+d ; ER — 
ſind, gaͤnzlich auf dem, durch die Gleichung (17) ausgedruͤckten Paraboloide 
liegen, fo muß die, durch ‚Elimination von y und zZ aus den genannten 
drei Gleichungen entſtehende Gleichung in x für jeden Werth dieſer Größe 
gelten, woraus wir die Relationen | 
a9?-+ 20’ + ba? + 2a 2b/B-+ c = 0 ı Io. 
298 + bad + al + + deßr da +0 =0 , \ (23) 
ap? +2’ +be”? = UV 

erhalten, Wenn run c®— ab < 0, fo: wird die letzte dieſer drei Gleichun⸗ 
gen von keinen anderen Werthen als von « = 0 und 4.0 befriedigt, 
welche Werthe der zweiten Gleichung mwibderfprechen. Die Gkeichung (1) 
drückt demnach ein elliptifches Paraboloeid aus wenn ®—ab < 0, und 
ein byperbolifches wenn ce" — ab > 0. . Auf ähnliche Weife finden mir, 
wenn wir flatt der Gleichung (17) die Gleichung (17) anwenden, daß die 
Gleichung (I) ein elliptifches Paraboloid. ausdrückt wenn b?— ac < 0, 
und ein byperbolifches wenn b“ — ac > 0 iſt. (ES ift unmöglich, daß 
diefe Bedingungen einander mibderftreiten, daß nämlich die Gleichung (1) 
ein elliptiſches Paraboloid ausdruͤcken muͤſſe, weil e — ab < O0 und zur 
gleich ein hyperboliſches weil b — ae > 0; denn ec" ab und b?— ac 
müffen, wie fchon oben bemerkt worden, weil D= Ai ift, don gleichen Zei: 
chen ſeyn). 

Eine Bemerkung, die hier ſehr nahe liegt, duͤrfen wir nicht uͤbergehen. 
Nämlich, wenn ? — ab > 0 wenn alfo die Gleichung (1) ein hyperboli⸗ 
fcheg Paraboloid darſtellt, ſo laſſen ſich die erſte und die letzte der drei 
Gleichungen (23) in reelle Factoren des erſten Grades zerlegen. Bewerk—⸗ 
ſtelligen wir dieſe Zerfaͤllung der erſten Gleichung 23), und eliminiren zwi⸗ 
fchen ihr und den beiden Sleichungen y = exe ; = Perf die 
beiden Größen « und A , fo kommt 


$. 43. 
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Va-(z- 9,5 Ve-ab are —— I-Iva {a Dre al I ur - ee. | =0, 


wodurch zwei. Ebenen ausgebrückt werden. "Hieraus folgt, daß das hyper⸗ 
bolifche Paraboloid erzeugt wird durch eine Gerabe, welche bei ihrer Bewe⸗ 
gung der Ebene y . 
— ed +YVetZab .. b’-+-YVb?Zac 
Yaz+ Vz y+ Vz 
parallel bleibt; und daß daſſelbe Paraboloidb erzeugt wird durch eine andere 
Gerade, welche bei ihrer Bewegung der Baal 
YVazz — Ve? — ab y4b — Vb? ac x=0 
Va Va 

paraltel bleibt. " 

Eine andere Bemerkung, die wir bier noch zu machen haben, betrifft 
die Form der Gleichungen (17) und (17). Segen wir in den Gleichuns 
gn AT) und 1) x=0, y=0 und z= 0, fo werden fie befrie 
digt; der neue Anfangspunkt der Eoordinaten Tiegt alfo auf der Fläche ſelbſt, 
was, tie mir oben ſchon bemerkt haben, eine nothwendige Folge der, bei 
der Trangformation benugten Gleichung (15) if. Segen wir aber in ber 
Gleichung an blos x = 0, fo kommt 

az+-2cyz+-b”P =0 . - \ (24) 

St c*—ab < 0, fo wird dieſe Gleichung (24) von Feinen anderen reellen 
Werthen ald von z= 0 und y— 0 befriedigt. Hieraus folgt, daß das 
durch die Gleichung (17) ausgedruͤckte elliptifche Paraboloid mit der Ebene 
der neuen yz nur einen Punkt, den Anfangspunkt der neuen Eoordinaten, 
gemein hat. Iſt aber ? — ab > 0, fo druͤckt die Gleichung (24), welche 
ſich nun in zwei reelle Factoren zerlegen laͤßt, zwei durch den Anfangspunkt 
gehende gerade Linien aus. Hieraus folgt, daß das, durch die Gleichung 
(17) ausgedruͤckte hyperboliſche Paraboloid mit der Ebene der yz nicht nur 
den Anfangspunft der neuen Coorbinaten, fondern zwei durch diefen Punkt 
gehende Gerade gemein hat. — Auf gleiche Weife koͤnnen wir ung über: 
seugen, daß die Ebene der neuen xz mit dem, durch die Gleichung (17’) 
ausgedrückten Paraboloide nur einen Punft gemein hat, wenn. e8 ein efip- 
tifcheg, und zwei Gerade wenn es ein hyperbolſches iſt. 


«x = 0 


-II. Jetzt nehmen wir an, daß 
zugleich D=0 und C= 0 
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iſt. In dieſem Sale Fonnen: wir der Gleichung (1) die Form 
alez+by+ ax + b")? — 2chaz + dy-+ba+a)(oz+by-+az+b") 
+b(az--cdy+bzı+eo)’ ex 25) 
geben, wo x bie oben angegebene Bedeutung (18) hatz denn wenn man bie 
Parenthefen entwickelt und; in Folge der Gleichungen D = 0 und C= 0, 
-c(c?-ab) für aa’?-2a’b’c’+bb” u.-c”(c”-ab) für a’(bb’-ac)+b”(aa’-b’e’) 
ſetzt, fo ergiebk fi ch, nach der Dibiſton durch ce? —ab, die Gleichung (1). 
Da nun die. Sleihung (25) unter der Form 
p\(@z+by+3x+b"), (z+cy+bz +} = 0 


begriffen ift, ſo drückt Die Gleichung Ad), wein D= 0 und C = 0, im 
Allgemeinen ‚eine Cylinderflaͤche aus ($.29, G. 6). 
Die ergeugende Gerade diefer Chlinderfläche iſt der Durchſchnittslinie 
ben, durch, bie Gleichungen 
az+-c'y +bx-F2” =0 0. (26) 
dzrby+as+b”=60 0(07) 
ausgedruͤckten Ebenen parallel (6. 29). Dieſe beiden Ebenen find zwei von 
“ drei Ebenen (3) des vorigen $., welche fich, nach der zu Ende dieſes 
$. gemachten Bemerkung ILL, bei. den jetzt Statt findenden Bedingungen, 
alle drei in einer und®erfelben, die unendlich vielen Mittelpunkte ber Fläche 
enthaltenden, Geraden ſchneiden. Dieſe Gerade heißt die Achfe der Cy⸗ 
linderflaͤche. 


$. 43. 


Transformiren mir. Die Gleichung (25) auf ein neues Eoorbinasenfp. | 


fiem, defien Eoordinaten wir durch X, Y, Z begeichnen, und in weichem bie 
Ebene ber YZ mit der Ebene (26), die Ebene ber XZ mit der Ebene (27) 
coincidirt, ſo haben twir, dba bie. erflere Ebene in dem neuen Enordinatenfy: 
fieme.durch die Gleichung X = 0 und in dem alten durch die Gleichung 
(26), ferner die letztere Ebene in. Dem neuen Syſteme durch = 0 und 
in dem alten burch Die. Gleichung (27) ausgedruckt ift, 

IK = az Hcy+rbara ,; 

uX = dez+by+-axr-b" |, 

wo A umb u zwei veelle Coefficienten bedeuten, die wir nicht zu beftimmen 
nötbig haben. werden; und die Gleichung (25) geht alfo durch dieſe Trank 


‚formation in 
‚au? — 2/luXY+-bAX = x (28) 


über. Diefe. Gleichung (28), welche: die in: Rede fiehende CHlinderfläche 
darftellt, drückt deren Directrie aus, wenn wir ihe die Gleichung Z,= N 





$. 43. hinzufügen ($. 29). Die Art biefer Linie zweiten Grades hängt aber von 


den Vorzeichen ber Werthe von A’u?— abA’u? und x ab (IL. $.28, 29), 


ober da A?u? pofitiv ift, von ben Vorzeichen der Werthe von eꝰ — ab und - 


x; und. wir fehen daher, daß die Gleichung (28), folglich auch die Glei⸗ 
Kung es und daher auch die Gleichung (1) wenn, außer D = 0 und 
C= 

1) ab <0 und «>00 ... eine eliptifche Cylinderflaͤche, 

2) c?—ab>0 und «x z 0 ... eine buperbolifche Eylinderfläche, 

3) — abd — O und «=0 ... zwei Ebenen, 

4) )»—ab —O und <=O ... eine gerade Linie, 
5)c0-ab<O und x«<0O ... eine imaginaire Eylinderfläche 
ausdrückt. Es kann bierbei bemerft werden, daß bie unter 3) genannten 
beiden Ebenen reſpective 
cz +by+ax+b")—(‘ +Ye?— ab)(az+ dy+b’x+a”) = 0 
a(lcz+-by+a’x--b")— (e —- Ye?— ab)(az + cy--b’x-+a”) = 





2 >) 


zu ihren Gleichungen haben, und daß die unter 4) genannte Gerabe durch 


das Gleichungsſyſtem 
az +cy+bi+r'’=0 ; Gurby gt = | 
ausgedruͤckt iſt. 


»Iſt außer D=-0 und C=0 auch c) — ab = 0, fo wird. die 
Form (25), weiche, wie wir vorher gefehen haben, C"— ah als Factor 
enthält, illuſoriſch. Wir haben aber dieſen Fall fchon in IL 3) betrachtet, 
wo wir fanden, daß bie Gleichung’ (1) fich alsdann im Allgemeinen auf die 
Form (17) bringen läßt und ein eliptifches oder hyperboliſches Paraboloid 
ausdrudt, je nachdem b?’— ac < oder > O if. Wir fagen im Allge- 
meinen, denn wir haben ben befonderen Sal, in weichen D = 0 und 
C=09 ah —ab=0 und b?—ac= 0, nod nicht discutirt. 
In dieſem befonderen Falle nun Fann die Gleichung (1) auf die Form 
(a2+c'y+b’x+2”’)?—[2(c’a’—ab”)y-+2(b’a’”—ac”)x+(a””—ad)] = 0 (30) 
gebracht werden, und fie drückt daher, wie man durch eine, der vorher an⸗ 
‚ getvandten ähnliche Transformation findet, eine parabolifche Cylinder⸗ 
fläche aus. 

Wenn außer ben zuleßt genannten Bedingungen noch ca’ — ab" = 0 
und ba’— ac” =-0 if, fo läßt fich die Gleichung (30) in zwei Bactoren, 
wie fölge Bu | BGE 
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lazH-c'y-b’x +2" 4 Va ad} Jazrc'y+-b’x +3” Var ad = 0 8. 43. 
erlegen, und drückt demnach, wenn | 
‚-2d>0 ..,. zwei parallele Ebenen 

a“ — ad — O .,.. eine einige Ebene, . 

a“ — ad — O '.... zwei imaginaire Ebenen 
aus. | . 
Wir fielen alle, in dem gegenwärtigen $. erhaltenen Nefultate zuſam⸗ 
men, wobei wir, zur Abfürzung 

‚»-bk=A.; M-a=B ; AM-db=-l, 

und, wie bisher, u 
a’ (a? — be) + b”’(ce’— ab) + c”(bb’ — a’c’) = 
b’(b?— ac) + "(aa — b’e’) + a” (ce — ab) = 


Ay 
B, 
C-. 


I: 


c” (Cd? — ab) -+a’(bb’ — ac’) + b”(aa’ —b’c’) = 
abo - aa”? — bb”? — ce? + 2a’b’ = D f 
a’2A’ 4 b”2B’ + c?0’ + 2a”b”(cc’ — ab’) + 2a”c”(bb’ — ac’) 
+ 2b”c”(aa’ — be‘) +dD = 4’ f 
dC’ + ab”? — 2c’a”b” + ba” = x 1 
fegen, wodurch fich folgende Tafel ergiebt: | 


Geometr. Bedeutung der 
Bleichung (1) 





Analptifche Bedingungen 





JS >v 








D<o hyp. Hyperboloid. 
oder und f = 0 Kegel. 
:C >0und D>o " LLS< 0 ellipt. Hyperboloid. 
| LS < 0 Ellipſoid. 
= 0 ſein Punkt. ’ 


C<o0 und D >o0 und 





2>0 
C >00 »der B >o 
C<o oder B<o0 
C>omB>oun 20 
C<0 und B<0und «>0 
C=0 und D=0 un C=0 und B=0 
C 0 und B0o und ⸗»20 
C<oudB<oud «=0 
C<ound B<oun x«<o 


C=tıdD=-tımwC=-ridB—=0 le 
und ca — ab’ =0 und ba’ — ac’ =0 )" — 


feine geometr. Bedeutung. 


hyp. Parabolpid. 
ellipt. Paraboloid. 


hyp. Eplinder. 
ellipt. Cylinder. 
parab. Eplinder. x 


zwei Ebenen. 

eine Gerade. 

feine geometr. Bedeutung. 
mei parallele Ebenen. 
eine Ebene. 

feine geometr. Bedeutung. 


. D=0 und | 


a2 — ad <o 


6.49. Wenn ber Eoefficient von 2? in ber. Gleichung (1) gleich Null ift, fo 
dürfen die hier zufammen geftellten Nefultate unferer bisherigen Discuffion 
nicht ohne Weiteres auf dieſe Gleichung angewandt werden, meil wir bei 
biefer Discuffion vorausfegten, daß a pofitiv, alfo nicht gleich Null fy. 
Fuͤr dieſen Fall nun können wir, um die geometrifche Bedeutung der Gleis 
hung aus ber obigen Tafel zu nehmen, z mit x, oder mit y, gegenfeitig 
vertaufchen, was auf die einfachfie Eoorbinatenverwandlung binausläuft, 
wodurch mir eine neue Gleichung erhalten, in welcher der Eoefficient von 
z’ im Allgemeinen nicht gleich Null iſt. \ 

Für ben Fall aber, daß a = b = c = 0 iſt, müflen wir bie Discuf- 
fion von neuem anfangen. Die Gleichung (1) geht dann in 
Zaxy-+ 2b’xz + 2cyz+22’2+2b"y+2cx+d=0 (31) 
über, und giebt, wie wir fehen, für jebes reelle x und y auch einen reellen 
Werth von z. Die Gleichung (31) druͤckt demnach immer eine reelle 
Flaͤche aus. 
Im gegenwaͤrtigen Falle reduciren ſich die Gleichungen (3 u. 4) des 
vorigen $. auf 
(a’a — bb" — —8 — A (b’b”— ec’ — a a = B , 
(d’c 7 V__ a’ a’ — bb”) = C ; 2a’h’e! . f 
und die Släche (31) Hat, wenn Eeine der Größen a’, br, x gleich Null, alfo 
auch D nicht gleih Null ift, immer einen Mittelpunkt. Wenn wir nun ben 
Anfangspunkt ber Eoordinaten nach diefem Mittelpunfte verlegen fo erhalten 
wir, flatt ber Gleichung (8), 
ee -0, - (32) 
worin | 
4 = a’? g'7a „+b’2b”? 4 ec na_ a“ a“- DR 2h’b”'c’e / N. Za’b’ı /d. (33) 
| Die Gleichung (10) rebucirt j ch jeßt auf 
. E = 2caf+2b9-+-2ado ; (34) 
es kann daher E ſowohl poſitiv als negativ werden, und die Gleichung 
(31) drückt ſomit im Allgemeinen ein Hyperboloid oder, falls 1’ = 0, 
einen Kegel aus. Die Gleichungen (13) gehen jetzt in 
cf+bpf+raa=0, 
are 5. 


! 
20T = 0 
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über, und eliminiren wir zwiſchen ihnen e und «, ſo kommt 
@re 4’ = 2ub'e eA®D 

oder, da 2b’ =D ift, 
red = RD | 


woraus wir, wie oben fchließen, daß das Hyperboloid ein hyperboliſches iſt, 


wenn 2’ > 0, und ein elliptifches wenn 1’ < 0. 

Iſt aber in der Gleichung (31) eine der Größen a’, b’, c’ gleich) Nun 
4.2. cd’ = 0, fo hat die Fläche feinen Mittelpunft. Transformiren wir in 
dieſem Falle, wie oben in IL, fo erhalten wir, ftatt der Gleichung (17), - 
.  axy+bz+röy=0, (35) _ 

_ b’p”— a’ a’ 

Es finder fich auf diefe Weife, daß die Gleichung (31) im gegenwärtigen 
Falle ein. Hyperbolifches Paraboloid ausdrückt; und eben ſo vphau 
es ſich mit dieſer Sleichung (31) wenn zwei von den Größen. a, b, 
gleich Null, z. B. a = cd’ = 0. 

Iſt aber Cd = 0 und bb’— aa’ = 0, fo kann die Gleichung (31) 
nicht auf die Form (35) gebracht werden, Weil die Coordinaten des neuen 
Anfangspunktes oo werden; wir koͤnnen aber jener Gleichung in dieſem 
Falle die Form 

2(b’x +a’ (be Hay-+c”)+bd— 2a” =0 ° (86) 
geben, woraus wir fehen, daß unfere Gleichung (31) im gegenwärtigen Falle 
einen byperboliſchen Cylinder ausdruͤckt. 

Iſt ⸗0O, bb“ -alaꝰ ⸗ O und ba—2a’c” = 0, fo degenerirt 
dieſer Cylinder in zwei Ebenen, welche parallel ſind, wenn X = 0 iſt 


worin 


$. 44. 


In dem vorigen $. haben wir geſehen, daß es außer der eylindet⸗ und 


Kegelflaͤche zweiten Grades nur noch fuͤnf weſentlich von einander verſchie⸗ 
dene Flaͤchen zweiten Grades giebt, daß drei von dieſen Sin nämlich. 
1) das Elipfoid 
2) dag elliiptifche Hyperboloid 
3) das hyperboliſche Hyperboloid, u 
‚einen Mittelpunkt, daß die beiden anderen, nämlich 
45 das Imperbolifche Parabolsid 
5). das eliptifche Paraboloid, 


$. 44. keinen Mittelpunkt haben, und daß von biefen Flaͤchen nur bie dritte und 
vierte geradlinig find. — Ehe wir von der Vereinfachung der allgemeinen 
Gleichung für diefe Flächen reden, wollen wir bie ebenen Schnitte dieſer 
Slächen betrachten. 

Eine Ebene ſchneidet eine Fläche zweiten Grades in einer Linie, die 
ebenfalls vom zweiten Grabe ift, und Die auch in zwei oder in eine gerabe 
Linie und auch in einen Punkt degeneriren kann. Denn wenn die Gleichung 
der Fläche zweiten Grades und bie Lage der fchneibenden Ebene gegeben 
ift, fo haben wir, um die Gleichung der Durchſchnittscurve zu finden, nur 
die Formeln (23) des $. 13 in Anwendung zu bringen, nachben wir den 
Anfangspunft der Eoordinaten in einen Punkt der genannten Ebene verlegt 
haben; das heißt wir haben in die Gleichung der Fläche Subftitutionen von 
der Form | 

xemx+ny+p ; y=mx+ny+p ; z= m’x+n'y+p” 
zu machen, wodurch wir zu einer Gleichung inx’ und y gelangen, bie, wie 
die Gleichung ber Fläche, den zweiten Grad nicht uͤberſteigt. 

Parallele Ebenen ſchneiden eine Flaͤche zweiten Grades in Curven die 
einander ahnlich, oder Hyperbeln find, in denen bie Hauptachſen und Ne⸗ 
benachfen in umgefehrtem Verhältniffe fiehen. Denn nehmen toir eine dieſer 
Ebenen zur Ebene der zy, und ift alsdann die Gleichung der Fläche zwei⸗ 
ten Grades .. 

az?+-by?-+cx?-+2a’xy-+2b’xz+2c'yz+22’242b”y+2c’x+d = 0, (1) 
fo erhalten wir für die Durchfchnittscurve in ber Ebene der xy, Sabuc 
daß wir z = 0 feßen, die Gleichung 

by’+cx?+-2axy-+2b’y-+ 2c' +de0... (2) 
Für eine parallele Ebene, deren Gleichung z = h ift, erhalten wir aber, 
durch Elimination von z, 

by?’+cx?+2axy-+-2(C’'h+b”)y+ Ab’h+rc‘ ' \x-+ah?-+2a "h+d = 0,8) 
eine Gleichung, welche den projicirenden Cylinder ber Durchſchnittscurve der 
parallelen: Ebene; oder, wenn wir fie mit z = 0 verbinden, die Projection 
dieſer Eurve, welche ihr felbft gleich ift (5.30), ausdruͤckt. Die ebenen 
Curven (2) und (3) find aber einander ähnlich oder Hyperbeln, deren Haupt: 
und Nebenachfen in umgekehrtem Derhältniffe ſtehen (I. $.46), weil bie 
Coefficienten in den drei erften Gliedern ihrer Gleichungen biefelben find. 


Nehmen wir auf irgend einer Fläche zweiten Grades einen Beliebigen 
Punkt an und legen durch dieſen Punkt mehrere Ebenen, fo fchneiben dieſe 
bie 
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bie Flaͤche in ebenen Curven; eine jede dieſer Curven hat in dem angenom⸗ 6. 44. 


menen Punkte eine beſtimmte Beruͤhrungslinie; alle dieſe Beruͤhrungslinien 
liegen, wie ſich durch die Loͤſung der folgenden Aufgabe zeigen wird, in 
einer Ebene, und dieſe Ebene heißt die Beruͤhrungsebene oder Tan⸗ 
gentialebene der Flaͤche in dem genannten Punkte, welcher der Beruͤh⸗ 
rungspunkt der Tangentialebene heißt. 


Aufgabe [64]. Die Sleichung einer Släche zweiten Grades und 
die Coordinaten eines Punktes derfelben find gegeben; es fol die Bleis 
chung der Tangentialebene in diefem. Punkte gefunden werden. 


Es ſey 
az? +-by?-+ cx?-+ 2a'xy-+2b’xz-+2c'y2-+2a”z+2b”y+2c’s+d = 0 (I) 
die gegebene Gleichung der Fläche, und x, y’, 2’ ſeyen die gegebenen Coor⸗ 
dinaten eines ihrer Punkte. Jede Ebene, welche durch diefen Punkt geht, 
kann burch die Sleichung 0 = 
z-z7 =my—y)+ix—x) (4) 
ausgedrückt werden. Derlegen wir den Anfangspunft der Eoorbiriaten nach 
dem gegebenen Punkte indem wir +x, y+y, z-+z beüglich für x, 
y, z fegen, fo verwandeln fich die Gleichungen (1) und (4), da der gegebene 
Punkt auf der Fläche (1) liegt und alfo | 
a2" +-by”+-cx"4-2a'x'y’+2b'x'7’+2c'y’z’+22”2/+2b”y’+20’2’+d=0 (v) 
iſt, refpective in 
az’ byꝰ cx + Bay + 2b’xz + 2c’yz 
| +%az +cy-+ bx +a)z ° 


+2%cz-+-by + ax ‚+b)y * 0 ! 6) 
+ 2b’ + ay’ + cx’ -+c”)x on 
zemy+rnx. — | (6) 


Eliminiren wir z zwifchen diefen beiden Gleichungen, fo kommt 
(am’-+2e'm+-b)y’+2(amn+bim+on+a )Xxy+ (an’+2b'n n-+-c)x? 
+2[(az’ + d'y’-+b’X + a’)m + (edz’+by’+a'x’ +bly = 0 
+2[(az’ + cy+b’X’ + a")n+(b’z’+a'y’+ cx’ + c’)]x | 
als Gleichung des projicirenden Cylinders der Durchfchnittscurve ober auch 
als Gleichung der Projection dieſer Eurve. Die Tangentialebene im neuen 
Anfangspunkte der Eoordinaten an jenem projicirenden Eplinder, oder Die 


Tangente an diefer Brojection, bat zur Gleichung 
I. 15 


\ 
Le EHER 


.$. 44, 
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az +cy +bx’ + am + (cz + by + ax’ + by) m 
+ |(a7’ Hey+ba tn + br tagt cr + e')!x 10) 
und dieſe Tangentiglebene (7) iſt die projicirende Ebene der Tangente An. 
der Durchfchnittscurve, oder diefe Tangente der Projection der Durchfehniste« 
curve ift die Projection der Tangente an biefer Curve. Die Gleichungen 
(6) und (7) zufammen, drücken alfo die Tangente an der Durchfchnittscurve 
aus, Um nun den Ort ber Tangenten an al’ den Durchſchnittscurven, 
welche von allen, durch den neuen Anfangspunft gehenden Ebenen gebil 
det werden, zu finden, eliminiren wir m zwiſchen den fo eben genannten 
Gleichungen, wobei n von felbft fortgehet, und wodurch wir 
(az +cy+Hb'X Ha) Hz +by tax’ +bNy-+H(bbzZ+ay+cxX+cN)x = 0 
erhalten, eine Gleichung, welche, wie wir vorausgefagt haben, eine Ebene 
ausdruͤckt. Um zu ben alten Eoorbinaten zurück zu Fehren, feßen wir x-x’, 
y—yı, z—?7 reſpective für x, y, 2, und finden aus ber zulegt genannten 


Gleichung, indem wir die Gleichung (1) berückfichtigen, 


(zZ+cCy+rbE+HaN)z+ (ll 7 +by+as+bN)y+(bz ray +cX+c")x 
+27 +b’yY+HcX+d= 0 (8) 
als die gefuchte Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz. 

Daß diefe Ebene mit der Flaͤche (1) einen Punkt, nämlich den Beruͤh⸗ 
rungspunft, gemein bat, ift aus der Herleitung klar; ob und in welchen 
Fällen fie aber mit der Fläche (1) noch andere Punkte gemein hat, wird ſich 
fpäter zeigen. Wir müffen fogleich darauf aufmerffam machen, baß jeber 
Punkt xyz einer Flaͤche zweiten Grades immer eine und nur eine Tangen- 
tialebene hat, ben gang fpeciellen Sal ausgenommen, in welchem die Släche 
eine -Kegelfläche und- der Punkt x’yz’ ihr Mittelpunkt (Scheitel) ift, wo 
dann die Eoefficienten von z, y und x und dag conflante Glied in der 
Gleichung (8) gleich Null find. 


Aufgabe [65]. In einer gegebenen Slädje zweiten Grades ſind 
Sehnen einer gegebenen Richtung parallel gesogen. Es fol der Str. 
des Balbirungspunktes diefer Sehnen gefunden werden. 


Es ſey die Gleichung (1) diejenige der gegebenen Flaͤche zweiten Gra⸗ 
des, und 
y X; z= x | 09) 
ſeyen die Gleichungen einer Geraden, welche die gegebene Richtung hat. 
Segen wir «’ und 4 veränderlich, fo druͤcken die Gleichungen (9 ale ge⸗ 
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raben Linien aus, welche der gegebenen Richtung parallel find. In den S. 44. 
Durchſchnittspunkten einer ‚Geraden (9) mit der Stäche (1) find die Coor⸗ 

dinaten der Geraden denen der Släche gleich; wir finden alfo dieſe Eoordi- 
naten wenn wir x; y und z aus den drei Gleichungen (1) und (9) beftims 

men; und da die Gleichung (1) vom zweiten Grade, die Gleichungen (9) 

aber vom erften Grade find, ſo ergeben fich auf. diefe Weife im Allgemeinen 

zwei Durchfchnittspumnfte, und biefe find bie Endpuntte.der in Rede ſtehen⸗ 

ben Sehnen. Seen wir die Ausdrüde von y und z aus den Gleichun . 

gen (9) in die Gleichung (1), fo erhalten wir, zur Beſtimmung von x, die 

Gleichung - | 

(G@P+ 2caß+ bar +2b + 2a c)x? 

+2 [ad + da +) +lP+be + a) + (a drb’a + ls =0. 

+39? +2c0'' + ba? +22’ +2b’d rd 

Vejeichnen wir die Wurzeln dieſer Gleichung durch x’ und x”, und bie 

Coorbdinaten des Halbirungspunftes der Sehnen durch t, u, v; fo haben 

wir t= 164 +x’), und, in Folge der fo eben aufgeftelten Gleichung, 

(@B+ce +) Hd +be+a)e Hai +b’a+c” 

AM E 

Da nun der Punkt tuv auch in der Geraden (9) liegt, fo haben wir ferner 
u=atd ; vefß+tf | 

und eliminiren wir die fi) von einer Schne zur anderen verändernden 

Größen « und 4 zwiſchen ben drei legten Sleichungen, fo kommt 

(ad+ca+b)v+(cd+beta)ur(b’d+aaete)tta'ß+b"e+c"=0 (10) 

als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher demnach eine Ebene iſt. 

Die Ebene, welche alle, irgend einer beſtimmten Richtung parallele 
Sehnen einer Flaͤche zweiten Grades halbirt, heißt eine Diametralebene 
dieſer Flaͤche, und zwar die jener Richtung conjugirte Diametralebene. 

Bringen wir die gefundene Gleichung (10) auf die Form 
I⏑—————————————————— vrau+rd+ce) = 0, 
fo-ift erfichtlich,. daß fie befriedigt wird, was auch © und 4 feyn mögen, 
d. i. welches auch die Nichtung der parallelen Sehnen feyn mag, durch 6 die⸗ 
jenigen Werthe von t, u und v, welche bie Gleichungen 

av+-curbira=0 | 
——— =0 . (11) 
bv+-aurcet+c" = 0 


Sfreigen, aue Diametralebenen ſchneiden ſich demnach, im „Mgemeinen, 


(+ N)-t=— 
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$. 44. in einem Punkte, welcher ber Mittelpunkt der Släche ift, weil Die Gleichun⸗ 
gen (11) mit ben Gleichungen (3) bes $. 42 übereinflinnmen. 

Iſt aber abe — aa? — bb”? — cc? +2a bh’ O, oder, nach ber Ber 
zeichnung in $.42, D’= O, fo bat die Släche Eeinen Mittelpunkt. Als⸗ 
dann fchneiden fich die, durch bie Gleichungen (11) auggebrücten Ebenen 
in parallelen Geraden ($.8. Aufg. 14), und bie durch die Gleichung (10) 
ausgebrückte Diametralebene ift, was auch « und 4 feyn mögen, der Rich: 
tung dieſer Geraden, die wir die Achfenrichtung nennen wollen, parallel. 

Es iſt leicht eingufehen, daß jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt 
gehet, oder welche ,wenn ein ſolcher nicht vorhanden, ber Achſenrichtuns 
parallel iſt, eine Diametralebene ſeyn wird. 


§. 46. 

Es mag nun die Gleichung | 
az’+-by’-+cx?’+2axy+2b'x2+2cyz+2a’z+2b”’y-+2c’x+d = 0 (1) 
ein Efliipfoid, ein Hyperboloid oder ein Paraboloid ausdrüden, fo Eönnen 
wir auf der Fläche immer einen Punkt annehmen und an demfelben eine 
Sangentialebene legen. Nehmen wir diefen Punkt zum Anfangspunfte der 
Coorbinaten, fo wird die Gleichung ber Fläche, da fie nun von den Mer 
then x — O, y=0 und z= 0 befriedigt werden muß, Fein conflan- 
tes Glied enthalten, und daher wird die Gleichung (1) durch diefe Trans: 

formation die Form | 
Az’+By’+Cx’+2Axy+2B’xz+2Cyz+2A"z+2B’y+2C’x = 0 .(2) 
annehmen. Die Gleichung der Tangentialebene im neuen Anfangspunfte 
der Cootdinaten wird nun, mie wir aus ber Gleichung (8) des vor. $. 
finden, wenn wir darina=A, b=B, ꝛc. . . d=, nd !=-y=-z7=0 


ſetzen, | 

Az+-B’y+C'z = 0 | (3) 
feyn. Verwandeln wir die Coordinaten in der Gleichung (2) wiederum und 
zwar fo, daß die eben genannte Tangentialebene bes, auf der Fläche liegen- 
den Anfangspunktes die Ebene der neuen xy wird, fo gehet die Gleichung 
diefer Tangentialebene in z = O über, woraus denn folgt, baß, bei ber 
jegigen Lage des Coordinatenſyſtems, bie Eoefficienten B’ und C” gleich Null 
feyn muͤſſen, und daß alfo die Gleichung der Fläche, durch diefe Transfor⸗ 
mation, bie Form 

Az? -+ By?’ + Cx? + 2A’xy + 2B’ x +20yz + 2A = 0 (4) 


annehmen wird, wo bie Coefficienten A, B, ac. andere Werthe als bie 
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Coefficienten A, B, :c. in ‚der Gleichung (2) haben. Legen wir durch die $. 45. 
Släche eine, der genannten Tangentialebene, d. i. der jetzigen Ebene der xy 
parallele Ebene deren Gleichung Fi 6) 

zZ = 


feyn mag, ſo erhalten wir, durch Elimination von z jwifchen den Gleichum 
gen (4) und (5), " 

‚By’+2A'xy +0x? + 2Chy-+ 2Bhr Ahr + 2A’ = 0 (6) - 
ale die Gleichung der Projection ber Durchſchnittscurve. Welches nun auch 
dieſe Eurve zweiten Grades feyn mag, fo koͤnnen wir immer durch bloße 
Veränderung der Rage der Üchfen der x und der y, und ohne den Anfangs: 
punkt dieſer Achfen zu verändern, das zweite Glied aus ber Gleichuns (6) 
fortſchaffen (I. $.30, fo daß dieſe die Form 

By + Cx?-++2Chy + 2B hr Abt + 2A’h -0.'"(7) 
bekommt. Hieraus folgt, daß wenn wir in der genannten "Zangentialebene 
die Achfen der x und der y wie angegeben verändern, die: Gleichung (4) 


ſich auf 

Az’+By? + 0x4 2B’zz +20yz+24A’z - 0 (8) 
rebuciren werde, wo wiederum A, B, ꝛc. andere Groͤßen als vorher bezeich⸗ 
nen. Segen wir h veränderlich, fo drückt das Syſtem⸗der beiden Gleichun⸗ 
sen (5) und (7) alle, der genannten Tangentinlebene, d.i. alle, der Ebene 
ber xy parallele Durchfchnitte aus. Die Mittelpunfte dieſer Durchſchnitts⸗ 
curven haben (I. $.29) | 

oh Ren (9) ” 
zu Coordinaten, und die Werthe dieſer Coordinaten ſind immer reell und 
auch endlich, wenn weder B noch C gleich Null iſt. Eliminiren wir h 
zwiſchen Diefen Gleichungen (9), fo erhalten wir. 

| ©&x +Bz= 0 ; By+Cz=0 Dur ..a0 

ein’ Gleichungeſhſtem, welches den Ort der Mittelpunkte alter Drrchfehnitte 
curven ausdrückt, deren Ebenen ber genannten Tangentialebene, d. i. der 
Ebene der xy parallel find. Diefer: Ort iſt demnach eine gerade Linie, 
welche, wenn weder B noch C gleich Null ift, die Ebene der xy in dem 
Anfangspunkte der Coordinaten, d.i. in dem genannten Berübrungspunfte 
ſchneidet. Nehmen wir "diefe Gerade zur Achfe der z, fo find ihre Gleis 
chungen [ x=0 ; y=0 ], und ed wird alfo, durch dieſe neue 
Transforhtation, B’ und C’ in den Gleichungen (10), und folglich auch in 
der Gleichung (8) verfchwinden, fo baß Diefe kegtere die Form 
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Az’ + By’ + Cx?’-+2A’z = 0 (11) 
annimmt. Die Gleichung eines Ellipſoids, Hyperboloids oder Paras 
boloids kann demnach immer auf die Form (IL) gebracht werben, und 
zwar baburch, daß man irgend eine Tangentialebene der Fläche zur Ebene 
der xy, und diejenige Gerade, welche die Mittelpunfte der, dieſer Tangens 
tialebene parallelen Durchfchnitte enthält, zur Achfe ber z annimmt, alfo, 
da die Tangentialebene beliebig ift, auf unendlich verfchiebene Weifen. 

Wenn in der Gleichung (8) B = 0 oder C = iſt, fann die Gleis 
chung ber Fläche nicht nach der angegebenen Art auf die Form (11) ge 
bracht werben, weil die Gerade (10) alsdann nicht. die Ebene der xy. fchnei- 
bet, ſondern in derfelben liegt, und alfo nicht zur Achfe der z genommen 
werden kann. Aber in biefem Kalle ift auch bie Flaͤche weder ein. Ellipfoid 
noch ein Hyperboloid noch ein. Paraboloid, fondern ein Kegel. Dies er- 
bellet fowohl daraus, daß für die Gleichung (8), wenn wir darin B oder C 
gleich Null fegen, derjenige Ausdruck, den wir in, $.43 mit 4’ bezeichnet 
haben, gleich Null wird, ald auch noch leichter dadurch, daß fich die Gleis 
hung (8) dann auf eine der beiden Sormen: | 


A (2) + (Art r+t) — 0 EZ 
, A+B(L)+2( Et +) no 


bringen läßt. Und wenn in der Sleiihung 8) B=0 und C= 0 if, 
fo ift die Fläche das Syſtem zweier Ebenen. 

Wir wollen jet auch die Gleichung der Kegelfläche zweiten Grades 
vereinfachen. Legen wir durch den Mittelpunkt (Scheitel) eine Ebene, fo 
wird dieſe mit der Kegelfläche entweder nur dieſen Punkt gemein haben, 
oder die Kegelfläche in zwei erzeugenden' Geraden fchneiden, oder endlich 
diefe Fläche in einer Geraden berähren.. Nehmen wir irgend eine, durch den 
Mittelpunkt gehende Ebene, welche bie Kegelfläche nicht ‚berührt, zur Ebene 
der xy und den Mittelpunkt zum Anfangspuntte ber. Eoorbinaten, fo wird 
Diefe Fläche durch eine Gleichung. von der Form 

Af+By? + Cx? +24’ xy-+2Bxz+20yz =0®  . (12) 


| ausgedrückt ſeyn. Eine, der Ebene der xy parallele Ebene, deren neh 


z=h. (5) 
feyn mag, wird bie Regelfläche in einer Curve fchneiden,. deren Projection 
By?+2A’sy+Cx’+2Chy+2Bhx-+-Ah’ =P9 (13) 
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gar. Gleichung hat. Welches nun auch dieſe Eurve feyn mag, fo können $. 45. 
wir immer durch eine bloße Veränderung in der Rage der Achſen der x und 
der y, und ohne den Anfangspunft derſelben zu verändern, das zweite Glied 
aus ihrer Gleichung wegſchaffen, fo daß dieſe Gleichung (13) die Form 
| By’+ Czx’+2Chy +2B’hx+ Ah? = 0° (14) 
-befommt. Hieraus folgt, daß bie Gleichung (12) der Kegelfläche, durch die⸗ 
ſelbe Veraͤnderung ber Achſen der x und der y, in | 
Ad 4 Byꝰ +02 +2Bz2+2C07z=0 (15) 
übergeben wird. Die Coordinaten des Mittelpunftes der Durchſchnittscurve, | 
telche durch das Syſtem der beiden Gleichungen (5) und (14) ausgebrüt ‘ 
if, ſind | 
x=--Eh ya-ı ; z=h (16) 
C: ’ B ] 
und diefe Werthe ſind immer reell und auch endlich, weil weder B noch C 
gleih Nun ſeyn kann; denn wäre z. B. B= 0, und ſetzen wir, um den 
Durchſchnitt der Ebene der xy mit der Kegelflache zu finden, in der Glei⸗ 
chung (15) z = 0, fo kaͤme Cx? = 0, wodurch die Achſe der y ausge⸗ 
druͤckt wird, und es hätte die Kegelfläche mit unferer Ebene‘ ber xy nur - 
diefe Gerade gemein, in welcher fie dann auch von der. Ebene der xy be 
ruͤhrt wuͤrde, was gegen unfere vorher gemachte Annahme iſt; waͤre aber 
B und C gleich Null, fo würde die Gleichung (15) keine Kegelfläche, fon: 
dern das Syſtem zweier Ebenen ausdruͤcken, da ſie alsdann in zwei einfache 
Factoren nämlich in (Az-+2B’x + 2Cy)z = 0 zerlegbar wäre. — Elimi— | 
niren wir stoifchen den Gleichuũgen (16) das h ſo kommt 
6 &+B2=0,; B+la=0 |, an 
ein: Gleichungsſyſtem, welchen: den Drt. der Mittelpunfte aller Durchſchnitts⸗ 
curven ausdruͤckt, deren: Ebenen; ber Ebene der xy parakkel; ſind. Dieſer 
Ort ift demnäch eine‘ gerade Kinie, welche, da B und O„wie wir ‚gezeigt 
haben, nicht gleich Null feyn Fönnen, nicht in der Ebene der xy liegt. 
Nehmen. wir Diefe Gerade zur Achfe der z, fo find ihre Gleichungen. x = 0 
und y= 0, und es wird alfo durch diefe neue Transformation B’ und 
C in den Gleichungen (17), und folglich) auch in der leichuns (15) ver⸗ 
ſchwinden, ſo daß dieſe letztere die Form 
Aꝛzꝰ Byꝰ - Cx-20 as) 
annimmt. Diefe Gleichung (18) ift als in der&feichung an einbegrif:. 
fen anzufehen, da fie aus dieſer letztern hervorgehet wenn wir A’ = 0 fegen. 


6.45 


Die Größen 
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Das bisher Gefundene zeigt und, daß das Ellipfoid, bie Hyperboloi⸗ 
ben, die Yaraboloiden und die Kegelfläche des zweiten Grades fich immer 
durch Gleichungen von der Form . 
Az+-By’ 4COxꝰ +2M, 0 (11) 
ausbruͤcken laffen. | 
6. 46. 


Wenn keine von den drei Groͤßen A, B, C in der Gleichung (11) des 


vorigen $. gleich Null iſt, hat bie Fläche zweiten Grades einen Mittelpunkt. 


Dies erhellet ſowohl daraus, daß ber in $.43 mit D bezeichnete Ausdruck 
für’ die eben genannte Gleichung (11) gleich ABC, und alfo unter der jet 
angegebenen Vorausſetzung nicht N Null ift, als auch daraus, daß bie 


Sfeihung (11), indem wir 2. für z ſetzen, ſich in 5 
Az’+By’+C’=K . | (1) 
2 
verwandelt (wenn wir, zur Abkürzung, * durch — K bezeichnen) und dann 


die erften Potenzen von x, y und z nicht enthält. Die Gleichungen des 


Ellipſoids, der Hpperboloiden und der Kegelfläche des zweiten Grades laffen 
ſich alfo, da diefen Flächen ein Mittelpunkt gufommt, und zwar durch uns 
zaͤhlig verfchiedbene Transformationen, auf die Form (1) bringen. 


Da ſowohl z ald y ald x aus ber Gleichung (1) zwei gleiche und 


entgegengefegte Werthe erhält, fo halbirt jede der drei Coorbinatemebenen, 
auf welche diefe Gleichung (1) bezogen if, bie Sehnen, welche der Richtung 
der Durchſchnittslinie der beiden ‚anderen Coordinatenebenen parallel gegos 
gen werdey. Solche Brei Diametraledenen heißen conjugirte Diame 
tralebenen, ihre Durchfchnittslinien werben conjugirte Durchmefler 
genannt, und eine Diametralebene ift einem: Durchmeſſer conjugirt, wenn 
fie zwei Durchmefltr enthält, welche jenem conjugirt ſind. Gergsl. die Be⸗ 
merk. zur Aufgabe 65 im $. 44.) 

Wenn wir in der Gleichung. (I) x und y, x ns 2 ‚y und z gleid) 


| Null ſetzen, finden wir ur 


| PER LS un Vale 
z =ıyR JV⸗ —E ; x — * K en, 


F Y-1; —V y-1; 2VEyzi , 


je nachdem die einen oder die anderen biefer Ausdrücke reell find, heißen die 
Rängen der conjugirten Durchmeffer. 
Da die Gleichung der genannten Flaͤchen auf unsählig verſchiedene 


ober 


MWeifen auf die Form (1) gebracht werden Fann, fo giebt es unzaͤhlig viele - 


Spfieme conjugirter Durchmeffer. Unter biefen giebt e8 ein Spftem von, 
auf. einander fenfrechten Durchmeffern, welche die Achfen ber Släche ge: 
nannt werben. Hm die Eriſtenz deſſelben nachzuweiſen, verfahren wir fol⸗ 
gendermaßen. 

Nehmen wir drei beliebige, durch den Mittelpunkt der Slaͤche a) ge: 
hende Sehnen derfelben an, deren Gleichungen 

z = m,X . 2 = MX |} . Zz == MX 
eine en 3233 


ſeyn moͤgen, ſo ſind die Gleichungen der drei, dieſen Sehnen conjugirten 
Diametralebenen ($. 44, Aufg. 65) reſpective 


Am,z+-Bn,y-+Cx =0 ; Am,z+Bn,y-+Cx=0 ; ; Ams2z+-Bn,y+Cx = 0. 


Sollen jene drei Sehnen conjugirte Durchmefler * ſo muß die erſte der⸗ 
ſelben mit der Durchſchnittslinie der zweiten und dritten Diametralebene, 
die zweite mit der Durchfchnittsktnie der erften und dritten, und die dritte 
mit der Durchfchnittslinie der erfien und zweiten Diametralebene zuſammen 
fallen. Dies giebt ung die drei Bedingungsgleichungen 

Amım, + Bon, + O =0 ; Amm,-+-Bnn+C=0;; (2): 

Am m; +-Bnn,+0C=0 | 

zwifchen ben ſechs Größen ım,, Mm, Ms; By, Dez Ds, Und es koͤnnen alſo 
drei derſelben beliebig angenommen werden, woraus wir von Neuem ſehen, 
daß es in. einer Flaͤche zweiten Grades (1) unzaͤhlig viele Syſteme conju⸗ 
girter Durchmeſſer giebt. Sollen aber jene drei Sehuen Achſen der Flaͤche 
ſeyn, und alſo ſenkrecht auf einander ſtehen, ſo muͤſſen noch folgende drei 
Bedingungsgleichungen ($.9, ©. 3) | 

MIR, +, 4-144-(m Han HH) +0) = 0 . 
MM, +1 4-(ns-+Mm;0, )X+{Mm, +, )y+ +0,)Z = 0 | .& 








MDR +14 (MD5-HmN,)X+(Mm, +, )Y+(n,n,)Z = 0: 
Statt finden,. wenn wir die Coordinateuwinkel durch x, F, 2, und, zur Ab 
kuͤrzung, co6X, sasy, cosZ vefpective durch X, 5, Z bezeichnen. Dieſe feche 


$. 46. 
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$. 46. Gleichungen (2 u. 3) - geben ung bie drei Paare unbekannter Größen m, 
und n,, m, und n,, m, und n.. Da biefe aber ſymmetriſch in den ſechs 
Gleichungen vorkommen, find wir berechtigt gu fchließen, daß je drei Größen 
Ir: ME und 1, Du, D5 von einer und. berfelben Gleichung dritten 
Grades abhängen werden, was bie folgende Rechnung beflätigen wirb. 
Menn wir die erfie und zweite Gleichung (2) reſpective mit m, und m,, 

und. wenn wir ſie mit. n;- und .n, multipliciren und die Differenzen: der 
Producte nehmen, fo. ‚erhalten wir | 
rn : Boom; — nm) #6; —-m) =0 , — 6) | 
u Adlnzris -2m,)m, #Cm—n)=0 5; .::.(5) 
und wenn wir eben fo mit der erften und zweiten Gleichung (3) verfahren 
(Hm & +2); nn) + (Hm y-+nZ)0n,-m,) = 0, (6) 
(nmx+m, +J)n,m, —nm) - (IPM ) ne 0 ;° (N 
Eliminiren toir num (ma — nz) zwifchen den Bleichungen (4) und (6), und 
(n, — nz) zwiſchen den Gleichungen (5) und m fe seht Game nee) von - 
felbfE fort, und wie haben -- . - ; 
Can, +mx-+2Z) = Bn,(l my hi), | & 
| ‚ Cax+m,-+y) = Am (l+my+n2) - 0609) 
Verfahren wir auf aͤhnliche Weiſe mit den erſten und Briten Gleichungen, 
und. auch mit den zweiten und dritfen Gleichungen (2) und (3), fo erhal 
ten wir ſtatt des Syſtems ber Gleichungen (8) und (9), welches zur Ber 
fiimmung der beiden Größen m, und n, dient, zwei andere Gleichungsſy⸗ 
ſteme, welche reſpective die Groͤßen 1: und nme, und die Größen m; und ns 
befiimmen. Da aber bie dritten Gleichungen (2) und (3) aus den zweiten 
Gleichungen (2) und (3) entftehen, wenn wir m, und n, refpectibe für m, 
und n,, und da fie ferner aus den erſten Gleichungen (2) und (3) hervor- 
gehen, wenn wir m, und nz refpectine für m, und n feßen, ſo folgt, daß 
wir die beiden Gleichungsſyſteme, welche m, und n,, m, und'n; beftimmen, 
erhalten werden, wenn wir in dem Gleichungsſyſteme (8) und’ (9) diefe 
Groͤßen mach‘ einander an die Stelle von m, und'n, ſetzen. — Aug ber 
Gleichung (9) können wir n, leicht entwickeln und erhalten dadurch einen 
Ausdruck, welcher eine rationale Function von m, iſt; ſetzen wir dieſen in 
bie Gleichung (8), fo haben wir diejenige Gleichung; welche m, beſtimmt 
und die, mie wir. fehr leicht firiben, : vom: dritten :Srade: ift.  Bertaufchen 
wir in diefer Gleichung des dritten Grades m,’ nach einander :mit m, und 
me, fo erhalten: wir, wie aus: dem vorher Sefagten Eier iſt, diejenigen Gleis 
chungen, welche m, und me beftimmen. Daraus -folgt, dag wenn wir eine 


* 


Wurzel der genannten Gleichung des dritten Grades für Ben Werth von $. 46. 
m, nehmen, die -beiden anderen. Wurzeln dieſer Gleichung die Werthe von 
m, und m; feyn werden. Nun ift aber. wenigfiens eine. Wurzel der. genann- 
ten Gleichung, da diefe vom dritten Grade iſt reell, und wenn wir eben 
dieſe reelle Wurzel für m, nehmen, fo: erhält auch n,. einen reellen Werth, 
weil, wie wir fchon gefehen. haben, n, eine rationale Junction von m, ift. 
Daß aber auch m, und May und folglich auch h, und n, reelle Werthe er⸗ 
halten, davon können wir uns uͤberzeugen ohne die Gleichung des dritten 
Grades darzuſtellen; denn ſetzen wir die reellen Werthe von m, und ni, 
deren Exiſtenz wir erwieſen haben, in die erſten und auch in die zweiten 
Gleichungen (2) und (3), fo erhalten wir zwei Paar Gleichungen, von “de⸗ 
nen das eine nur noch die Unbekannten in, und n,, und das andere nur 
noch die Unbekannten m, und n, enthält, und die in Beziehung auf diefe 
"Größen nur vom erften Grade ſind, diefe Größe alſo auf reelle Weife be⸗ 
ſtimmen. 

Da m, m, mz, my m; und n, immer reelle Werthe erhalten, fo folgt, 

daß einer jeden, durch die Gleichung (1) ausgedruͤckten Släche,. welches auch 
immer die Coordinatenwinfel ſeyn mögen, drei conjugirte Durchmefler,, die 
auf einander ſenkrecht find, d. i. drei AUchfen zufonimen. 
Zwiſchen den Längen der drei Achfen, den Längen von irgend drei 
conjugirten Durchmeffern und den Winkeln, welche dieſe letzteren mit einans 
ber machen, finden gewiſſe Relationen Statt, zu welchen wir auf folgende 
Weiſe gelangen. 

Es ſeyen x, Y, z’ bie Coordinaten eines Endpunktes von einer Achſe 
der Flaͤche, und 2r die Laͤnge derſelben Achſe. Alsdann haben wir, die 
eingefuͤhrten Bezeichnungen beibehaltend, da dieſer Endpunkt auf der genann⸗ 
ten Achſe, da er auch auf der Flaͤche ij liegt, und da ferner dieſe Achſe 
im Mittelpunkte der ſlaͤche / b. i. im Aufangepunfie der Coordinaten Bi 
birt wird: 

NE Yan un 
+ +32 +2 xy’ + 25-x2 +By7 = Be en 
Az"? + By” + 0x” = K. Ba | 
Eliminiren wir, vermittelft der. beiden- erſten Biefer Brunn. Y und zZ 
aus den beiden Jetzten, ſo erhalten wir . . _ J 
(m?-rn, 214270, + 2ym nd)? - =. er 
(Am?-+Bn?+Cx”?”=K .. wre 
woraus wir wiederum, durch Elimination von x, 


x 
Du: ° 
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(Ar? — K)m,? -+ (Br? — K)n,’-+ Cr?—K 
— 2Kxm,n, — 2K 5m, — 2K zn, 
und endlich, wenn wir vermittelft ber Gleihungen (8) und (9) m, und n, 
aus Biefer Gleichung fortfchaffen, 
ABCr* — K(AB+AC+BO)r+K’(Asin‘2+Bsin’y —E 
— K*’(1— c0s’% — cos’y — 008°2 + 2c08Xcos ycosZ) 
erhalten. Diefe Gleichung ift in Beziehung auf x? vom dritten Grade und 
die drei Werthe von r?, welche fie liefert, find die Quadrate der drei Halb 


-0, 


=0 (10) 


achfen. Aug diefer Gleichung (10) folgt unmittelbar, daß 
die Summe ber Duabrate ber Halbachfen 
K.KK 
—7753*5 — 
die Summe ihrer Producte zu zweien 
= . X K K, ner RR nr 
-—smtric"’t: 0 ' 
das Product diefer Duabdrate ' 
= Denen . RK. (1-2? —-yP—-z’+2x32) | 
fl. De nun = f = f -. bie Duadrate der conjugirten Durchmeſſer 


ausdrücken, welche mit einander die Winkel x, y, Z bilden, fo haben wir 
den folgenden " Ä 

Lebrfan [18]. In jeder Släche zweiten Brades, welche einen 
Mittelpunkt bat, iſt erftens die Summe der Quadrate von jeden drei 
conjugirteh -Durchmeflern der Summe der Quadrate der drei Achfen, 
zweitens die Summe der Quadrate der Seitenfläche des Parallelepi; 
peds, welches unter irgend drei conjugirten Durchmeſſern enthalten iſt, 
der Summe der Quadrate der Seitenflächen des unter den drei Achfen 
entbaltenen rechtwinkligen Porallelepipeds, drittens der Inhalt jenes 
zuerſt genannten fchiefwinkligen Parallelepipedös dem Inbalte des zuletzt 


- genannten rechtwinkligen gleich. 


Wenn alfo 2a, 2b, 2c die drei Achfen, und 2a’, 2b’, 2c’ irgend drei 
conjugirte Durchmeffer einer und berfelben Flaͤche zweiten Grades begeichnen, 
von welchen leßteren 2a’ und 2b’ den Winfel y, 2a’ und 2c’ den Winkel 
P, 2b’ und 2c’ den Winfel « bitden, fo iſt 

?+-b’r cl = 2 rbrd,; 
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—RX y + a? c?c08?9 + b”’c”cos’a = a’b?-+-a?0’-+-b’c? ; 
a?b?c"?(1 —cos’« — cos??— c0s”y-+2cosacosßcosy) = a’b’c . 
Hierbei bemerken wir fogleich, daß einige der Größen a, b, c, a, b/, c 

imaginair, und ihre Duadrate daher negativ ſeyn koͤnnen. 

Aus dem bis hieher Gezeigten folgt, daß eine jede Flaͤche zweiten 
Grades, welche einen Mittelpunft hat, ſich auch immer in recht: 
mwinfligen Eoordinaten durch eine Sleihung von der Form 

Mz’+-NyP’-+-PX?=0Q (11) 
ausdrüden läßt. 


Wenn in ber Gleichung (11) des vorigen $. B oder C gleich Null ift, 
enthält fie augenfcheinlich nur zwei von den drei Coordinaten und drückt 
dann alfo eine Eylinderfläche aus ($.29), ein Fall, den wir hier nicht wei: 
ter gu betrachten brauchen. 

Menn aber, in jener Gleichung (11) des vorigen $., A gleich Null if, 

fo haben wir 
BP?’ +C?+MAz=0 , (12) 
und die durch dieſe Gleichung ausgebrückten Slächen, weiche keinen Mittel: 
punkt haben, laffen fich auch in rechtwinkligen Coordinaten durch Gleichun⸗ 
gen von derfelden Form (12) ausdrüden. 

"Legen wir nämlich in irgend einem Punkt x,yız, der Flaͤche (12) eine 
ZTangentialebene, fo ift deren. Gleichung ($.44, Aufg. 64) 

A'z+-Byy+Cxx+Az, =0 . 
Die gerade Linie, welche auf diefer Tangentialebene im Berührungspunfte 
fenfrecht fieht, wird, zufolge $.9 (G. 19), durch die folgenden beiden Glei⸗ 
chungen 
|A’sin sin’z + B(JZ — Dyı + 6 _ Pr — x) 
= {AZ — y) + B(zy— Z)yı ++ Csin’x- a) ; 
(Asinti + BE Hy +0 Na)l5—yı) 
= ja” yz—x) + Bsin’y -yı + C(xy— —R 


dargeſtellt. Sol dieſe Senkrechte ber Achſe der z parallel ſeyn, ſo muͤſſen 
offenbar die beiden Gleichungen 


Az 5) + By Dyı + Osm%- x,=0 
AO - x) + Bain’y-yı + Cy— Dix, = 0 


5. 46. 
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1} 


$. 46, Statt * finden, woraus wir 


„ 


- 


Xı = Ge, 3 Vi == 7 008% 
erhalten. Da der Punkt Xıyızı auf der Flaͤche (12) liegen ſoll, fo haben 
wir auch . | 
| Byı?+.Cx,?-+2A”z, f (13) 


und wem wir in: dieſe Gleichung bie fo eben * x, und yı gefundenen 
Ausdrücke ſetzen, ergiebt fich 


A” A” 
21 = 4 @’ y-+77 008 *) 
Da nun die für xı, Yı und z, gefundenen Werthe reell und endlich find, 
fo giebt es in der, durch die Gleichung (12) dargeftelten Flaͤche immer 
einen Punkt, in welchem die Taugentialebene auf der zur Achſe der 2 ge⸗ 
nommenen Geraden ſenkrecht ſtehet. 

Verlegen wir den Anfangspunkt der Coordinaten nach dieſem Punkte 
Xıyızı , indem wir in die Gleichung (12) x+-xXı, Y+Yı und z-+2, te 
fpective für x, y und z fegen, und dabei die Gleichung (13) berückfi chtigen, 
ſo kommt 

By’+0x° + 2A’z +2 Byıy + 2Cxıx =0. (14) 
Die Tangentialebene in diefem neuen Anfangspunkte hat, wenn fie in den 
jeßigen Coordinaten ausgedrückt wird, zur Gleichung | 

‚A’z+Byy+Czız=0. (15) 

Nehmen wir nun wieder ein anderes Coordinatenfyftem x’y’z’. und. in diefem 
die fo eben genannte Zangentialebene zur Ebene der xy’, bie Ebenen der 
xz und .der yz aber zu Ebenen der zz’ und der yz’; fo ift die Gleichung 
der ertwähnten Zangentialebene 


z=0, 7.06) 
und die Gleichungen (15) und (16) zeigen ung, daß on 
A’z-+Byıy + Cx,x = Az’ oo. .(M 


ift, wo A einen Eoefficienten bedeutet, den wir nicht zu beftimmen brauchen. 
Da die Ebene ber zz mit der Ebene der x’z’, und die Ebene der yz mit 
der Ebene der y’z’ coincidire, fo find die Winkel, welche wir in der Auf: 
gabe (3D) des $.13 durch (Z,yz), (z/,xz), (y', yZ) und (x’,xz) bezeichnet 
haben, offenbar rechte Winkel und. ihre Eofinus daher gleich) Nu. Des 
bald ziehen fich Die erften beiden Gleichungen (1) bes 9.13 für unferen. 
. jegigen Fall auf . —— 
xcos(z,yz) = XCosx, yz) ycös(y,x2) = yoos(y,xz) (18) 


— 2339 — 


zuruͤck. Menden wir nun Die Gleichungen (17) und (1 sur Thansfot⸗ 6. 46. 
mation der Gleichung (14) an, ſo verwandelt ſich dieſe in eine Gleichung 

von der Form 
Dy?+ExX° HIT = 0 en (19) .. 
Diefe Steichung bezieht fich alfo auf ein Coordinatenſyſtem, in welchem. die 
Achfe der 2 fenfrecht auf der Ebene der xy’ flieht. Schneiden wir bie 
Fläche (19). durch: eine, ber Ebene der x’y’ parallele Ebene, deren Gleichung 
 Z=h if, fo erhalten wir für die Projection der Durchſchnittscurve 

Dy?+ Ex” 2Th = 0 Pa 


eine Gleichung, welche ihre Form nicht Andere, wenn wir biefe Durch 
ſchnittscurve auf ihre Uchlen beziehen. Nehmen mir alfo diefe Achfen ber 
Curve zu Achfen der x und der y, fo ändert auch die Gleichung (19). ihr 
Form nicht, und die Fläche (12) ift alsdann in rechtwinkligen Coordis . 
naten durch eine Gleichung von der Form 
Ry?+Sx?+2Tz = 0 (20) 
außgebrüdt, was wir zeigen ‚wollten. 
Diiejenige gerade Linie, welche in. den Gleichungen as, (19). und (20) 
als Achſe der z genommen worden iſt, heißt die Achſe ver Bil . 
$. .47. Ä 

Ale: Formen, welche die, auf drei conjugirte Durchmeffer belogene 
Gleichung (1) des vorigen H., durch die Verſchiedenheit der Vorzeichen ihrer 
Conſtanten, annehmen kann, find, wie leicht einzuſe hen if, in folgenden vier 
daͤllen begriffen: 


Az?+By’-+Cx? = K,, | PN .: 
A?+-By’—C?= K, (2) 
Az? — By? — (x? = K. At, ’ J (8) 
A?+BP?+0t=—K, c6090) 


wenn wir unter A, B, C und K abfolute Größen verfiehen, die auch zum 
Theil gleich Null ſeyn koͤnnen. Wir wollen nun. eine jede diefer Sormen 
befonders betrachten. ee 
Die Form (1) ift die Gleichung eines Ellipfoide. Denn es iſt, 
wenn wir dieſe Gleichung (1) mit der Gleichung (1) im $. 42 vergleichen, 
D=ABC, #=—ABCK und = —AB; dp D>0, 2 <O 
und C’ < 0. — Wenn K = 0, degenerirt dag Ellipſoid in einen Punkt. 
Die Zorm (2) iſt die Gleichung eines hyperboliſchen Hyperboloids. 
Denn wir haben bir D= ABC, 4’ = ABCK, = = AB; alfo 


— 0 — 


4. D<0,42>0,UÜ<0.— Wenn K = 0, begenerirt das hyperbo⸗ 
lifche Hyperboloid in einen Kegel. 

Die Form (3) ift die Gleichung eines elliptifchen Hpperboloide. Denn 
bier ik D= ABC, 4’ = —ABCK, C = AB; ao D>0,1< 0, | 
C>0.— Wenn K = 0, degenerirt das elliptifche Hyperboloid in einen | 
Kegel. | 

Die Form (4) hat Feine geometrifche Bebentung, ober, mit anderen | 
Morten, die Gleichung (4) bracht eine imaginaire Släche aus. Wenn K = 0, | 
ftelit fie einen Punft, den Anfangepunft ber Eoordinaten, bar. 





Ale Formen, welche bie Gleichung (12) des vorigen $. burch bie Ver: 
ſchiedenheit der Vorzeichen ihrer Eonftanten annehmen kann, find in folgen: 
ben zwei Fällen begriffen: 

Br? Ox +2 Az =0, (5) 

BP? —- Cr? +2MAz =0, (6) 
wenn twir unter B, C und A” abfolute Größen verſtehen; denn bie Formen 
By? +CX?—2Az =0 und By? —Cx?’—2A'z = 0 find in den ge 
nannten enthalten, indem wir in biefen nur —z für z zu feßen brauchen, 
um fie auf jene zu bringen. 

Die Form (5) ift die Gleichung eines elliptifchen Paraboloide. 

Die Form (6) iſt die Gleichung eines hyperboliſchen Paraboloide. 

Beides ergiebt fi) aus $.42; namentlich aus ber in der dortigen Ta ' 
fel enthaltenen Zufammenftellung, wenn mir nach ber bdafelbft gemachten | 
Bemerkung, weil ber Eoefficient von 2? bier gleich Null ift, in der Glei⸗ | 
chung (1) des $. 42, a mit b und a’ mit b’ gegenfeitig vertaufchen. 


Segen wir in ben Gleichungen (1), (2), (3) 


K,.Kun.K_, 
TG Zu EB A 


fo erhalten wir als Gleichung 
des Ellipſoids: | 
2 yp„”) 1? a ande 2.3 apee⸗ 7 
atata=l ode Abi? bier abe , (7) 
Des hyperboliſchen Hyperboloids: 
2 2 


des 
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des eliptifchen Hyperboleids = 
= _ —* =1 ode ab’? — ac’ yo Bra = = ab’ . (9) 
Segen wir aber in den Gleichungen (2) und (3) 
ı 1 


K=0 und A:BiC= Siaız ı 


fo erhalten wir als Gleichung des Kegeld vom zweiten Grade die eine oder 


die andere ber beiden folgenden dormen 
2 2° 23 - 3° 53 2 n 
3433- ana: 005 
welche in einander uͤbergehen, wenn wir x und 2, und zugleich a und c 
gegenfeitig mit einander vertaufchen. 


Wir wollen hier fogleich bemerken, daß die Gleichung (8), wenn wir 
darin x und z, und auch a und o gegenſeitig mit einander vertauſchen, in 
| a’b’z? — a’c’y"— b’c’z! = — a’b?c’ (11) 
abergehet, eine Gleichung, deren erſter Theil mit dem erſten Theile der Glei⸗ 
chung (9) identiſch iſt, woraus denn ſogleich folgt, das wir das elliptiſche 
und hyperboliſche Hyperboloid und die Kegelflaͤche zweiten Grades durch 
die eine Gleichung 
a?b?’z? — 22a? 2 pꝛeex Aaabꝰc (12) 
ausdruͤcken koͤnnen, wenn wir nach einander A = + \=—1l und 
=0 feßen. 
Um die geometrifche Bedeutung der Gröhen a, b, c gu Anden, ſetzen 
wir in den Gleichungen (7), (8), (9 nach einander 7 und z, x und z, 
x und y gleich Null, und finden“ dann 
für das Ellipſoid 


xetkar 0.0; ob 
für das hyperboliſche: Hyperboloid | Ä 
x=Eay-1 ; y-#b ; z=:c, 
° für dag elliptiſche Hyperboloib | 
x ta] ; y-+by-1 z-ic; 


es druͤcken demnach 2a, 2b, 2c die Längen der conjugirten Durchmeffer 
oder, falls die Eoordinaten techtwintlis fi ind, d der Achſen der drei genannten 
dlachen aus. | 

16 


$. 47. 


ren Gleichung 
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Das Ellipſoi oid (7) wird von den Coorbinateuebenen in Ellipſen ge⸗ 
ſchnitten, deren Gleichungen reſpective 
aꝰyꝰ 4bxꝰ - aꝰhꝰ ; az ct at? ; b’z’ + c’y? = bc? (13) 
find. Ueberhaupt bildet jeber ebene Schnitt in einem Ellipfoid eine. Ellipſe. 

Die ſechs Endpunkte der Achfen eines Ellipſoids heißen Die Scheitel 
diefer Fläche. 

Sind zwei Achfen eines Elipfoids einander gleich, fo wird es Rot a⸗ 
tionsellipſoid oder Sphaͤroid genannt. Sind in der. ‚Gleichung (7) 
die Coordinaten rechtwinklig und zwei Achſen, z. B.2c, 2b, einander gleich, 
ſo geht dieſe Gleichung in 

. eye = aid (14) 
über, welches die Gleichung eines Rotationsellipſoids iſt. Alle, der Ebene 
der parallelen Durchſchnitte dieſes Sphäroibs find durch die Gleichung 


y8 * :_h?) / 


in welcher h die Entfernung der Durchſchnittsebene von ber Ebene der xy 
begeichnet, ausgedrückt, und demnach, wenn h< c b.i. wenn fie reell find, 
Keeife. Der Drt der Mittelpunkte dieſer Lreiſe, d. i. die Achſe 2, heißt: bie 
Rotationsachſe. 

Sind alle drei Achſen des Elipſoids einander gleich, ſo geht die Glei⸗ 
chung (7), wenn die Coorbinaten rechtwinklig ſind, in 

22 yigg, 

das Ellipſoid alſo in eine Kugelfache 4 uͤber. 


Das hyperboliſche Hyrecboleid (8) wird von den. Coorbdinaten⸗ 
ebenen in drei Curven geſchnitten, deren Gleichungen 
aꝰyꝰ - pꝰxꝰ ab? ; arzt’ ce’ at ; b?2?-+c!y? = b?c? , (15) 


und von welchen alfo bie beiden erfien Hyperbeln mb, unb. die dritte eine 


Ellipſe ift. 
Eine. Ebene, welche der Ebene der xy parallel i und. z=h gu 
Gleichung hat, fehneidet das hyperboliſche Hyperboloid in einer Curve, de 


y-bt-e-h), (0) 


und die alfo eine PR "oder in dem befonderen Bat, in welchen 
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h= ec, dag Syſtem zweier geraden Linien iſt. Sind die Coordinaten $ 47. 
rechtwinklig, fo liegt die Hauptachfe der Hpperbel (16) in ber Ebene ber 
22 wenn » > ce, in der Ebene der yz- aber-menn:h?..< CO; 

- Eine Ebene, welche ber Ebene der zz parallel und deren Gleichung 
y=bhif, ſchneidet das byperbeliſche Hyperboloid ů in einer Curoe, deren 
Gleichung ji SET i “ 


Ak —2 = an (br hm)", 


und die alfo wieder eine Hyperbel, ode in dem’ befonderen Sale, in wel: 
chen h? = ‚b?,. da8 Syſtem zweier Geraden iſt. 

Eine Ebene, toelche der Ebene der yz baralel,. und ‚deren Gleichung 
x = h ift, ſchneidet das byperboliſche Hyperboloid in einer Curve deren 
Gleichuns 


bꝰæ + ey’ =; Be 4) 


und die folglich, was auch h fepn mag, immer. reell und zwar eine Eipfe iſt. 
Die vier Endpunkte der reellen Achſen, 2b, 20, heißen bie Scheitel 
des hyperboliſchen Hyperboloids. = 

Sind bie beiden reellen Uchfen einander gleich, ſo beißt dieſe Flaͤche 
ein hyperboliſches Rotationshyperboloid. Sind in der. Gleichung 
(8) die Coordinaten rechtwinklig. und Die beiden Achſen 2c, 2b einander 
gleich, ſo geht dieſe Gleichung in 

ara Kay? Heat an“ 

über, welches bie Gleichung. eines hyperboliſchen Rotationshyperboloids iſt. 
Alle der Ebene der yz parallelen Durchſchnitte ſind dann Kreiſe und der 
Ort der Mittelpunkte dieſer Reel d.i. die Achſe der x, beißt die Ro ta⸗ 
tionsachſe. Zu u | . Ä 


Segen wir in der Gleichung (9 des elliptifchen Hyperboloibs 
nacheinander z, y und x gleich Null, fo kommt 
aꝰyꝰ bꝰxꝰ = — atb? ; atz’—c’x?.— afc? ‚bey? « (18) 
Bon diefen drei Gleichungen drückt bie aiſt eine imaginaire Curve au, 
und Die beiden legten. ſtellen Hyperbeln dar. Das elliptiſche Hyperboloid 
(9) wird alſo von der Ebene der xy nicht. getroffen, hingegen von den 
Ebenen der xz und der yz in Hyperbeln gefchnitten. 
- Eine Ebene, deren Gleichung. z = b. if, ſchneidet das genannte 2 
perboloid in einer Curve, deren Gleichung Ä 
16* 


| . 
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Se he er —R (19) 


und bie alſo imaginair wenn „ < Fr ein Punkt wenn h’ — 0? und eine 
Ellipſe wenn he > c* if, Hieraus fehen wir, daß biefe Flaͤche aus Bein 
son einander abgefonderten Theilen befichet *). 

Eine Ebene, deren Gleichung y = h if, ſchneidet das elliptiſche Hy⸗ 
perboloid in einer Curve, deren Gleichung 


a’z? - ex⸗ 3— h?) , 


unb eine Ebene, deren Sleichuns x — h ift; ſchneidet daßſelbe in einer 
Euros, deren Gleichung 


—E— — —8 +h?) 


iſt. Diefe Eurven find, wie wir feben; reell und zwar Hyperbeln, welche 
Werthe h auch haben mag. 

Die zwei Enbpunkte Ber reellen Achſe, 26; heißen bie Scheitel des 
elliptiſchen Hyperboloids. 

Sind die beiden imaginairen Achſen einander gleich, ſo heißt die 
Flaͤche — ein elliptiſches Aenehoperboloid, deſſen Glelchung 
bemnach in rechtwinkligen Coordinaten | 

az? cꝰyꝰ — exꝰ = aa. “ ‚(20) 
if. Alle der Ebene der xy parallelen Durchſchnitte dieſes Hyperboloids 
(20) ſind, wenn ſie reell, Kreiſe. Der Ort der Wittelpantte dieſer Kreiſe, 
d.i. die Achſe der 2 bei e bie Ketationsachte 


Die Steichung ber Regelfläche 10) verwandelt fich, wenn wir für = 
und. Vreſpective iga umd 'zeb -fegen, in die Sleichung 


Bu + [63 = — . a). 


welches, wenn wir rechtwinklige Coordinaten borausſeben, die Gleichung 


1) des $ 34 r Die Durchſchnitte der, ben Eoorbinatenebenen paraller 


*) Deshalb wird das iotiſche Hyperboloid auch Hyperboloid "mit zwei Schalen, 
nnd das’ hyperbollſche Hyperboloid hingegen Superboloid | mit einer Sale genannt/ 
wie wir jan in n$. 43 angegeben haben. i 
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len Ebenen und. ber Kegelfluͤche haben wir in: dteſem $.34 bereits betrach⸗ 6. 47. 
tet, wo wir auch die Gleichung des Rotatilonskegels aufgeſett haben. 


Da die beiden Hoperbololten. and bie Rogelfläche weiten Grades (ds 
wohl in Ellipſen als in Hyperbelu geſchnitten werden konnen, ſo feige dat 
dieſe Drei Flaͤchen auch in Parabeln zu fhneiden ſind. 


Aufgabe [66]. Die Gleichung eines Zyperboloids oder eines Ke⸗ 
gels vom, zweiten Grade iſt gegeben. Man fol die Lage Einer, Ebene 
finden, welche von dem Mittelpunkte jener Släche eine gegebene Kent 
fernung bat, und welche fie in einer Parabel ſchneidet. 


Wir koͤnnen die in der Aufgabe genannten glachen durch die; anf 
rechtwinklige Achſen bezogene Gleichung nn 


2 2 2 
| 22, y .ı,., 
y'% , [ ., . Fu u. m — * A v. 
‚ee. bb a. 


Barflellen, melde. ein. a hyperboliſches Hyperboloid wenn. I= =+ 1, ein effipa 
tiiches wenn A = —1 umd einen Kegel..ausbrückt yenn A = O:ift,. was 
pir oben ſchon geſehen haben (G.12). Wir bemerken hierbei. noch, daß 
der eben genannte Kegel der afpmptotenfegel des hyperboliſchen und des 
elliptiſchen Hyperboloids iſt (6. 43). 

Eine Ebene, welche vom. A notpuntte. J Coordinaten die gechent 
Eufernung p hat, iſt durch bie. Slihung: 1; ih 

COSYZ- c0sPy-+cosaxX = p 
aussgubräden: (6 10, G. 18). Wenn. diefe Ebene die genannte gläche.i in. :ei- 
ner Parabel fchneidet, fo wird auch die Prafection biefer Durchſchnittscurve | 
eine Parabel feyn, denn eine jede Curve liegt. mit, ihrer Projection in dem 
projieirenden Cylinder und ſteht folglich mit ihr in der Verwandtſchaft der 
Affinitaͤt (K. 30, Lehrſ. 13). Für eine Projection der Durchſchnittscurve fin⸗ 
den wir aber, durch Elimination von zZ, 
(ren c?cos?’y)a?y? + 2a ibꝛeos cos ſAxy + (2 cost — 6?cos siy)b?x? 

| 28°b*p(cos Bcosyy-+ cos &c08y x) + #b*(p?—Actcos’y) = 0. 
Soll nun dieſe Bleichnng eine Parabel ausdruͤen ſo muß die Bedin⸗ 
gungsgleichung 
acbh coꝶ ?0008°8 — xbGiber 1 — eꝰ cos —R + c?cos = 
fü werden, welche fich von. ſelbſt auf = 

Foren Weosiy ehren — a°0on? x = 0. 
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8. 47. reducire, und aeben welcher wir noch die Setingungegleichung 
cosy cos’ d-rcose == 1 
haben. Da alfo nur zwei Bedingungsgleichungen zwifchen den Größen a, 
ß, 7 exiftiren, fo giebt es unendlich viele Ebenen, welche von dem. Mittel- 
punkte der Fläche die gegebene Entfernung haben und welche die Flaͤche in 
Parabeln fehneiden. — Die: Gleichungen des Perpendikels p find J 
coSyVx = 00802 ; cosyy = cos ſaꝝ 
Eliminiren wir zwiſchen dieſen beiden Gleichungen und der’ erften Bedin⸗ 
gungsgleichung « und ß, ſo geht / von ſelbſt fort, und. wir t haben, 
zZ? +-b’iy? — aꝰxꝰ 0 
als Gleichung des Ortes aller. jener Perpendikel, welcher, ı wie wir r feben, 
eine Kegelfläche zweiten Grades ift. Diefe Kegelfläche nun bat bie Eigen- 
fchaft, daß ale Ebenen, welche die erzeugenden Geraden derſelben fenkrecht 
ſchneiden, auf der gegebenen Fläche Durchfchnitte bilden, welche Parabeln find. 
Wir können aber bie gefuchte Kage der, die gegebene Fläche in Para⸗ 
bein fchneibenden Ebenen auch noch auf eine andere Art beftinmen. Legen 
wir nämlich, durch den Anfangspunkt der Coorbinaten eine Ebene, welche 
einer der Ebenen von der verlangten Lage parallel iſt, ſo wird fe durch 
die Gleichung ' 
c0072-+ By -neisuz = 0. 
ausgedruͤckt ſeyn; und went wir, burch Simination von z, eine Pröjeetion 
des Durchfchnitts biefer Ebene und“ der destbenen Flaͤche ſuchen, fo fin 
den wir 
* or re — y?:+2Za?b? 008 & 008 Axy + @ oa ee 
> = Aatb’etcos”/ u, 8 :: on 
Dieſer Gleichung kdnnen Wir,” vermittelſt der vorher fund een Zi 
dingungsgleihung, die ‚gorm 
a“ cos:œ y ® + 2a?b?00s 6006 Pxy + b'cos = rat ar) = 0. 
geben; und fie nun in zwei Sactoren, nämlich in on 
(a? cosæx b? cosßx +abesosyyÄ)(a? cosay-+ b? cosßz-— abe —R 20 
zerlegen. Iſt alſo = +1, ſo iſt die geſuchte Projection, folglich auch 
der Durchſchnitt ſelbſt, das Syſtem von zwei parallelen. Geraden; ; if 
2 = —1, fo ift die Projection, folglicy auch der Durchſchnitt ſelbſt, imagi⸗ 
nair; iſt "endlich r =:0, ſo fallen: bie zuerft "genannten beiden parallelen 
‚ Geraden in eine einzige Gerade zufammen. Wir ſehen hieraus, daß die auf 
dieſe Weife durch den Mittelpunkt der Flächen gelegten Ebenen das hyper⸗ 


. 
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boliſche Hyperboloid in zwei parallelen Geraben, daß ſie das elliptiſche Hy⸗ a. 
perboloid gar nicht fehneiden, und daß fie den Afymptotenkegel berühren. 
Das fo. eben erhaltene Reſultat koͤnnen wir folgendermaßen ausdruͤcken: 
Legt man durch den Mittelpunkt eines Hpperboloids eine Ebene, welche 
deffen Afpmptotenkegel berührt, fo ſchneidet fie dag Hyperboloid, wenn es 
ein hyperboliſches, in zwei parallelen Geraden, wenn es aber ein elliptiſches 
iſt, nur in unendlicher Entfernung; legt man ferner einer ſolchen Tangen⸗ 
tialebene des Aſymptotenkegels eine Ebene in beliebiger Entfernung parallel, 
fo fchneidet dieſe die beiden Hyperboloiden und den Aſymptotenkegel in 
Parabeln. 

Aus dem eben ausgeſprochenen Ergebniß folgt leicht daß wenn auf 
einem hyperboliſchen Hyperboloid irgend zwei parallele Gerade gezogen wer 
den, die Ebene diefer Geraden durch den Mittelpunft der Flaͤche geht; und 
umgekehrt, daß wenn eine durch den. Mittelpunt eines hyperboliſchen Hy⸗ 
perboloids gehende Ebene dieſe Flaͤche in steel Geraden ſchneidet/ dieſe Li⸗ 
nien parallel laufen. 


646. = 
Setzen wir in den Gleichungen (5) und (6) des vorigen $. 
MOL A392 


fo erhalten wir als Gleichung 


des elliptifchen Paraboloids: on 
y? 2 2 a?h? 
pP 





 ı 8 _ 32 3 — 
5 453* 27 oder a’y?-+ b’x? 
des hyperboliſchen Paraboloids: 


x? a 2a b?_ 
J = 27 oder a’y? — b’x? = 





| a 


Mir feßen nun in der Gleichung (1) nacheinander X y und 2 gleich 

Nul; wodurch wir 
py’ = 2btz ; pt 2a ; — b’x? = o 

erhalten. " Daraus fehen wir, dag bie beiden Coordinatenebenen der yz und 
der xz das elliptifche Paraboloid (1) in Parabeln fchneiden, und daß bie 
Eoordinatenebene der xy dieſe Fläche im Anfangspunkte der Coordinaten 
berührt. Wenn die Coordinaten rechtwinklig find, wird diefer Anfangspunkt 
dee Scheitel des elliptiſchen Paraboloids genannt, welcher alfo derjenige 
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$.48. Punkt ber Flaͤche if, in welchem fie von ihrer Achſe ($.46) geſchnitten 

wird. 

Schneiden: wir das elliptiſche Varaboloid durch irgend eine Ebene, 
welche der Achſenrichtung parallel iſt, und deren Gleichung 


y = mı+-n 


feyn mag, fo erhalten wir, durch Elimination von y 
(an? + bYx? + Zmna? xnaꝰ = = 
als Gleichung der Projection der Durchſchnittscurve. Dieſe Projection und 
folglich auch die Durchſchnittscurve ſelbſt, als eine ihr affine Curve, iſt 
demnach eine Parabel. Schneiden wir aber das elliptiſche Paraboloib durch 
eine Ebene, welche der-Achfentichtung nicht parallel iR, und deren Gleichung 
22 gy+hx-rk 
feyn mag, ſo erhalten wir, durch Elimination von 2, 


a?y? + b’x? 7 —— (gy+hx-+-k) 

als Projection ber Durchfehnittscure Diefe Projection und folglich auch 

die Durchfchnittscurne felbft ift demnach eine (reelle oder imaginaire) Elipfe. 
Wenn in der Gleichung (1) die Eoordinaten rechtwinklig find und a 

= b ift, fo heißt die Släche ein Rotationsparaboloid, deſſen Gleichung 

demnach in rechtwinkligen Coordinaten 


y? + x? = 2 (3) ° 


ift. Jede auf der Achfe der Fläche, der Notationsachfe, fenkrechte Ebene 
ſchneidet dag Netationsparabolsid in einem (reellen oder waghnten Kreiſe. 


Wir ſetzen jetzt auch in der Sleichung (2) nach einander. % y und : 2 

gleich Null, wodurch wir 
pyꝰ = 2b?z ; px? = — 2a’z ; a’y 1_ hie 0. 

erhalten. Daraus fehen wir, daß bie beiden Coordinatenebenen der-yz und 
ber xz das hyperboliſche Paraboloid in Parabeln, und daß die Ebene ber xy 
dieſe Fläche in zwei geraden Linien ſchneidet. Diefe beiden Geraden durchkrenzen 
fih im Anfangspunfte der Eoordinaten, und -biefen nennen wir, wenn Die 
Coordinaten rechtwinklig And, den Scheitel: des hyperboliſchen Paraboloibe, 
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welches alfo derjenige Punkt iſt, in welchem die Flaͤche von ihrer Achſe ge⸗6 
ſchnitten wirbd ). 
Schneiden wir das hyperboliſche Pataboloid durch eine Eve, welche 
der achſe parauel if, und deren Gleichung. 
J yamı+n 0. 
fen mag, Mn ehalten wir, durch Elimination von y, 


Br Ä 
(aꝰmꝰ — byx 4 20naꝰx + n's = 22b 





al⸗ Gleichung einer Projection der Durchſchnittscurve. Dieſe Projection 
und ſolglich auch die Durchſchnittscurve ſelbſt iſt eine Parabel wenn 


b mir JJ b 
a’m?—b? 0, d. i. wenn m S a1 und fie iſt eine gerade Linie wenn m— =+—. 


Schneiden wir aber das hyperboliſche Paraboloid durch eine Ebene, weiche 

der Uchfenrichtung nicht parallel it, und deren: Gleichung . | 
z=gy+hx+k 

ſeyn mag, fo erhalten wir, durch Elimination von 2, 

a'y’— — bir! — + hx-+k) 


als Sleiching der Projection der Du Hhſchuittscurve. Dieſe Projection und 
folglich die Durhfehnittächroe ſelbſt iſt eine Hyperbel, die in zwei gerade 


Linien degenerirt wenn x = zer b? g?), in welchen Falle ſich die eben 
gefundene Gleichung der Pie uon in zwei Factoren, naͤmlich in 
—* bu heller J— 20 


zerlegen laͤßt. 

Wenn in der Gleichung (2) die Coordinaten rechtwinklig ſind und: a 
= b ift, fo nennen wir die Fläche ein gleichſeitig-⸗hyperboliſches Pa⸗ 
raboloid, deſſen Gleichung demnach in rechtwinkligen Coordinaten 


——— I | . (4) 





er Die‘ Austeichnung diefes Punktes durch "eine beſenders Benennung iſt nicht all⸗ 
gemein eingeführt, und er iſt auch im der That nicht der Endpunkt einer größten ober 
Fleinften Ordinate, wie es die Scheitel aller anderen Slächen zweiten Grades find, wenn 
man die Kegelfläche ausſchließt; indeffen ift er der Durchfchnittspunft einer Achſe der 
Stäche, und kann durch diefelbe geometrifche Eonfiruetion in dem hyperboliſchen Para- 
boloid aufgefunden werden, welche in dem elliptiſchen Paraboloid den Scheitel giebt. 
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$. 48. if. Jebe auf bee Achfe ber Flache ſenkrechte Ebene ſchneidet das gleichſei⸗ 
tig⸗hyperboliſche Paraboloid in einer gleichſeitigen Hyperble. 
Verlegen wir bie Ebene der xz und der yz fo, daß dieſe Ebenen in 
ihrer neuen Lage die. Winkel balbiren, welche fie in ihrer urfpränglichen Lage 


bildeten, indem wir Vi-(x * für y und Y4-(x—y) für x ſetzen, fo ver⸗ 
wandelt fich, wenn wir noch 7 „ dur) c bezeichnen, bie GSleichuns (4) in 


y= =(C2 | (5) 
eine Gleichung, welche dag gleichfeitigbpperbolifche Daraboloib wiederum 
in rechtwinkligen Coordinaten darſtellt. 


6. 49. 

Aufgabe [67]. Eine gegebene Ellipſe drebt ſich am eine ihrer 
Achfen; es foll die Bleichung der von der Ellipſe erzeugten Släche ger 
funden werden. 

Es fe 

" ſey AZ a? = a’c? 

die Gleichung einer, in der Ebene der xz liegende Ellipſe in rechtwinkligen 
Coordinaten. Wird die Ebene dieſer Ellipſe um bie Achſe der z gebreht, O 
befchreibt ein jeder Punkt x’z’ berfelben offenbar einen Kreis, welcher ber 

Ebene ber xy in der Entfernung zZ’ parallel iſt, deſſen Mittelpunkt in der 

Achſe der z liegt und deſſen Radius gleich x’ if. Dieſer Kreis ift dem; 

nach durch das Syſtem der beiden Gleichungen 

y48 2 x52; z=7z 
ausgedruͤckt. Liegt nun der Punkt xz in der rotirenden Elipfe, ſo iſt 
az? + cz”? — a?c? 


Eliminiren wir x und z’ zwiſchen den eben genannten. drei Slechangem— 
ſo kommt 
az + —** Cr? au 2202. 

als Gleichung der erzeugten Flaͤche, welche demnach ein Notationgelipfoid 
oder Sphärsid ift ($. 47). Wenn die Rotationsachfe die Eleinere Achſe der 
rotirenden Ellipfe, d.i. wenn c < a ift, heißt dad Sphäroid ein abgeplat⸗ 
tetes, wenn: fie Die größere Achfe jener Eurve, d. i. wenn c > a ifl, ein 
verlängerted. Die rotirende Ellipfe wird die Meridiancurve, und die 
von den verfchiebenen Punkten diefer ENipfe befchriebenen Kreife werben bie 
Parallelfreife der Fläche genannt. 
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. + Aufgabe [68] Zwei gegebene ssyperbeln, in welchen die Haupt 6. 49. 
achfe. der einen die Vebenachſe der anderen ift und welche diefelben 
Afymptoten baben, dreben fich fammt Diefen Afymptoten um jene Haupt 
achfe. Es follen die Slächen gefunden werden, welche von diefen 3Y, 
perbeln und von den Aſymptoten erzeugt werden. | 


Es feyen — 
22 2x2 22 x2 22 xX7 


reſpective die Gleichungen der in der Ebene ber xz liegenden Hyperbeln und 
ihrer Afpmptoten in rechtwinkligen Coordinaten. Sämmtliche drei Linien 
zweiten Grades find durch die eine Gleichung | 5 


2 2 
Z x 
— uam 4 


c a? 


ausgedruͤckt, wenn wir unter 2 der Reihe nach +1, — 1 und 0 verſtehen. 


Wird die Ebene Diefer Linie um die Achfe der z: gedreht, fo befchreibt ein 
jeder Punkt x’z’. derfelben einen Kreig, welcher, wie in ber vorigen Aufgabe, 
durch das Gleichungsſyſtem 
5482 x227 
dargeſtellt wird. Sol nun der Punkt x’z ein * der genannten Linien 
mweiten Grades Toon, ſo haben wir 
2232 
ash 
und wenn wir x’ und z’ iwiſchen den eben fe brei Gleichungen 
eliminiren | 
22 72 x 2 3 

ararıa” % oder a’2 — c’y? - cx = a’ | 
Setzen wir twieber A nach einander gleich +1, glei 1 und gleich Nut, 
fo fommen 
ea; ar Ay’ rate ; az y?— er 
als Gleichungen der eritugten Flaͤchen welche demnach reſpective ein ellip⸗ 
tiſches Rotationshyperboloid, ein hyperboliſches Rotationshyperboloid und 
ein Rotationskegel ſind. 

Die rotirenden Hyperbeln werden die Meridiancurven der von ihnen 
erzeugten Hyperboloiden genannt. 


Aufgabe [69]. Auf der Ebene einer gegebenen mupſe in einer 
ihrer beiden Achſen iſt eine ſenkrechte Ebene errichtet und in derſelben 





$. 49, eine, jener Achſe parallele Berade gezogen. Das Syfiem der beiden, mit 
einander feft verbundenen Ebenen drebt fidh um diefe Berade. Es ſol 
die von der Ellipſe erzeugte Flaͤche gefunden werden. 

Wir nehmen bie genannte Gerade zur Achfe der z, und es fen, bei ber 
urfprünglichen Lage der beiden Ebenen, 
aꝰꝰ 4 exꝰ =adl ; y-h 
das Gleichungsſyſtem, welches bie gegebene Ellipfe in rechtwinkligen Eoor- 
dinaten ausdrückt. Wird die Ebene der yz und die mit ihr verbundene 
Ebene der Ellipfe um die Achfe der 2 gedreht, fo befchreibt jeber Punkt 
xyz der Ellipſe, deſſen Coordinaten die Gleichungen 
ar cl" =ad®; y—h 
befriedigen müffen, einen Kreis, deſſen Ebene ber Ebene ber xy in ber Ent 
fernung zZ’ parallel ift, deffen Mittelpunkt in der Achfe der z Tiegt und bef- 
fen Radius gleich. Very” y” if. Diefer Kreis ift demnach durch das Glei⸗ 
chungsſyſtem 
Y+r’=y”’+x? ; zZ == 7 
ausgedrückt. Eliminiren wir zwiſchen ben letzten vier Gleichungen x, y’ 
und z, fo fommt 
aꝰzꝰ 4 cꝰyꝰ 4 ip ⸗ —E 8* J— 

als Gleichung der erzeugten Flaͤche, welche demnach ein Rotationsellipſoid 
iſt. Die beiden ungleichen Achſen des Sphaͤroide welche auch die Achſen 
der Meridiancurve ſind, werden durch 


Qya’+h? und 2- Va?’+h? 


ausgedrüdt. Das Sphaͤroid ift alfo ein ahgrpfatiets oder ein verlänger- 
tes je nachdem, abfolut genommen, <a oder c>aif, Wenn — a, 
d. i. wenn nicht eine Ellipſe fondern ein Kreis die angegebene. Drehung 
macht, fo ift Die erzeugte Zläche eine Kugel. Wir bemerken, daß dag Ver⸗ 
haͤltniß der üngleichen Achfen des Sphäroidg = c:a, alfo daffelbe als dag 
Verhältniß der Achfen der erzeugenden Ellipſe iſt, und daß dieſes Verhaͤlt⸗ 
niß, da es unabhängig von h, immer daſſelbe iſt, in welcher Entfernung 
bie Rotationsachfe von der erzeugenden Ellipfe auch) angenommen feyn mag. 
Hieraus folgt, daß. die verfchiedenen Sphäroide, welche eine und diefelbe 
Eltipfe, bei ber angegebenen Bewegung, in verfchiedenen Entfernungen von 
der Notationsachfe erzeugen kann, alle einander ähnlich find. Ferner be 
merken wir, daß, in Bolge der Gleichung a’z? + ck” = a?c?, für keinen 
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reellen Punkt der ergeugenden Ellipſe 2 > c oder 2 < —c feyn koͤnne, 5.49. 
und daß, da z = z’, auch z zwiſchen den Grenzen --c und —c enthalten 
ſeyn muͤſſe. Da nun aber in dem gefundenen Sphäroide der Werth von 





4 J h? 
z zwiſchen den, weiter von eiriander entfernten Grenzen cYı+ R und 


— eVı + enthalten ift, fo folgt, daß nur derjenige Theil des gefunde⸗ 


"nen Sphaͤroids von der Eliipfe erzeugt wird, welcher von den beiden Ebe⸗ 
‚nen, beren Gleichungen z= c und z=.—c find, begreust wird. Die 
nicht zwiſchen biefen Ebenen enthaltenen. Abfchniete der Fläche dürften als 
von imaginairen. Punkten der: Eilipfe erzeugt angefehen: werden fonnen.: 

Uebrigens iſt es leicht einzuſehen, daß fchon bie eine Hälfte der EHipfe 
das Ellipfoid . erzeugt und- daß dieſe Stade © von ‚der ganzen Supſe doppek 
erzeugt wird. 


Aufgabe [70]. Zwei. Syperbeln, in welchen die gaupiachſe der 
einen die Nebenachſe der andern iſt, und welche dieſelben Aſymptoten 
haben, ſind gegeben. Auf ihrer gemeinfchaftlichen Ebene, in jener Haupt; 
achfe iff eine zweite Ebene fenkrecht errichtet, und in dieſer eine der 
genannten Gauptachfe parallele Berade gezogen. Das Syſtem der beiden 
mit einander -feft verbundenen Ebenen dreht fi) um diefe Gerade. Es 
follen die, von den. beiden Syperbeln und den Aſymptoten erzeugten Slaͤ⸗ 
chen gefunden werden. 


Wir nehmen die genannte Gerade zur Achſe der 2; > und, bei Der ur⸗ 
fpringlicen Lage beider ‚Ebenen, fey . | ee 


das Sleichungsfpften, welches. die gegebenen "Linien in rechtwinkigen Soor- 
dinaten ausdrückt, wenn wir ber Rebe nach = Li = —1l und 
42 0 ſetzen. Bezeichnen wir die Coordinaten eines Punktes diefer Linien 
während der Drehung durch x’, y',z, ſo haben wir, auf ahalche Weiſe wie 
in der vorigen Aufgabe, 
az? cr” — Aadcr ; y = h ; 
yılt=y’+zRt; z2=Z ; 
und durch Elimination von X, y und zZ finden wir 
aꝰzꝰ - htyꝰ - ce’? = e’(Aa’—h’) | 


fo daß, inbem wir bem A: der Reihe nach die angegebenen. Werthe beilegen, 
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lichen kese der beiden Ebenen; 


— HH — 

aꝰ2? yr— cm cab?) 

Az — Ar? = -aꝰ hꝰ) 
27’ ey? x = — c?h? 


die Gleichungen der gefuchten Flächen find. Die erfte dieſer Flaͤchen iſt ein 


elliptiſches oder ein hyperboliſches Rotationshyperboloid oder ein Rotations⸗ 


kegel, je nachdem, abſolut genommen, a >_h, oder a<hodra=h 
iſt. Die zweite und dritte Flaͤche iſt ein hyperboliſches Rotationshyperbo⸗ 
loid. Saͤmmtliche gefundenen Flaͤchen haben die darunter genannte Kegel⸗ 
flaͤche zu ihrem Aſymptotenkegel. — Wir muͤſſen wieder bemerken, daß die 
zuerſt genannte Hyperbel das elliptiſche Rotationshyperboloid nicht gänzlich 
erzeugt; diejenigen Stuͤcke dieſer Flaͤche, welche zwiſchen den. beiden durch 
die Gleichungen z =. c-und zZ = — c .ausgedrückten Ebenen liegen, werben 
nämlich nicht von. den reellen Punkten jener Hyperbel erpeugt. J 

Wir bemerken ferner, daß das hyperboliſche Rotationshoperbeloid, wel⸗ 
ches die Aſymptoten der rotirenden Hyperbeln erzeugen, gaͤnzlich ſowohl 
von der einen als von der andern dieſer Aſymptoten beſchrieben wird, und 
daß demnach die obige Erzeugungsart die Flaͤche auf doppelte Weiſe her⸗ 
vorbringt; und wir haben zugleich den folgenden Sag: „Iſt eine Gerade 
B mit- einer feften Geraden A, die nicht von ihr gefchnitten. ‚wird, verbun⸗ 
den und dreht ſich die Linie B um die. Gerade A wie um eine Achſe, fa 
beſchreibt dieſe Gerade B ein hyperboliſches Rotationshyperboloid · J— 


Aufgabe 171]. Auf der Ebene einer gegebenen. Parabel ie in ibrer 
Achſe eine fenfrechte Ebene errichtet und in diefer eine, jener Achfe pas 
rallele Gerade gezogen. Das Syftem der beiden mit einander verbuns 
denen Ebenen dreber fich. um diefe Berade.. Es foll die von der Paras 
bel erzeugte Släche gefunden werden. 


Nehmen . wir: bie. fefte Gerade zur Achſe der 2 und Me bei der urfprüngs 


= DZ 5 yon. 


dag Steihungeioften der gegebenen Pärabel; fo bebe wir, auf F Alice 


Weiſe wie in den beiden vorigen Aufgaben, 
x? = pz 3 y -h 
548 ——— 3227 
und die Elimination von x’; y’ und 2’ "giebt: und 
y? > x = pz +h? 
als die Gleichung der erzeugten Fläche,“ welche demnach ein NRotationspara⸗ 
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boloid if. Derjenige- Abfchnitt der Flaͤche, welcher zwiſchen den beiden, $. “, 
durch die Gleichungen z=0 und2 —— ausgedruͤckten Ebenen enthal⸗ 
ten ih wird von keinem reellen Yunkte der Parabel erzeugt. 

5 50, 

Wir haben im vorigen $. gefehen, tie bie Gleichung einer Rotations⸗ 
flaͤche des zweiten Grades aus der Gleichung der Meridiancurve gefunden 
werden kann, wenn die Rotationsachſe, die immer eine Achſe der Meridian⸗ 
curve iſt, als eine der drei Coordinatenachſen gegeben iſt. Es kann aber 
gefragt werden, welches die allgemeine Form der Gleichung derjenigen Flaͤche 
ſey, die von einer, ſich um ihre Achſe drehenden Linie zweiten Grades er⸗ 
zeugt wird, wenn dieſe Achſe irgend eine gegebene Lage im Raume hat. 
Deshalb loͤſen wir jetzt die folgende 

Aufgabe [72]. Ein Scheitel und die Lage der durch ihn geben: 
den Achfe einer beftimmten Kinie Zweiten Brades ift, in Beziehung uf 
ein yechtwinfliges Eoordingtenfyftem, gegeben. Es foll die, auf daffelbe 
Eoordingtenfyftem bezogene Gleichung der Säcke gefunden werden, wel 
che diefe Eurve befchreibt, wenn fie fich um jene. Achfe dreht. u 

Es feyen x, y’, 2’ die gegebenen Coordinaten bes Scheitels ber in der 
Aufgabe genannten Meridiancurve, und a, 4, y die gegebenen Winkel, wel⸗ 
che die Rotationgachfe mit ben Eoordinatenachfen bildet. Diefe Gerade ift 
nun durch das Gleichungsfpften 

oOoFAXO) = cosalz—z) ;. cosyly—y) = cos fz— 7) 
ausgedrückt. ‚Zur ‚Vereinfachung der Rechnung verlegen mir die Coordi- 
natenachfen parallel mit fich felbft und ihren Anfangspunkt in den gegebe⸗ 
nen Punkt x’y’z, und dann wird die Rotationsachſe durch, 

COSYyX = 00802 5; Cosyy = c0sßZ 
dargeftellt. In der Ebene der rotirenden Eurve nehmen wir ein rechtwink— 
liges Coordinatenſyſtem tu an, und zwar machen wir die, in dieſer Ebene 
liegende Rotationsachſe, d. i. eine Achſe der Curve, zur Achſe der t und den 
gegebenen Punkt X’y’z, alſo einen Scheitel der Curve, oder, mag daſſelbe iſt, 
den Anfangspunkt ber neuen xyz zum Anfangspunkte der tu. Während 
der Drehung befchreibt ein jeber Punkt tu der genannten Ebene einen Kreis, 
deſſen Ebene auf der Rotationgachfe fenkrecht ift und von dem Anfangs 
punkte der neuen x y'z die Entfernung t hat, deſſen Radius aber gleich u 
iſt. Nennen wir bie Coordinaten des Mittelpunktes diefes Kreifes a, b, 4, 
fo haben wir: für jeden Punkte feiner Peripherie die beiden Sleichungen 
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— BY — 
g-Pry—b’Hr-a— Deu, A) 
co8yZHcosßyHrcsaex=t | (2) 


von welchen bie legte, für fih allein betrachtet, Die Kreisebene ausdruͤckt; 
und fuͤr die Coordinaten des Mittelpunktes haben wir zugleich 


ce=cosyt ; b = cost ; a = cal; (8) 
neben. weichen Gleichungen noch. Die Gleichung .. 
. ..008°Y + cos?9 + cos’a = 1 (4) 


Statt findet. Welches nun auch die Meridiancurve feyn mag, fo ift fie, 


- da ihre Scheitel im Anfangspunkte der tu und ihre Achfe in der Achſe ber 


t liegt/ immer durch die Gleichung 
= mt? + pt u . G) 
auszudruͤcken; und ı wenn wir nun die fünf Größen a, b,  t und u zwi⸗ 
ſchen den ſechs Gleichungen (1), (2), (3) und (5) eliminiren, dabei aber 
die Gleichung (4) berüdfichtigen; fo erhalten wir, indem mir, um ein ter 
nig abzukuͤrzen, —n fiatt I-+- m feßen, - 
Z’4-Y’+-34-n(cosyZ-+c0sßy+cosax)’+P(eosyz+cas dy-+-cosax) =0 
als bie Gleichung der erzeugten Zläche in den neuen Coordinaten ausgedrückt. 
Berlegen wir den Anfangspunkt wieder in feine urfprüngliche kage, ſo er⸗ 
halten wir als die geſuchte Gleichung | 
(zZ) + F-yV+K&-3)? | 
+n|cosy(2— 7) +esfy—y)+ cosa(x — x')}” .=0, (6) 
+plops y(2— 2) + oo fly — + ma) 
woneben noch die Gleichung 
cos 27 + 0087 4 cos o=1 | (7) 
beftebet. | 
Das gefundene Nefultat ſetzt ung in den‘ Stand, die Bedingungen zu 
finden, unter welchen die allgemeine Gleichung des zweiten Grades 
az ®+by? +ex’+2a 3y+2b’ xz+2c'yz-+22’z+2b’y+-2c xHd= 0, & 
wenn fie e ſich auf rechtwinklige Coordinaten betieht, «ine Rotationsflaͤche 
ausdruͤckt. Soll naͤmlich dieſe Gleichung eine Rotationsflaͤche darſtellen, ſo 
muß ſie mit der Gleichung (6), nachdem dieſe mit einem conſtanten Factor 
A multiplicirt iſt, identiſch werden können. Dies giebt ung. gehn Gleichun⸗ 
gen, von welchen nur die lebten vier Die Größen x, y,z und p enthalten. 
Die erſten ſechs Gleichungen, welche dieſe Größen nicht. enthalten, find 
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| A + Ancos?y = a ; Ancos acos = a 





S. 50. 
A+Ancoß =b ; Anceosacey = b’ | (9) 
ArAnco®e = c ; Amcoshcosy = c 
Die Gleichungen der zweiten Columne geben uns 
b’e 4 a’ c a’b’ 
yes (1) 


und fegen wir biefe Ausdrücke in die Gleichungen ber erfien Columne, 
kommt 


Ic PR nr 
14 =a 3 + = b ; 14 = 


.Durh Elimination von A finden wir 

ab’(a-b) = c/(b?-a) ; a’c’(a—c) = b’(e?—alt) ; b’c’(b—c) = a/(c”—b”), (11) 
drei Gleichungen, von welchen jede eine Folge der beiden übrigen iſt. Zwei 

Diefer Gleichungen drücken daher die Bedingung aus, unter welcher bie 
Gleichung (8) eine Notationsfläche ift, und. wenn fie befriedigt werden, 
ergiebt. fi) die Richtung der Rotationsachfe aus den Gleichungen (10). 
Setzen wir nämlich die Ausdrücde (10) in die Gleichung (7), fo ethab 

ten wir 





in = abe ar 1 N 
und demnach ift | 
7 
oy’= 7I 1 17° 
PT + 75 h” + ec? 
1 . 
b’ (12) 
cos = 7IE+ 2,2] ; | 
oe 
1 
cosa = 


VIE] 


In Hinficht der Bedingungögleichungen an haben wir noch Folgen- 
des zu bemerfen. 

Erfiend. Wenn in der Gleichung (8) nur eins von dem Gliedern 
Mehl welche die Producte xy, zz, yz. enthalten, kann dieſe Steicpung feine 
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$. 50. Rotationsflaͤche darſtellen. Denn wenn z. B. a = 0 iR, reduciren fich Die 

- beiden erfien Gleichungen (11) auf Ch” = 0 und b’c? = 0 und werden 
nicht befriedigt wenn nicht auch eine der Größen b’, c’ gleich Null ift. 

Zweitend. Wenn in der Gleichung (8) zwei von den genannten 

Gliedern fehlen, werben zwar bie Gleichungen (11) anfcheinend befriedigt, 

indeffen drückt die Gleichung (8), wenn fie nur eind von den genannten drei 

Gliedern enthält, keinesweges immer eine NRotationgfläche aus, fondern es 

muß dann noch eine Bebingungsgleichung erfüllt werden, wenn jene Glei- 

hung eine Rotationsflaͤche Barftellen fol. Multipliciren wir die einzelnen 

Theile von je zwei ber Gleichungen (11) in einander, fo kommt 











, ch | 
(a—b)a—c) = ?—”?— co”? + ‚ 
ie a 
b-9b-)=b- rt, 
, ab”? \ 
(e- a)e—b) = ar bI4+—- 


Seten wir hierin je zwei von ben drei Größen a, b’, e gleich Null, fo 
finden wir, daß 
wenn a = 0 und b’= 0, zugleich auch (c—a)(c—b) = c*? , 
wenn & = O und €’ =.0, zugleich auch (b-a)(b—c) = b” , \ (13) 
wenn b’= 0 und ce’ = 0, zugleich auch (a—b)(a—c) = a? 


feyn müffe, damit die Gleichung (8) eine Rotationsfläche ausdruͤcken Eann. 
Mir fehen, daß die Ausdruͤcke (12) in den eben in Rede ftehenden 
Sällen eine unbeftimmte Form annehmen; deshalb gehen wir wieder zu den 
Gleichungen (9) zurück, und finden aus ihnen, mit Hülfe der Gleichung (7), 
won a=b' = 0; b 
_ . . a = —C . 
we 


wenn à cd = 0: 


— — 56 I, — c-b, , =, ___ ab . 
cosß o; 4 b; ca ar er ihre ? 
wenn b- = d = 0: g 
=-0 : i=a: 2 ma, Rn b—a 
087 ? a5 Se 7 rer b—-2a+rc 


Hieraus fehen wir, daß, in den in Rede ſtehenden Fällen, bie Rotations⸗ 
achfe in einer der Coorbinatenebenen liegt. 


Drittend. Wenn in der Sleichuns S die drei genannten Glieder 
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fehlen, wenn alfo a = b’ = ce’ = 0, fo ergiebt ſich aus den Gleichungen 6. 50, 


(9), daß dann zwei von den Größen a, b, c einander gleich ſeyn muͤſſen, 
falls die Gleichung (8) eine Rotationsfläche ausdrücen fol. Wird dieſe 
Bedingung erfüllt, fo find zwei von ben Winkeln @, A, y rechte Winkel 
und der dritte ift gleich Null, d. i. die Rotationsachſe iſt dann einer de 
Coordinatenachſen parallel. 


$. 51. 


| a?b?z? + a?c?y? + b?c’x? = a?b?c? (1) 
die Gleichung eines Ellipfoids in Beziehung auf ein rechttwinkliges Coordi- 
natenfoftem. Don den drei Achfen diefer Fläche fen 2a die größte und 2c 
die Fleinfte, fo daß alfo a > b > ſey. 

Legen wir durch die Fläche (1) zwei Ebenen, deren Gleichungen re⸗ 
ſpective 


Es ſey 


abpe .2- cya—b.x= 0 (2) 

ayb?— .z-H eV? —b’.x = 0 209 
find, fo ſchneidet eine jede derſelben die Flaͤche (1) in einem Kreiſe. Denn 
diefe Ebenen enthalten bie Achfe der y; die Achfe 2b des Ellipſoids iſt alfo 


ein Durchmeffer der Durchfchnittscurve; ferner enthalten biefe Ebenen re 


fpective die Geraden, deren Gleichungen 
| ayb—-.z-ya-b.x=0 ; y=0 (3) 
| Mrz =0 ; y-=0 ! 9) 


find, und dieſe Geraden. fchneiden das ENipfoid in den Punkten z,yız, und 
Kyı2, Xıyızı md Xsyaza, deren Eoorbinaten, wie wir durch die Eli⸗ 


“ mination finden, 






































32_c? 3_ bh? 
X = a ; YV —20; = a 
b?_c? 3_h? 
L=— FE ; yp=0 3 22 2 — * 7 
5c 3_h? 
1-5 = 3 yı=0 ; Zı= = 7 
, ayYb’—c? cVa?—b? 
x,= Va’ y=0; z, =— Vo 





find. Gegen wir diefe Werthe in die Ausdrücke 


& 51. 


gleich b, ift 


Släche, deren Gleichungen _ 





| (a HR) und (Zr Vol rar) , 


fo ergiebt fich, daß die Entfernung ber Punkte x.yızı und X.Yy2Z3, fo wie 
diejenige der Punkte xyz und x’.y/2', gleich 2b if. Die Gerade (3) 
ift aber offenbar: der conjugirte Durchmefler des vorher genannten in ber 
erfien Duschfchnittscurve, auf welchem ver fenfrecht fteht, und eben fo ver: 
halt es fich mit ber Geraden (3) in der zweiten Durchfchniftscurve. Da 
nun alfo die genannten Durchmefler auf einander ſenkrecht und gleich ſind, 
ſo ſind beide Durchſchnittscurven Kreiſe. 

Wir koͤnnen uns auch auf folgende einfache Weiſe von der Richtigkeit 
unſerer Behauptung uͤberzeugen. Die Gleichung der Kugelflaͤche, deren Mit⸗ 
telpunkt mit dem Mittelpunkte des Ellipſoids coincidirt, und deren Radius 


22 x 2b* 
Multipliciren wir dieſe Gleichung mit a?c? und ſubtrahiren das Product 
von der Gleichung (1), ſo kommt 
(bt - c)2ꝰ - a? - bꝰ)xꝰ — 0; 
und dieſe Gleichung zerfaͤllt in zwei Factoren, naͤmlich in 
layb—.z— Va. x }aybi—d.z + Var-btx| =0; 
fie drückt demnady das Syſtem von zwei Ebenen aus, welche die Durch 
fchnittscurven der Kugel und des Ellipſoids enthalten. Diefe Ebenen find 
die oben genannten (2) und (2), und dieſe fchneiden alfo das Ellipſoid in 
Denfelben Eurven, in welchen fie die Kugel ſchneiden, d.i. in zwei Kreifen. 
Legen wir den Ebenen (2) und (27) parallele Ebenen, fo fehneiden diefe 
die Fläche (1) gleichfalls in Kreifen; weil parallele Ebenen eine Fläche zwei⸗ 
ten Grades in ähnlichen Eurven fchneiden ($.44). Der Ort ber Mittel 
punfte aller diefer Kreife beftehet aus zwei Geraden, zwei Durchmeſſern der 
| aya?—b?.z + cYb?—.x = 0 5 y=0 | 
| aya—bt-Z- cVB-d.x=0 _; y=0 | 
find. Diefe Geraden fchneiden dag Ellipſoid in bier Punkten, deren Coor⸗ 
dinaten folgende Werthe haben 














aya? —b? cVYb?’—c? 
= - ; y=0; 4 =- 
va-e 9 | ' Va?—o? 
aVa?—b? cYb?’—.c? 
=> ı3 Jı® 0; zum. — — 
Va ⸗ . | Vale 


u — = — “u LO — 


aya’—b? cYb?—c? 
mm Va ’ =; z= ya ! 

3_13 3_73 

, aVa’—b -0; = cYb?—c 


Xı= —— ; 
u Va 3 


Das Nefultat der gegenwärtigen Unterfuchung ift, daß es in jedem 
Elipfoid, im Allgemeinen, zwei Spfieme paralleler Ebenen giebt, welche die 
Släche in Kreifen fchneiden, und daß fi) darunter vier Ebenen befinden, 
welche fie in den zuleßt angegebenen vier Punkten berühren. Diefe Punkte 
find als Kreife zu betrachten, deren Radius gleich Null if, und wir nennen 
fie Daher die vier Kreispunfte des Ellipfoide. Diefe vier Punfte liegen 
immer in ber Ebene der größten und Eleinften Achſe. 

Wenn zwei Achfen des Elipfoids einander gleich find, wenn alfo a= b 
oder wenn b = c ift, fallen bie beiden Ebenen (2) und (27) in eine einzige 
sufammen. Alsdann ift bie Fläche ein Notationsellipfotd; es giebt in die 
fem nur ein Syſtem paralleler Ebenen, welche die Fläche in Kreifen ſchnei⸗ 
den, und flatt der vier Kreispunfte eriftiren nur zwei, welche mit ben 
Scheiteln der dritten Achſe zufammenfallen. 

Wenn alle drei Achfen des Ellipfoids einander gleich find, wenn alfo 
a=b= c if, werden die beiden ©leichungen (2) und (2) unbeftimmt. 
Alsdann iſt die Zläche eine Kugel, welche von jeber Ebene in einem Kreife 
gefchnitten wird und auf welcher jeder. Punkt ein Kreispunkt ift. 


Die Gleichung Ä 
a’b?z? — atc’y? — b’c’x? = Aa?b?c’ (4). 
drückt, wie wir in $.47 gefehen haben, ein eliptifches Hyperboloid, ein hy⸗ 
perbolifches Hpperboloid oder eine Kegelfläche aus, je nachdem A = +1, 
= —1 oder = 0if. Wir nehmen an, daß bie Coordinaten recht: 
winklig find, und dag von den beiden Größen a, b, welche wenn A = +1 
Die beiden imaginairen Achfen des elliptifchen Hyperboloide, wenn A = —1 
Die beiden reellen Achfen des hyperboliſchen Hyperboloids meflen, a die gro⸗ 
ßere, alfo immer, abſolut genommen, a > b fey. 

Schneiden wir die Fläche (4) durch eine Ebene, welche einer ober ber 
anderen der beiden, durch die Gleichungen 


bya’+c?.z— cya’—b’.y — 0 Ä (5) 
bya’+c?.z+-cVa—b’-y = 0 (5) 


$. 51. ausgebrüdten Ebenen parallel ift, fo findet fich, daß die Durchſchnittscurve 
eine Kreislinie ifl. Der Ort der Mittelpunkte aller: dieſer Kreife beſteht aus 
zwei Geraden, zwei Durchmeflern ber Fläche, deren Gleichungen 


| bya?—b?:z— eV +0 y=0 ; x=0 | 

| bya?—b?. 24 cYar-cy=0 ; x= 0 | 
find. Suchen wir bie Durchſchnittspunkte dieſer Geraden und der Flaͤche 
(4), fo ergeben ſich fuͤr die Coordinaten derſelben folgende Ausdruͤcke: 


























3 —0O 3 y = VE 21 = Er VA ; 
 =0 ; = AU; Zı = ey YA; 
x =0 ; y = | EN Key ; 
Zı=0; yı= En ; Zu = —— . 


Wenn A = +1, find alle dieſe Ausdruͤcke reell; wenn A = —1, find fie 

fämmtlich imaginair; und wenn 2 = 0, verfchtwinden fie fänmtlich. Die 

in Rede flehenden Durchfchnittspunfte nennen wir die Kreispunkte der 

Släche (4); und aus dem eben Gezeigten ergiebt fich, daß das eNiptifche 

Hyperboloid, die Kegelfläche zweiten Grades und dag hyperboliſche Hyper 

bpoloid von zwei Spftemen paralleler Ebenen in Kreifen gefchnitten wird; 

Daß die erfte dieſer Slächen, das eliptifche Hpperboloid, vier Kreigpunfte 

bat, daß die zweite nur einen Kreispunft hat, welcher der Mittelpunkt 

. (Scheitel) der Kegelfläche ift, und daß der dritten Zläche, dem hyperboliſchen 
Hyperboloid, kein Kreispunkt zukommt. 

Wenn a = b iſt, wenn alſo die Flaͤche A) eine Rotationsflaͤche if, 
fallen die Ebenen (5) und (5’) beide mit der Ebene der xy sufammen, und 
‚8 exiſtirt dann nur ein Syſtem paralleler Ebenen, welche die Flaͤche in 
Kreiſen ſchneiden. Statt der vier Kreispunkte des elliptiſchen Hyperboloids 
exiſtiren alsdann nur zwei, welche mit den Scheiteln dieſer Flaͤche zuſammen 
fallen. 

Da jeder Kegel zweiten Grades in einem Kreiſe geſchnitten werden 
kann, nennt man dieſen zuweilen auch Kreiskegel, und zwar wenn er kein 
Rotationskegel iſt, einen ſchiefen Kreiskegel. 





5 — 
Schneiden wir ein eWiptifches Paraboloid, deſſen Gleichung in rechtwinkli⸗ 6. 51. 
gen Coordinaten | 
Pa Bu PIE PR 
ſey, und bei welcher wir vorausſetzen, daß a > beiſt, burch eine 1e Ebene, 
welche einer oder der anderen der beiden, durch die Steichungen 
bz-Va-b-y=0 (7) ; bz+Va-b.y=0 (N) 
ausgebrückten Ebenen parallel ift, fo findet fich, daß die Durchſchnittscurve 
eine Kreislinie if. Der Ort der Mittelpunfte diefer Kreife befteht aus zwei 
Geraden, zwei Durchmeflern der Flaͤche, deren Gleichungen 
| my Wi; x=-0 | 
| py = —bVa’—b’ ; x=0 
find. Suchen mir bie Durchfchnittspunfte diefer Geraden und der Fläche 


(6), welche wir die KRreispunfte der Släche nennen, fo ergeben ſich für 
Die Eoordinaten derfelben folgende Ausdrücke 





33h? 
S=-0;y= VE@-B) Tu, 
Do 2_b? 


Das elliptifche Paraboloid wird alſo von zwei Sofenen paralleler Ebenen 
in Kreifen gefchnitten, und dieſe Fläche bat zwei Kreispunfte. 

Wenn a— b ift, wenn alfo die Släche (6) ein Rotationsparaboloid 
ift, fo fallen die beiden Ebenen (7) und (7) mit der Ebene der xy. zufam- 
men; alsdann giebt. e8 nur ein Spftem paralleler Ebenen, welche die Fläche 
in Kreifen ſchneidet, und flatt zwei Kreispunfte exiſtirt nur ein ſolcher Punkt, 
welcher der Scheitel des Paraboloids iſt. 


$. 52, 
Aufgabe [73]. Ein Punkt und eine Ebene find gegeben; es fol 
der Ort desjenigen Punktes gefiflden werden, deffen Entfernungen von 
jenem Punfte und von diefer Ebene in einem gegebenen Verbältniffe 


fteben. 
Mir nehmen den gegebenen Punkt sum Anfangspunfte rechfwinkliger 
Coerdinaten und es ſey, in Beziehung auf ein ſolches Eoordinatenſyſtem, 
az-+-by+cı+l=0 


- Mm — 


5.52, bie Gleichung ber gegebenen Ebene; ferner druͤcke 1 : n das gegebene Ver⸗ 
haͤltniß aus. Die Entfernung eines Punktes xyz vom Anfangspunfte der 
Coordinaten ift, nach $.2, Vz’+-y?+-x”, und diejenige von der gegebenen 


Ebene, zufolge $.11 (8.4, ZHIIFEFT, Daher ift, der Bebin- 


| Va?+-b?’+-c? 
gung der Aufgabe gemäß, on 
az +by+cx+1 
Va? +b?+c? 
oder, wenn wir quabriren und den Nenner fortichaffen; 
nꝰ (aꝰ ++) Hy? +?) = (aarbyrex+1)?, () 
oder auch 
Inꝰ(aꝰ +-b? -+c?)—a?]z? +[n?(a?-+b? +c?)—b?]y? +-[n?(a? +b? +’)? x? 
— 2abyz — 2aciz — 2bexy — 2a2 —2by —2cx—1 | 
bie Gleichung des gefuchten Ortes, welcher demnach eine. Fläche des zweiten 
Grades if. | | 
Nehmen wir die Coordinatenachfen fo an, daß die Ebene der xy der 
gegebenen Ebene parallel, und diefe Ietere Daher durch Die Gleichung 


ny’+y’+r?’ = ' 


-0 () 


z+qgq=0 
ausgedrückt ift; fo finden mir fat der Gleichungen (1) oder (2), 
HH) =e2rg)" | (3) 
oder . . u 
—-Y?+-N(PHr)—-2z-?=0. (4) 


Die Fläche ift alfo, wie wir jegt erkennen, eine Notationgfläche, deren Achſe 
mit der jegigen Achſe der z coincidirt, und zwar, je nachdem n<1,n>1 
oder n= 1, ein eliptifches Hpperboloid, ein verlängerted Sphaͤroid oder 
ein elliptifcheg Paraboloid. Der Anfangspunkt der Coordinaten ift ein 
Brennpunkt der Meridiancurve der Fläche, und dieſer Punkt heißt Brenn: 
punft der Rotationsfläche. 

Das Notationsparaboloid hat nur dieſen einen Brennpunkt; hingegen 
Baben das elliptifche Rotationshyperboloid und das verlängerte Sphäroid 
zwei Brennpunfte, welche in gleichen Entfernungen vom Mittelpunfte diefer 
Slächen liegen. — Es leuchtet von felbft ein, daß bei dem elliptifchen No: 
tationshyperboloide die Differenz, und bei dem verlängerten Sphäroide die 
Summe ber beiden Leitfirahlen, melche von den beiden Brennpunkten nach 
einem Punkte der Fläche gegogen werden, eine conftante Größe, und zwar 
der Hauptachfe oder der größeren Achſe der Meridiancurve gleich ſey. 


— BB — 


Wen qg=0 und n < 1, wenn alfo der gegebene Punkt in ber 6. 52. 
gegebenen Ebene liegt, reducirt fich die Gleichung (4) auf 
n’(y?+x°) = (l—n?)2’ | 
und der in Rede ftehende Ort ift alsdann ein Rotationskegel 
Alle dieſe Reſultate haͤtten leicht vorhergeſehen werden koͤnnen. 
Fuͤhren wir in die Gleichung (3) den Radius vector u = Vz’+-y’+x’ 


ein, fo kommt 

nu=>=>(z-+4g) N (5) . 
eine Gleichung, die wir unmittelbar aus der Bedingung ber Aufgabe hätten 
aufftellen Eönnen, und welche befonders deshalb bemerkenswerth ift, weil fie 
den Radius vector eines verlängerten Sphäroids, eines eliptifchen Rota⸗ 
tionshyperboloids ober eines Notationsparaboloids als eine lineare Function 
der Abfciffe z darftellt. 


Aufgabe [74]. Ein Punkte und eine Berade find gegeben; es fol 
der Ort desjenigen Punktes gefunden werden, deffen Entfernungen von 
m Dunfte und von diefer Geraden in einem gegebenen Verbältniffe 

eben. 

Wir nehmen den gegebenen Punkt zum Anfangspunkte rechtwinkliger 
Coordinaten, und es ſeyen, in Beziehung auf ein ſolches Coordinatenſyſtem, 
X—a) =alz—y) ; cy—P) = biz—y) 
bie Gleichungen der gegebenen Geraden. Wir finden nun aus der Bedin⸗ 

‚gung ber Aufgabe, und zufolge des $.2 und $.9, | 

_ Vla@z)I- GC)’ Hb@)-eG-NP+ LEHE) 
Va’+-b?-+-c? 

oder, wenn wir rational machen, | - 

n?(a?tb?+c?)(z?}y?}2?) = [a(z-7)— c(x-«)P +[b(z-7) — ceG-MP+[ay-P) — b(x-o)}? 

als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher demnach eine Släche zweiten 

Grades ift. 

Nehmen wir die, durch den Anfangspunft gehende und der gegebenen 
Geraden parallele Linie zur Uchfe der. x, und laſſen die Achfe der z jene 
gegebene Gerade fchneiden, fo daß alfo die Gleichungen biefer Geraden 

24450;3; 520 
ſind; ſo finden wir ſtatt der erhaltenen Gleichung, oder aus dieſer, indem 
wir darin b ——O, «a=ß=0 und »— — q ſetzen, 
Hr)’ ——— 


nYz’+y’+x? 


_ 26 — 


6.53. oder, was daſſelbe iſt, 
(nꝰ — —E — ————— —— —0. (6) 
Verlegen wir den Anfangspunkt der Coordinaten nad) Beer Punkte 
der Achfe der z, deſſen Abfeiffe M * ĩ iſt, indem wir z+ = für z fegs 
zen, fo verwandelt fich bie letzte —* in 
| (n? —1)(z?-+ y?) + n’x’? - =0. | (7) 
Der gefuchte Dre if alfo, im Allgemeinen, eine Notationsfläche zweiten 
Grades, deren Achfe der gegebenen Geraden parallel ift, und welche von dem 
‚, alfo von ber gegebenen Geraden 





gegebenen Punkte die Entfernung * 
2 
durch die Gleichungen 





(n? — 1)?(z? +y?) — n?g? 

(1ꝰ - 12 nꝰ - )x? = n?g? 

(n? — 1)?y? + n?(n? —1)x? = n?q? 
ausgedrückt; und dieſe Fläche ift daher wenn n < 1 ein hyperboliſches 
Kpperboloid, und wenn n > 1 ein Sphäroid und zwar ein abgeplatteteg, 
da alsdann (n?— 1)? < n’(n?—T) und die Achfe der x die Rotations⸗ 
achfe if. — Wenn aber n = 1 ift, fann die zulegt angegebene Trangfor- 
mation nicht vollgogen werden; die Gleichung (6) reducirt fi ich dann von 
ſelbſt uf 

n’x? = 202 +q° (8) 

und drückt Eeine Rotationsflaͤche fondern einen parabolifchen Eylinder aus. 


Aufgabe [75]. Es find zwei, nicht in einer Ebene liegende Be 
rade gegeben; man foll den Ort desjenigen Punktes finden, deſſen Ent 
fernungen von diefen beiden Beraden in einem gegebenen Verhaͤltniſſe 
fteben. 

Wir nehmen diejenige Gerade, welche die beiden gegebenen rechtwinklig 
fchneidet, zur Achſe der z, den Halbirungspunft der Entfernung jener Linien 
nehmen wir zum Anfangspunfte, durch welchen wir zwei Gerade ben gege- 
benen parallel ziehen; wir Balbiren durch zwei neue Gerade die Winkel die 
fer eben gezogenen; diefe beiden neuen Geraden, welche offenbar ſowohl auf 
einander als auf der Achfe der z fenkrecht fiehen, nehmen wir zu Achſen der x 


1 — 
und der y. In Beziehung auf diefes Coordinatenſyſtem find bie beiden 6. 52. 
gegebenen Geraden durch die Gleichungsſyſteme 
j | z= q ; ..0say—sinax = 0 | 
J z=—g ; 00say-+sinox = 0 | 
barzuftelen, und dann haben wir für bie Perpenbifel, welche von einem 
Punkte xyz auf diefe Geraden gefällt werben, zufolge $.9, die Ausdrücke 
Vloos?a(z — 0)? + sin’a(z — 9)’ + (cosay — sinax)?\ f 
Vlcos?a(z + 9)? + sin’a(Z-+ 9)? + (cosay + sinax)?) , | 
Daher erhalten wir, wenn 1: n dag gegebene Verhältniß ift, in Solge d der 
Bedingung der Aufgabe, 
n?(z — q)? + n?(cosay — sinax)? = (Z + )°-+ (008ay -+ sinax)% 
oder, was baflelbe ift, um 1x 
2’+-c0s’ay?’+-sin’ax’+-2 a cosasnexy-+- 27 * — =0 O 
als Gleichung des geſuchten Ortes. Dieſer Ort if alfo, wenn n z1, ein 
hyperboliſches Hpperboloid. Wenn aber n = 1 if, reducirt ſich die Glei⸗ 
chung (9) von ſelbſt auf | 
cosasne sy z=0, (10) 
und der gefuchte Dre ift alsdann ein gleichfeitig=byperbolifches Paraboloid; 


denn wenn wig die rechten Winkel, welche die Achfe der y mit der Achfe der x 
bildet, durch zwei Gerade halbiren, dieſe Linien zu neuen Coorbdinatenach- 
fen nehmen, alfo Yilx-+-y). und. Va &-y) reſpective für y und x 
fegen, fo vertwandelt fich die Gleichung (100 in 


a — ——. 
7 _x{’ sin 2x 2; . (11) 


. eine Öleichung, welche mit der Gleichung wi im $.48 diefelbe Form hat. 
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Aufgabe [76]. Es iſt eine Anzahl Ebenen gegeben. ine gerade 
Sinie bewegt fich einer gegebenen Richtung parallel, und auf derfelben 
bewegt ficb ein Punft P fo, daß die Summe der Quadrate feiner Ent: 
fernungen von den Durdhfchnittspunften der Geraden und der gegebes 
nen Ebenen eine gegebene conftante Größe q? fey. Es fol der Ort des 
Punftes P gefunden werden. 


5. 88. Mir nehmen die Achſe der z ber gegebenen Richtung parallel und bie 

Coordinaten rechtwinklig: Die Gleichungen ber gegebenen Ebenen feyen 

Z=mMy+DX+p ; Z=mMy+LÄ+P ; 

= MytD&ä+p ; 2 P. 

Da bie fich bewegende Gerade der Achfe der z parallel ift, fo haben ihre 
Durchfchnittöpuntte mit den gegebenen Ebenen diefelben Abfeiffien x und y 
als der auf dieſer Geraden befindliche Punkt P. Bezeichnen wir die Ordi⸗ 
naten des. Punktes P, und der eben genannten Durchfchnittspunfte reſpec⸗ 
tive. durch Z, Zu, Zar Zsr Zu, fo ift die gegebene Summe der Duadrate' 
der genannten Entfernungen 

= Z- zz” + Z—- zZ’ +Zz—- 2” +22). 
Es ift aber auch, in Solge der Gleichungen der gegebenen Ebenen, 

z1 =my+nX+p ; 2 = MytmlX+tp ; 

28 =MytHDuX+p ; 4=My+HnÄ+tPp; 
und wenn wir biefe Ausdrüde in die ‚vorige Gleichung fubflituiren und, 
der Kürze wegen, 

2 +m’+m’ +? = A; nenn? =B; Pippi Hp =K 
m HM Hm Hm, =C 3; nn 404 +, =—D; m +m,+m,+m, = —E 
PıtPstPs*Pp« =—F; m,pıtmapstmspstm,p, = G ; nıpıt+nzPstnspstn,pı = H 

feßen, fo ergiebt fich 
42+Ay?+Bx?++2Cxy+2Dxz+2Eyz+2Fz-+2Gy+2Hx+K-q’ = 0 ° 
als Gleichung des gefuchten Ortes, welcher demnach eine Flaͤche vom zwei⸗ 
ten Grade iſt. 
Obgleich wir nur vier gegebene Ebenen in der Rechnung angenommen 
haben, ſo iſt doch leicht zu uͤberſehen, daß die Form des Reſultats fuͤr eine 
groͤßere Anzahl gegebener Ebenen dieſelbe iſt. 


Aufgabe [77]. Eine gerade Kinie bewegt ſich dergeſtalt, daß drei 
gegebene Punkte derfelben, die wir durch A, B, C bezeichnen, refpective 
auf drei gegebenen, fich in einem Punkte fchneidenden Ebenen bleiben. 

Es ſoll der Ort eines vierten gegebenen Punktes P derfelben Beraden 
gefunden werden. 


Es feyen die conftanten Entfernungen AP, BP, CP refpective gleich 
a, b, c. Wir nehmen die drei gegebenen Ebenen zu Coordinatenebenen, 
bezeichnen bie veränbderlichen Coordinaten des Punktes P durch x, Y, 2 
und bie laufenden Coordinaten der beweglichen geraden Linie dutch t, u, v. 


— 9 — 


Diefe Gerade kann alsdann durch die Gleichungen 
t-xemw-2) ; u-y-not-D) 
ausgebrüct werden, aus welchen 0 
n(t—x) = m(u—y) 


| folgt. Ar nun für den Durchfchnittgpunft dieſer felbigen Geraden 


mit der Ebene drxy ,  t=xı ; U=y ; v=-0, 
mit der Ebene dr zz , t=x ; u=0 ; veZ, 
mit der Ebene der zz ,‚, t=0 ; u=yn; V— 28 
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fo haben wir, da die Coorbinaten diefer Durchſchnittspunkte die Gleichun⸗ 


gen der Geraden befriedigen müffen, 


3 


— m "n 

y-X=—-MM ;, x —x — — ; Y-y= mn: 3 
1 

V — Y = —1Z , ZZ = 17 > Zr = —-m* 


Ferner ift, zufolge der Bedingung der Aufgabe, 


DH(Yı-YHR-X)?-2z(yı-y)eos-22(x-K)eoss+2yı-YIRı-R)eos2= aR, 


(2,-Z)’>+y?+ (X,-X)?-2(Z)-Z)yc0sX + 2(Z,-Z)(X2-X)e0sy-2y(x,-x)cosz = b?; 
(Zs-2)’+(ys-Y)’+R’+ 2(23-Z)(ys-Y)cost-2(Z3-2)3008y-2(ys-Y)xcos2 = c’; 


und feßen wir in diefe Gleichungen die Ausdrücke für bie Coordinatendiffe: 
renzen, welche wir fo eben gefunden haben, fo kommt 


|1-+-n? +m? + Zucosx + Ameosy + 2mncosä| 2’ = a, 
11+n +m? + moosk + 2moos$ + 2mneosi|T; — b? 
14 — m? + 2ncoss + Zoos + Zmncoei] >; = c? 


Dividiren wir die erfte Gleichung nad) einander durch bie zweite und die 
dritte, ſo erhalten wir 





* a? 3 J a?xẽ 
n = b?z? 5) m * cz ' 
daraus ferner 
nV m % 
bz ’ . ez ! 


zwei Ausdrücke, welche mit denjenigen Zeichen zu nehmen find, Die ben 
Quotienten a: b und a : c zukommen. Geben wir dieſe Werthe von n 
und m in irgend eine ber sufese gefundenen drei Gleichungen, fo kommt 
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$. 63 (@ 2) + (F)+ OS ERE EHE LEER (1) 


als Gleichung bes gefuchten Ortes, welcher folglich ein Ellipſoid iſt, deſſen 
Mittelpunkt in dem Durchſchnittspunkte der drei gegebenen Ebenen liegt. 
Wenn dieſe Ebenen ſenkrecht auf einander ſind, ſo geht die gefundene Glei⸗ 
chung, indem ſie ſich nun auch auf rechtwinklige Coordinaten bezieht, in 


22 2 x? 


über; und alsdann find die Durchfchnitte jener Ebenen Die Achſen des EL 
lipfoids, deren Länge gleich 2a, 2b und Ze if. — Wenn außerdem ber 
Punkt P fo auf der beweglichen Geraden liegt, daß er die Entfernung BC 
-halbirt und daher c—= —b, alſo ® = b? if, fo reducirt fich Die lebte 
Sleihung auf 


a 20 y2 . 
athtm=lı (8) 
und der in Rede ftehende Ort iſt dann ein Notationgellipfoid. 


Aug der edſung dieſer Aufgabe ergiebt ſich unmittelbar die Loͤſung der 
folgenden | 


Aufgabe [78]. Eine gerade Linie bewegt fich dergeflalt, daß ein 
gegebener Punft A derfelben auf einer feſten Ebene e, und ein zweiter 
gegebener Punkt B diefer Geraden auf einer feſten Geraden d, welde 
die Ebene e ſchneidet, bleibt. Es foll der d'rt eines gegebenen dritten 
Punttes P jener beweglichen Geraden gefunden werden. 


Nehmen wir die gegebene Ebene e und zwei beliebige Ebenen, die fi 
in der gegebenen. Geraden d fchneiden, gu Coorbdinatenebenen, fo bleiben bie 
Punkte A und B fortwährend, wie in der vorigen Aufgabe, auf den Coor⸗ 
dinafenebenen, und es find die, in der vorigen Aufgabe mit B und C be 
geichneten Punkte in einem eingigen Punkte B vereinigt, fo bag BP = CP 
alfo b = c if. Aug der asus (1) erhalten wir demnach unmittelbar 


(2) + (7) + (&) + 2c0s2 7 + 2cosyr - 2+ 2000) — = =1(4) 


als die Gleichung des jet —8 Ortes, welcher demnach ebenfalls ein 
Ellipſoid iſt. — Steht die gegebene feſte Gerade d auf der Ebene e ſenkrecht, 
und nehmen wir bie beiden anderen Eoordinatenebenen rechtwinklig an, (0 
geht die Gleichung (4) in 
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2 2 oo. 
Erhtn=l 00700 
über, und der in Rede ſehe de Ort iſt derſelbe als der in der vorigen Auf⸗ 
gabe gefundene Ort (3). — Wenn ferner der Punkt P fo gegeben iſt, daß 
er die Entfernung. AB balbirt und demnach b=.—. if, fo PeApeirt fich 


bie Gleichung (5) auf . 
aa ee re (6) 


und der Ort des Halbirungspunftes P einer Geraden AB, von welcher ein 


Endpunft. A fich in einer Ebene, ber andere Endpunkt B fich in einer, auf 
biefer Ebene fenkrechten Geraden bewegt, ift demnach eine Kugelfläche. 


Aufgabe. [79]. Kine gerade Kinie bewegt ſich fo, daß zwei geges 
bene Punkte, A, B, derſelben auf zwei feſten Geraden bleiben. Es ſoll 
der Ort eines gegebenen dritten Punftes P jener. Geraden gefunden 
werden. 


Wir nehmen diejenige gerabe einie, welche die beiden feſten Geraden 
rechtwinklig ſchneidet, zur Achſe der z. Heißen nun die Durchſchnittspunkte 
dieſer feſten Geraden mit der Achſe der 2 reſpective a und. B’,.fo nehmen 
wir denjenigen Punkt P’ diefer Achfe, für welchen AP: BP = AP’: BP 
ift, zum Anfangspunfte der ECoordinaten, und diejenigen beiden Geraden, 
welche durch diefen Anfangspunkt den gegebenen feften Geraden parallel 
laufen, zu Achfen der x und der y. Sind die conſtanten Entfernungen 
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AP=a, BP=b und dag Verhältnig von AB: AB duch 1:4 


ausgedrückt, fo ift A’P’ = Aa und BP’ = Ab, und die Gleichungsſyſteme 
ber beiden feften Geraden find daher, wenn wir ihre laufenden Eoorbinaten 


w durch t, u, v bezeichnen, 


| vo—jÖia 5; t=0 | / 
ve—)b ; u=0 | 
Nennen wir die Coordinaten des Punktes P, in Beziehung auf das ange: 


gebene Coordinatenſyſtem, x, y, 2, und bie Gleichungen der beweglichen 
Geraden, deren laufende Eoordinaten wir ebenfalls durch t, u, v bezeichnen, 


| t—x = m(v—z) 3 u-y= n(v —z) 1 
fo saßen mir, wenn X,yıZ, und X,y32, Die Durchſchnittspunkte der beweg⸗ 
lichen geraden Linie mit den beiden feſten Geraden. find, 
z, m a; =0;x—x=m(2—2) ; Yyı-y = n(zı—2) ; (7) 
z wlb; y=0; x = m(2—2) ; yı-y.= na—2). 
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Wir haben aber ferner, indem AP = — à, BP=b, ox=0, 
cosy = 0 ifl, 
 G- 2) H-NrR-D+2E,—yı—Y)eoosi=a |, 
(3-2 +y- Nr —-X’+2(ı,—x)(y—y)osz=b: , 


oder, wenn wir für (&— x), (Yı—Y)ı &3—%), (Ya—Y) die, in Folge 


ber vorigen Gleichungen, ihnen gleichen Ausdruͤcke fegen, 
AZ 1-+Hm? Hm? + 2mncoil = a | & 
(z, — z)|1 + n? + m? + 2mnoos?| = b? , 
woraus fih b(z, —z) = az — 2); und dba bz, = —Aab und aud) 
a2, = — Aab, wie vorher gefunden wurde, endlich 
2 20 
ergiebt. Hieraus folgt, daß der Punkt P in der Ebene der xy liegt. Die 
Gleichungen (7) geben ung, wenn wir darin z = O ſetzen, 
zz =—ka ; x=mla ; 22 m—lAb ; y nab; 
und wenn wir vermitteiſt dieſer Gleichungen m, n und z, aus der erſten, 
oder m n und z, aus der zweiten Öleichung (8) elimmiren, fo erhalten wir 
a?y? + 2abxy-bꝰxꝰ = a’b(1—22) . (9) 


Der gefuchte Ort ift demnach, wenn 1 > 2, d.i. wenn bie. Entfernung AB 


größer ift als die Entfernung ber beiden feiten Geraden, eine in ber Ebene 
ber xy liegende Elipfe. Wenn 1 < 2, d.i. wenn bie zuerſt genannte Ent⸗ 
fernung die Eleinere ift, fo ift die Eurve (9) imaglnair. (Vergl. J. $.33. 
Aufg. 55). 


$. 54. 
Aufgabe [80]. Von einem Punkte P find Perpendikel auf die 
Seitenebenen eines gegebenen Tetraeders gefällt. Das Verbältniß des 
Rechtecks unter zwei diefer Perpendikel zu dem Rechtecke unter den bei; 
den übrigen ift gegeben. Es fol der Ort des Punktes P gefunden 
werden, \ 


Es feyen | 
c0syZ-+cosßy-ressaxt+k = 0 ; c0syz+cosf'y+coscdx-+k = 0 
cosy"z+-cosd"y-+-cose’z+k” = % ; cosy"z+4-c0sß"y+cose”x-+-k" = 0 
die gegebenen Gleichungen der Seitenebenen bes Zetraederd in Beziehung 
auf ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem, und ed ſey 1: n das gegebene 


Verhaͤltniß. Bezeichnen wir die Coordinaten des Punktes P burch x’, Y, Zi 
und 
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und die: Meiultate der Subſtitution von X,Y, z’ in ben gegebenen Glei⸗ g. 54. 
chungen reſpective durch A — O, A’ =:0, A’ = O, A” = 0, fo find bie 
Längen ber genannten Perpendikel refpective gleich A, A, AM, Am Zufolge 
der Aufgabe fol nun 

A: A Sn: "Ar. A 


ſeyn, daber-ift, wenn wir die jetzt nicht mehr mörhigen ent von x, —* 
weglaſſen, 

(osy2z4 — + C050xX + Wlenyz +c0sß’y + cos a'X + ey 

= n(cosy"z + cosß"y + cosa”x +K )(cos y"z + cosß"”"y-+ cos «”x-+k””) 
bie Gleichung des gefischten Ortes. Diefer Det iſt demnach eine Släche des 
zweiten Grades, welche, wie wir fehen, die Durchfehnitte der erften und 
dritten, der erften und vierten, der zweiten und dritten, und Der zweiten und 
vierten Seitenebene des Tetraeders entbält, woraus zugleich folgt, daß j ie 
eine geradlinige Fläche ift. j | : 


Aufgabe [81]. Von einem Punfte P find Perpendikel auf die ſechs 
Seitenebenen eines Parallelepipeds gefaͤllt. Das Product der drei Per: 
penditel, welche auf drei beſtimmte, in einer. Ede sufammentreffende 
GSeitenebenen gefällt find, ift dem Producte der- übrigen gleich; es foll 
der Ort des Punftes P gefunden werden. 

Es fen der Mittelpunkt des parallelepipebs: der. Anfangspantt recht: . 
winkliger Eoordinaten, und es ſeyen 
cosyZztcosdytcosaxtk=0 ; cosy+cosß'yHoosa‘ x4k 0; ; cosy" Ztcosß" Yıcosa’z+k’"=0 ' 
die Gleichungen von drei ! in einer, Ecke sufammentreffenden Seitenebenen, 

Daher ferner 
cosyz+cosßy+teosax-k=0 ; cosy'ztcosß'y+cos« 0; ; c0sy tooß yta’sk"=0 
die Gleichungen ber drei übrigen Seitenebenen. Aus der Bedingung der 
Aufgabe erhalten wir, auf ähnliche Weife, wie in der vorigen Aufgabe, 

(cosyZ+cos Py+cosaxtk)(cosy'z+cosß'y +cosc‘ x+k)(cosy" Z+tcosß"y+cosa”’z+k) = 
| (cosyz+cosßy+cosax-k)(cosy 'z+oosß'y+cose’x-k)(cosy"z+cosß"y+cosa"x-k) 

oder, wenn wir die Parenthefen aufheben, | 

k”(cosyZ + cosßy -Hcosax)(cosy'z + cosf'y + eos x) 

K (coſsyz + cosßy-Hrecosax)(cosy"z-r-vosß"y-Mmcosa”z) . 
+k (cosy’z + cosß'y 4008 @ XcosV + cosf"y Heose’x) + kei’ = 0 
als die Gleichung des gefuchten Ortes. 

Nehmen wir, fast rechtwinkliger Coordinatemebenen, Diejenigen. Ebenen, 
melche durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds den Geitenebenen parallel 

II. 18 | 
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& 54. laufen, zu Eoordinatenebenen au, fo find drei in einer Ecke Iufamutientreffenbe 


Seitenebenen refpective Durch die Gleichungen 
za; y-b ; x=c, 
und die ihnen gegenüber liegenden durch die Gleichungen 
=—-a,; y=—b; = —-c 
auögubräcen, Die Geraden, welche von einem Punkte x’y’z mit ben Coor⸗ 
Binatenachfen parallel nach den erſt genannten Seitenebenen geführt werden, 
find refpective gleich 
z—a ; y-b ; X—c, 
und ihre Berlängerungen, von dem Punkte x’y’z an, bis zu den gegendber 
liegenden Ebenen 
Z-+a ; y+b ; X+rc. 
Die ſechs Perpendifel find daher gleich 
Md—a):; uy—b) ; v@—co) | 
| Kd+a) ; uyrb) 5; var) , 
wo A, u, v gewiſſe conftante Coefficienten bedeuten, deren Werthe wir nicht 
zu beftimmen brauchen werden. Der Bedingung der Aufgabe gemäß finden 
wir nun durch Multiplication der zulege angegebenen Ausdrücke, und wenn 


wir die, jegt nicht mehr nöthigen Accente twegläflen, 


(z+a)(y+b)(x+c) = (@-aly—bix—e) , a 


J und, wenn wir die Parentheſen aufheben, 


ey + bxz -axy 4 abe = 0 (2) 

oder auch 
| 2, x*X2 xy ” | 
ats at +i= ue Ä @) 


als Gleichung des gefuchten Ortes. Diefer Ort ift demnach ein hyperbo⸗ 
liſches Hyperboloid ($. 43. G. 31 und 32), deſſen Mittelpunkt im Mittel⸗ 
punkte des Parallepipeds liegt. 

Bezeichnen wir den Eckpunkt des Parallelepipebs, 

für welche z — —, , x=-+c durch , 

für wilden z=a ,„ ye+rb , x— — c budB |, 

für welhen za, y=—b ,x=-c $udhC ,, 

für wilden z=a ,„ y=—b ,‚„xw=-+e dbuhD , 


und die, dieſen Eckpunkten diametral entgegengeſetzten reſpeotive durch A’, 
B, C,D’; fo iſt das Sleichungsſyſtem = 
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der Kante BC | — +32 ; X =—cC 
der Kante CD | ze+a ; ya —b 
dee Kane DB | y--b ; x=+c 


— 


der Kante B’C | iI=-a; x=+c ’ 
der Kante C’D’ | z=—-a,;, y=-+b j 
der Kante D’B | y-+b ; x=-—c | 


Es wird aber die Gleichung (1), folglich auch die Gleichung (2) und (3) 
durch jedes ber genannten Gleichungsfyfteme befriedigt, folglich liegt jede 
der genannten ſechs Ranten, und fomit aud) das ſchiefe Sechseck BCDB’CD’B 
auf dem hyperboliſchen Hyperboloide (3). Die uͤbrigen ſechs Kanten und 
auch die beiden Eckpunkte A, A” bes Parallelepipeds liegen nicht auf ber 
Flaͤche (3). 

Die Gleichungen derjenigen geraden Linie, welche die, nicht auf dem 


x zZ, 
en a’b- a 

Suchen wir die Gleichung der Diametralebene, wachte dieſem Durchneſtr 
AA’ conjugirt iſt, fo finden wir, nach $. 44, 


Hits 0 N 


und es zeigt ſich nun leicht, daß dieſe Diametralebene die fee. Seiten des 
vorhergenaunten ſchiefen Sechsecks halbirt. 

Die Gleichung des Hyperboloids (3) bekommt eine andere Geſtalt, 
wenn wir andere Coordinatenachſen annehmen. Wählen wir die Diagona⸗ 
len des Vierecks, in welchem die bisherige Ebene der xy das Parallelepiped 
ſchneidet, und das wir mit XY bezeichnen wollen, zur Achſe der x und der 
y, und diejenige Diagonale des Parallelepipeds, welche Die: beiden Eckpunkte 
O, ©. verbindet, in denen fich die der Ebene der xy parallelen Seiten. des 
Sechsecks fchneiden, zur Achſe der z; bezeichnen wir jene Diagonalen des 
Vierecks durch 20, 20, und die Diagonale GC des Paralkiepipebe durch 2 
ſo finden wir leicht als Gleichung J 

der Ebene ABCD 2 — m o ’ 


der Ebene ACBD ar =0, 


apnerholoib liegenden Ecpunlte ‚A, A’ verbindet, find 


der Ebene ABDC IH + 1-0 ‚ 
| Er Zu Tee 
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ber Ebene ABCD z+y=0, 


der Ebme ACBD 7-7" 1-0 , 
rß « 
der Ebene ABDC A - 0 


Und nun erhalten wir ald Gleichung der gefuchten Flaͤche, auf dieſelbe 
Weiſe wie vorher, 


EYC-F-m)E-Ir3H) 
-(;+ AA )G- u 


oder, wenn wir bie Parenthefen aufheben, 

z’ y? x? 

Pete -1 
Mir fehen hieraus, bag die Diagonalen des vorher genannten Vierecks und 
die Diagonale CC’ des Parallelepipeds drei conjugirte Durchmeffer find. 
Da wir nun aber auch die Diagonalen des Vierecks XZ, in welchem bie früs 
here Ebene der x2 das Parallelepiped fchneidet, und die Diagonale DD’ des 
Parallelepipedg, ferner die Diagonale des, durch die frühere Ebene der zz 
in dem Parallelepipeb gebildeten Vierecks YZ und die Diagonale BB’ bie: 
fe8 Körpers zu Coordinatenachfen hätten nehmen fünnen, und dann ‚offenbar 
zu ähnlichen Refultaten gefommen wären; fo folgt, daß die Diagonalen des 
Vierecks XY und die Gerade CC’, dann die Diagonalen des Vieredd XZ 
und die Gerade DD’, ferner die Diagonalen des Vierecks YZ und bie Ge 
rade BB’ drei Syſteme conjugirter. Durchmefler des Hyperboloids (3) find. 

Es ergiebt fih uns nun zugleich Folgendes: Nehmen wir in einem 


hyperboliſchen Hpperboloide irgend brei conjugirte Durchmeſſer und legen 


durch die auf dem Hyperboloide befindlichen Endpunfte eines berfelben zwei 
Ebenen der Ebene der Beiden anderen Durchmefier parallel, fo fchneiden fie 
das Hyperboloid (indem fie es zugleich berühren) in zwei mal zwei Graben, 
welche refpective einander parallel find; nun koͤnnen wir durch jeden dex, 
ebenfalls auf dem Hyperboloide befindlichen, Endpunkte des zweiten Durch 
mefierd eine gerade Linie ziehen, welche gänzlich auf ber Fläche liegt und 
zwei von den vorhergenannten vier Geraden trifft. Sämmtliche ſechs Ge 
raden bilden ein, auf dem Hpperboloide befindliches fchiefeg Sechgeck, deffen 
gegenüberliegende Seiten parallel find. Die Ebenen, melche von je zwei 


an einander liegenden Seiten dieſes Sechsecks beſtimmt ſind, begrenzen ein 
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Parallelepiped, von welchem ſechs Eckpunkte, naͤmlich die Eden die Sub: 8 
ecks, auf dem Hpperbgloide, die übrigen zwei Eckpunkte A, A’ nicht auf 
auf dem Hpperboloide liegen. Dieſes Parallelepiped, dag mir durch AA’ 
bezeichnen wollen, bat die Eigenfchaft, daß das Product der drei Perpenbifel, 
welche von irgend einem Punfte des Hpperboloid8 auf die im Punkte A 
sufammentreffenden Geitenebenen herabgelaffen werden, dem Producte der 
drei Perpendikel, welche von demfelben Punkte auf die im Punkte A’ zu: 
fammentreffenden GSeitenebenen gefällt werden, gleich if. — Berbinden wir 
die Endpunfte der vorher. genannten drei conjugirten . Durchmefier durch 
zwoͤlf gerade Linien, fo find diefe Die Kanten eines Octaeders, welches. offen: 
bar dem dritten Theile deg Parallelepipeds AA’, und dem fechften Theile des 
unter jenen, brei conjugirten Durchmeffern. enthaltenen Parallelepipeds gleich 
if. Da nun dag legtere conftant, und dem rechtwinkligen, unter den Ach: 
fen des Hyperboloids enthaltenen Parallelepiped gleich iſt ($. 46. Lehrſ. 18), 
: fo folgte: Welches auch die zuerft angenommenen conjugirten Durchmeſſer 
feyn mögen; der Inhalt des Paralkelepipeds AA? ift conſtant und der Hälfte 
des unter den Achſen des Hyperboloids ‚enthaltenen, rechtwintligen Parallel 
epipeds gleich: 

. Aufgabe [82] Es find wei fefte gerade Linien ‚gegeben, von wel 
chen nicht zwei in einer Ebene liegen, eine vierte Gerade bewegt fi fich 
fo, daß fie fortwährend die drei gegebenen ſchneidet. Es foll die ‚von 
der beweglichen Bersden erzeugte Flaͤche gefunden werden. 

Wir legen durch eine jede der drei feſten Geraden zwei Ebenen bezuͤg⸗ 
lich den beiden anderen Geraden parallel. Dieſe ſechs Ebenen begrenzen ein 
Parallelepiped, durch deſſen Mittelpunkt wir drei Ebenen feinen Seitenebenen 
parallel legen. Dieſe drei Ebenen nehmen wir zu Coordinatenebenen, und 
alsdann find die drei- gegebenen Geraden durch drei Gleichungeſpfteme ı von 
folgender Form 
Z=-+a . 2 2 — a 
x —c | ? y=+b. 


ausgedruͤckt. Sollen nun 
| x=ez+y ; y-pa+d | 
bie Gleichungen ber beweglichen Geraden ſeyn, fo muͤſſen die Coefficienten in’ 


diefen Gleichungen, da diefe Gerade eine jebe der drei gegebenen fchneiden fol, 
zufolge des $. 8. (Aufg. 13), folgende Bedingungsgleichungen befriedigen: 


c+reaa+7=0 ;, b+rfa+rd=0 ; (bFrI)a rl) = 0 


’ 


y-=-b) 
= 0 
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5 54. Siminiren wir zwiſchen den leuten fünf Gteichungen bie vier Groͤßen x, 9, 
y und d, fo erhalten wir biefelbe Gleichung wie M der vorigen Aufgabe, 
naͤmlich 

ey 4 bxz + axy 4 abe =0 , 0 
ober, was daſſelbe iſt, 
30 6) 
als Gleichung ber erzeugten Flaͤche, welche demnach ein hyperboliſches Hy⸗ 

perboloid iſt, auf dem ſich die drei gegebenen Geraden befinden. 

Haͤtten wir diejenigen drei Geraden, deren Gleichungen 

z=-a), z=+3), (| y=-+b 

27213 JJ 1 Ir | 
‚find, und welche ebenfalls Kanten des erwähnten Parallelepipeds bilden, als 
bie drei feften Geraden angenommen, fo würden wir daffelbe Hyperboloid 
(3) gefunden haben, ‚weil die Gleichung (3) ſich durch Veraͤnderung der 
Vorzeichen von a, b,.c nicht Andert. Hieraus folgt, daß ein und daſſelbe 
hyperboliſche Hyperboloid auf zweierlei Weiſe durch eine Gerade etzengt 
werden kann. 

Wir koͤnnen alſo ein hyperboliſches Hyperboloid als ein Sofem von 
geraden Linien anfehen, und zwar auf doppelte Weiſe, je nachdem wir bie: 
fen Geraden die Lage, welche. ber einen ober der andern Erzeugungsart ent: 
fpricht, geben. Es iſt leicht einzufehen, daß jede Gerade des einen Syſtems 
Feine andere Gerade deffelben Syſtems, wohl aber alle Geraden des andern 
Syſtems ſchneidet, und umgekehrt; ferner, daß von den beiden Geraden, 
welche durch jeden Punkt des Hyperboloids auf diefer Flaͤche gezogen wer⸗ 
den Fönnen, die eine zu dem einen und bie andere zu dem andern Syſteme 
gehört: Wir bemerken noch, daß diejenigen beiben parallelen Geraden, in 
welchen jede den Aſymptotenkegel berührende Ebene das hyperboliſche Hy⸗ 
perboloid fchneidet ($. 47. Aufg. 66), ebenfalls zu zwei verfchiebenen Syſte⸗ 

men gehören. Da dieſe beiden Geraden auch der Linie parallel find, in 

twelcher die genannte Ebene den Afpmptotenfegel berührt, und dieſe Linie 
mit den beiden Socallinien Winkel bildet, deren Summe und Differenz con- 
ſtant ift ($. 34), fo folgt: In einem byperbolifhen Hyperboloid 
bildet eine jede ergeugende Gerade mit ben beiden Socallinien 
Winkel, deren Summe und Differenz conftant ift. 





Aufgabe [83]. Es find zwei fefte, nicht in einer Ebene liegende 
gernde Kinien, und eine fie fchneidende Ebene gegeben. Kine Dritte 


, — 279 — 


Gerade bewegt ſech fo, daß fie fortwährend Die gegebenen Linien ſchneü 6. 54. 
det, und der gegebenen Ebene parallel bleibt. Es ſoll die von der ſich 
bewegenden Geraden erzeugte Flaͤche gefunden werden. 


Um ein Coordinatenſyſtem zu erhalten, gegen welches die gegebenen 
Stuͤcke eine ſymmetriſche Lage haben, verbinden mir die Punkte, in welchen 
bie gegebenen Geraden. bie gegebene Ebene. fchneiden, durch eine gerade Linie. 
Diefe nehmen wir zur Achfe der x, und ihren Halbirungspunft A zum. An⸗ 
fangspunfte ber. Coordinaten. Wir ziehen durch den Punkt A. zwei Ge⸗ 
rade g, g” den gegebenen feſten Geraden parallel; dieſe beftimmen eine Ebene 
E, deren Durchfehnitt mit der gegebenen Ebene wir zur Achfe der z neh⸗ 
men. Nun ziehen wir .in der Ebene E irgend eine Gerade der Achfe der = 
parallel, welche die Geraben g’, g” in zwei Punkten p’,p” fehneiden wird; 
wir halbiren p’p” in B, und nehmen bie Berbindungslinie AB zur Achte 
der y. Die gegebene Ebene if fomit die Ebene der xz, und. die Ebene Ey 
welche den beiden feften, Geraden parallel ift, die Ebene der ya. Die Glei« 
chungen ber. beiden gegebenen feften Geraden, in Desiehung auf Diefes Cor 
ordinatenfoftem, haben die Formen 

x=cC x — —C 

y-1 y=-—ı 
und die Gleichungen einer, ber: — * Ebene, 8 i. der Ebene ber x⸗ par 
rauelen Geraden find durchh 


J 80 J Ss az+y | u: 
darzuſtellen. Soll dieſe Gerade die gegebenen ſchneiden, ſo haben wir, nach 
$.8. (Aufg. 13), die Bedingungsgleichungen 
ne = eö-r-ny ‚, coc= œòo — ny N 


V 


woraus 
vy=0 ; no — cò 
folgt, und eliminiren wir, vermittelſt dieſer letzten Gleichungen, ce, y und ö 
zwiſchen den angenommenen Gleichungen der erzengenden geraden ‚Linie, ſo 
kommt | 
zy =:nez Zu (4) 
ale Gleichung der geſuchten Flaͤche, welche ſomit ein hyperboliſches Para⸗ 
boloid iſt. 
Haͤtten wir diejenigen beiden Geraden, deren Gleichungen in Beziehung 
auf das angegebene Coorbinatenfpftem 
Ivze |), | rose 
x = nz ? xu-ı 


—* 
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654, find, als bie zu ſchneibenden feſten Linien, und bie Ebene E als diejenige 
angenommen, welcher bie erzeugende Serade parallel ſeyn ſoll, ſo wuͤrben 
deren Gleichungen 
x=0 ; y=as+ö | 

geweſen feyn, woraus fich denn biefelbe Gleichung (4) für bie erzeugte Fläche 
ergeben hätte, weil diefe Gleichung fich durch Wertaufchung von x und y 
nicht ändert. Hieraus folgt, daß ein und baflelbe buperbolifche Paraboloid 
auf zweierlei Weiſe durch eine Gerade erzeugt werden Fan. 

Wir koͤnnen alfo ein hyperboliſches Paraboloid als ein Syſtem von 
„geraden Linien anfehen, und zwar auf doppelte Weile, indem wir biefen 
Geraden bie Lage geben, welche ber einen oder welche ber andern Erzeus 
gungsart entfpricht. Es iſt Teiche einzufehen, daß jebe Gerabe des einen 
Spfiems Feine andere Gerade deffelben Syſtems, wohl aber afle Geraben 
des andern Syſtems ſchneidet, und umgekehrt; ferner, bag durch jeden Punkt 
des hyperboliſchen Paraboloids zwei auf dieſer Fläche liegende Gerade ges 
sogen werben Fönnen, von welchen bie eine zu dem einen und die andere 
zu dem anderen Syſteme gehört. 


$. 55. - 
Aufgabe [84]. Es find zwei nicht in einer Ebene liegende Gerade 
g, g, und auf jeder derfelben zwei fefte Punkte A, B und A’, B gegeben. 
Eine dritte Gerade | bewegt fich, indem fie fortwährend die Geraden g, 
g| fchneider, dergeftalt, daß, wenn C und C die Durchfchnittspunfte be: 


Zeichnen, immer —35 nr fey, wo n eine gegebene conftante Zahl bes 
deutet. Es foll die von der Beraden 1 erzeugte Släche gefunden werden. 
Wir verbinden A und A’ durch eine Gerade, welche wir in O halbi: 
“ren, ziehen durch O den Geraden g und g’ die Parallelen OG und OG’. Wir 
nehmen AA’ zur Achfe ber z, OG zur Achfe der x und OG’ zur Achfe der 
y. Die Längen von AA’, AB’ und AB bezeichnen wir .refpeckive durch 2a, 
b und c. . | 
Die Gleichungen der Geraden g, g’ find nun 


| z=e+a ;y=0 |, 

| 2 — —a ⸗ ; x=0 | ro | 
und, wenn wir die veränderlichen Längen von AC und A/C’ bezüglich durch 
x und y’ bezeichnen, fo, find 
bie Eoordinaten des Punttes | x= x ; y>0 ; z=+a}, 
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‚bie Eoordinaten bes Punktes C | x=0.4'y=- y ; z=oa I; 


ferner it BE = X — cum BC =  y 9 zuſolze der Bedingung der 
Aufgabe muß 





y nx” 
y—-b yZe 
"oder, was baffelbe ift, a | | 
y®—co)enf(y—b) 975) 


ſeyn. Die ergeugende Gerade aber ift, da fie die beiden Punkte C, C, deren 
Coordinaten wir angegeben daben, enthält, durch: die Gleichungen 





= 2 a+2) y-da-n) 
ausge, aus welchen wir 
2a858 _ By | 
rt, x zZ 3 ————— 6). 
erhalten. Setzen wir dieſe Ausbruͤcke in die Gleichung‘ (1) ‚ kommt 
2a(n - Yxy-+-nbxz + cyz-+acy-nabx = 0 (3) - 


als Gleichung ber erzeugten Flaͤche, welche demnach ein hpperholiſches Hy⸗ 
perboloid iſt. 

In dem beſonderen Falle, in welchem n = 1 iſt, reducirt fh die ge: 
fundene Gleichung (3) auf 

bez Hey Hray—abz=0 , (4) 

und dann ift bie erzeugte Flaͤche ein hyperboliſches Paraboloid, was ſich 
auch aus der Loͤſung der vorigen Aufgabe haͤtte herleiten laſſen. 

In jedem Falle enthaͤlt die erzeugte Stäche bie ı vier: Seiten des ſchiefen 
Vierecks AABB. 


Aufgabe [85]. Es finden diefelben Vorausfezungen ‘wie in der 
vorigen en Aufgabe Statt, nur. „bewege fih die Gerade 1 fo, daß X 
= n.ÄAC. 


Nehmen wir dag Coordinatenſyſtem wie in der vorigen Aufgabe an, 
ſo haben wir, ſtatt der Bedingungsgleichung (1), die Sleichung 


ya, . : ©: 
aug weicher wir, vermittelft der Gleichungen (2), Die Gleichung 
VY VAAYy - nax 0 - (6) 


der. enengeen guůche finden, welche. alfo ein hyperboliſches Paraboleid iſt. 
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Aufgabe [86]. Es finden diefelben Vorausſetzungen wie in der 
vorigen en Aufgabe Statt, nur bewege fidh die Gerade I fo, daß das Pros 
duct AC-A’C einer conftanten Bröfe q’ gleich fey. 


Bei demfelben Eoorbinatenfyfteme, haben wir hier bie Bebingungsgleis 


hung 
yx=q,| .0) 
woraus wir, vermittelſt der Gleichungen (2), 
g’z’ +da’zy — a’g’ = 0 c6(8) 


als GSleichung der erzeugten Flaͤche finden, welche demnach ein hyperboliſches 
Hyperboloid iſt. 


Aufgabe [87]. Es find zwei gerade Linien gegeben; um eine jede 
diefer Kinien, wie um eine Achfe, drebt fi eine Ebene, fo aber daß 
diefe beiden sEbenen fortwährend auf ‚einander ſenkrecht find. Es foll 
der Ort der Durchfchnittslinie der beiden Ebenen gefunden werden. 


"Wir nehmen diejenige Gerade, weiche die beiden gegeberien fenkrecht 
fehmeidet, zur Achſe der 2, und legen, burch den Halbirungspunft dieſer Für: 
zeften Entfernung eine, auf ihr fenkrechte Ebene, in. welcher wir die Achfe 


der x und die Achfe ber y fenkrecht auf einander annehmen. Nennen wir 


die Fürzefte Entfernung der gegebenen Geraden 2a fo find Diefe Linien. 
durch bie Gleichungsfyfteme | 
z=Ht2ı | , 2 — — 4 
Are BEE er 
auszudrücken. .. Zwei Ebenen, welche Siefe Geraden enthalten, fielen wir 
durch die Gleichungen | 
z—-a+-My—ıx) =0 ; z+a+4(y—ıx) = 0 (9) 
oder, was daſſelbe ift, durch die Gleichungen 
z+Iy—Iimm—a=0 ; z+-NAy—Inx-+ra= 0 
bar, wo A, A zwei willfürliche conftante Sactoren bedeuten. Sollen diefe 
Ebenen auf einander ſe ſenkrecht ſtehen ſo muß, indem die Eoordinaten ‚recht: 


winklig find, 
1+-(1+-mn)A = 0 ' (10) 
ſeyn. Eliminiren wir A und x iwiſchen den Gleichungen (9) und (10), fo 
fommt 
(1-+ mn)2?+ y2 Hans (m+n)ay (ir mn)a = 0 am 
als Gleichung des gefuchten Ortes... Diefer Dre ift demmach, im Allgeme 


Ju 
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nen, ein hyperboliſches Hyperbolöid; in dem ſpeciellen Ball; in. welchem Die 6, 55. 


beiden gegebenen Geraden auf einander ſenkrecht find, und fomit L--mn == O 
iſt, verſchwindet das erſte und Iegte Glied ber Gleichung (11),. welche als⸗ 
dann in zwei Factoren 
g-mx)y—nz) = 0 | 
zerlegbar if, und. zwei Ebenen ausdrückt, die die kuͤrzeſte Entfernung jener 
Geraden enthalten und auf einander fenkrecht flehen. 
Hätten wir die Achfe der x der erften gegebenen Geraden parallel ge 
zogen, ſe wuͤrde n= 0 feyn, wodurch ſich die Sleichung (11) auf 
+’ my-?=0 (2) 
reducirt Schueiden wir nun die Flaͤche durch eine, auf der erfien gegebe- 
nen. Geraden fenfrechte Ebene, für welche x = c ift, fo erhalten wir für 
die orthogonale Projection der Durchfchnistscurve Die Gleichung 
2? +yP-ny-?2=0. 
Diefe Projection, und folglich die Durchſchnittscurve felbft, ift demnach ein 
Kreis; und es iſt nun ohne Weiteres klar, daß jeder auf der zweiten gege⸗ 
benen Geraden ſenkrecht gefuͤhrte Durchſchnitt der Flaͤche ebenfalls ein 
Kreis iſt. 
Nehmen wir diejenigen Geraden, welche die Winkel der gegebenen hal⸗ 
biren, zu Achſen ber x und der y, fo iſt n = — m, wodurch die Gleichung 


(11) in 

BE  (A—-m 272 +-yP’—- mx’ = (im a? . (13) _ 
übergeht. Die jetzigen Coordinatenachfen find demnach die Achfen des Hy 
perboloide. 


Endlich, bemerken wir noch, daß, wenn bie gegebenen Geraden fich 
fchneiden, a =. 0 ifl, wodurch ſich die Gleichung (13) auf vn 
Ad-M)?+P?-mR?=0 , : AN). 


| und das Hyperboloid folglich, auf ſeinen Aſymptotenkegel reducirt. 


| $. 56, | en 

Drei Flächen zweiten Grades ſchneiden fih, im Allgemeinen, in acht 
Punkten, welche auch zum Theil oder ſaͤmmtlich imaginair ſeyn Fünnen. 
Denn da biefe Flächen durch drei Gleichungen vom zweiten Grabe zwiſchen 
x, Y, 2 auszudrücken ‚find, und ba «8, im Allgemeinen, acht Syſteme von 
Werthen von x, y, z giebt, von welchen ein jedes dieſe drei :Bleichungen 
gleichzeitig befriedigt, fo. giebt es, im Allgemeinen, acht Punlte vom ne 
ein jeder zusleich auf den drei Slaͤchen liegt. 
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556 Eine Flaͤche vom zweiten Grade ift durch neun Yunkte, im Allgemei- 
gen, völlig beffimmt. Dean fegen wir in bie Gleichung 
az’+-by?-+cx?-+2esy-+2b/xz+-2c'yz+2a'2-+2b”y-+20’x-+1 = 0: (1) 


für x, y und z nach einander die Eoorbinaten von neun gegebenen Punk—⸗ 
ten, fo erhalten wir neun Gleichungen, welche in Beziehung auf die zu bes 
fiimmenden neun Größen a, b, c, a, b/, cd, a’, b’, ce” vom erſten 
Grabe und zur Beflimmung derfelben, im Allgemeinen, hinreichend find. 
"Wir fagen im Allgemeinen, denn in befonderen Fällen können durch Diefelden 
gegebenen neun Punkte unendlich viele Slächen zweiten Grades gelegt wer: 
den. Um uns hiervon zu überzeugen, tollen wir annehmen, eine Släche 
vom zweiten Grade, welche durch die Gleichung (I) ausgedrückt feyn mag, 
werde von einer andern Släche deffelden Grabes, deren Gleichung in Bezie⸗ 
bung auf das nämliche Eoorbinatenfyftem, 


a4 Ay2-yx? + 2o/xy+20x2 +2 y2-+20z+2P"’y+2y/'x+1 = 0 (2) 


ift, gefchnitten. Bezeichnen wir Die erfien Theile der Gleichungen (1) und 
(2), der Kürze wegen, durch A und B, fo find die beiden Zlächen durch 
A=0 un B = 0 
auszubruͤcken. Die Gleichung 2 | 
| A+/B=0, nr : (3) 
in welcher 2 einen willkürlichen conftanten Factor bezeichnet, und welche, im 
Allgemeinen, augenfcheinlich vom zweiten Grade ift, druͤckt ebenfalls eine 
Släche zweiten Grades aus. Diefe letztere wirb offenbar, was auch immer | 
2 für einen Werth haben mag, von allen Werthen von x, y, z befriedigt, 
welche zu gleicher Zeit ben Gleichungen A= 0 und B= 0 genügen. 
Diefe Coordinatenwerthe gehören aber denjenigen Punkten an, welche beiden 
Slächen (1) und (2) gemein find, d. i. den Punkten, welche fih in ber 
Durchſchuittscurve der beiden Flächen (1) und (2) befinden. Sind nem 
oder noch mehr Punkte gegeben, welche fämmtlich in diefer Durchfchnitte: 
curve liegen, fo werden, wie wir eben geſehen haben, nicht nur die Flächen 
(1) und (2), fondern es wird auch die Fläche (3) diefe Punkte enthalten, 
und da ferner A willkürlich iR und Demnach, wenn A variirt wird, bie Glei⸗ 
hung (3) nicht nur: eine Släche, fondern immer andere und aubere Flächen 
zweiten Grades ausbrück, fo werben durch jene neun ober noch mehr 
Puukte unendlich viele Flaͤchen vom zweiten Grade gelegt werben können. 
Wenn von neun gegebenen Punkten feche in einer und derfelben Ebene 
liegen, fo drückt die Gleichung (A), in welcher die Esefficienten nach ber 
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oben angegebenen Meife beftimmt worden find, im Allgemeinen, das Gy = 56. 


ftem von zwei Ebenen aus. Denn wenn durch die genannten Punkte eine 
Flaͤche vom zweiten Srade gelegt- werben koͤnnte, beren Gleichung fich nicht 
in Factoren zerlegen laͤßt, fo wuͤrde ihr Durchfchnitt mit der genannten 
Ebene eine Linie zweiten Grades ſeyn, welche nothwendigerweiſe bie ſechs 
gegebenen Punkte enthalten müßte, was, bei einer willkuͤrlichen Lage biefer 
Punkte in der Ebene; unmöglich ift, da eine Linie zweiten Grades durch 
fünf Punkte beſtimmt wird. 

Wenn von neun gegebenen Punkten drei in einer und derfelben Sera; 
den liegen, ſo drückt die, auf die oben angegebene Weiſe vermittelſt der 


Coorbinaten der neun Punkte beſtimmte, Gleichung des zweiten Grades eine 


geradlinige Flaͤche aus. 

Wenn von neun gegebenen Punkten vier in einer und derſelben Gera 
ben liegen, fo ift durch fig. eine Flaͤche zweiten Grades nicht völlig, beftimmt; 
denn legen wir durch die fünf abrigen Punkte und durch drei von: ben in 
gerader Linie liegenden mehrere Flächen zweiten Grades, fo werden alle bieft 
Slächen geradlinig feyn und bie genannte gerade Linie, fomit auch den vier: 
ten in ihr liegenden Punkt, alfo fämmtliche neu Punkte enthalten. 

Wenn von neun gegebenen Punkten ſechs in einer Ebene und jipar 
in einer und derfelben Linie zweiten Grades liegen, fo ift durch fie eine 
Zläche vom zweiten Gerade. nicht vopͤllig beſtimmt. Denn alle Flächen zwei⸗ 
ten Grades, toelche irgend fünf jener ſechs Punkte. enthalten, werben die 
genannte Ebene in einer. Linie zweiten Grades ſchneiden; diefe Curve wird 
die fünf Punkte, und, da fi ie durch dieſe Anzahl Punkte völlig befimmt iſt, 
auch den ſechſten Punkt enthalten, ; weicher fomit auch in allen jenen Flaͤ⸗ 
chen liegt. 


Soll eine Flaͤche zweiten Grades durch acht gegebene Punkte, von wel⸗ 
chen ein jeder auf zwei gegebenen Flaͤchen beſſelben Grades liegt, und ferner 


durch irgend. einen gegebenen neunten Punkt x’y’z’ geben; fo koͤnnen wir, 


wenn A = 0 und B = Di die gegebenen: Gleichungen den! zuletzt dematinten 
Flächen bezeichnen, die Gleichung :ber zuerſt genannten Släche auf folgende 
Weile beſtimmen. Wir fegen in der. Gleichung. . 
A+B=0 
für x, y, z refpective x’, y ı 2, wodurch A und B onſtante Beth erdab 
ten, die wir durch A’ md. B’ baeichnen fo A 
AMAABRæ G 
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- in die Gleichung 
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fommt, woraus wir A = 23 finden. Bezeichnen wir dieſen beſtimmten 


wer von A + burdh X, und fegen: ihn in bie obige Gleichung, fo erhalten wir 
A-+AB = 0 N 

und dieſes iſt bie Gleichung der zuerſt genannten Fläche. Denn da A und 

B gleih Null werden für diejenigen Coorbinatenmwerthe, welche den, auf 

beiden Flächen liegenden, acht Punkten angehören, fo wird bie Gleichung 

A+rX/B=0 von biefen Werthen befriedigt werben; und da ferner Die 

Subſtitution von X, y z für x, y, z in den erſten Theil dieſer Gleichung 


A’+-XB' giebt und 2 = _A au fo wird auch von befen Werthen die 
Gleichung befriedigt. | Ä 


Lehrſatz [19]. Ale Slächen des zweiten Grades, welche durch 
dieſelben acht Punkte geben, haben, im Augemeinen, eine und dieſelbe 
Duschfchnittscurve. 

Denn wenn A= 0 und B= 0 die Gleichungen von irgend zwei, 
durch dieſelben acht Punkte gehenden Flaͤchen zweiten Grades find, ſo hat 
jede dritte durch biefelben acht une gehende Släche 

A+4B=0 
sur Gleichung, und da dieſe von den Coorbinaten aller Punkte Sefrihige 
wird, welche den Gleihungen A= 0 und B = 0. zugleich genügen, fo 
folgt, daß biefe dritte Fläche alle, den erften beiden Tlächen gemeinfame 
Punkte, d. i. bie Durchſchnittscurve dieſer Flaͤchen enthaͤlt. 


Soll eine Flaͤche zweiten Grades durch ſieben gegebene Punkte, von 


| welchen ein jeder auf drei Slächen beflelben Grades liegt, und ferner ‚durch 


irgend zwei andere Punkte. x’yz und x”y’z” gehen, fo fünnen wir, wenn 

A=0, B=0, C= O die gegebenen Gleichungen der zulegt genannten 

Glachen bexeichaen. die zuerſt genannte Flaͤche durch die Gleichung 
ABCæ—— 

ausdrücken, wenn wir A und u’ anf folgende Weiſe beſtimmen. Wir ſeben 


———— =-0 F (4) 
für x, y, z nad) einander x, yı zZ und x”, y, z, und. een daburch 
AABMC0 un a —— 


wo A’, B’, O und: A, B,.C” bie Nefuitate der genannten Sehfiitutionen 6.56; 


in A, B, C Segeichnen: aus biefen letzten beiden Gleichungen, in melchen 
ı und » die einzigen. unbekannten Größen find, entwickeln wir dieſe; Die 


- einfachen reellen Wertbe von A und u, welche wir dadurch erhalten, find 


e8 die wir durch A und w bezeichnen. Daß die aufgeftellte Gleichung eine 
Zläche zweiten Grades ausdrückt, welche durch die genannten neun Punfte 
gehet, iſt leicht einzufehen; denn fie wird von den Coordinaten der zuerſt 
genannten fieben Punkte befriedigt, weil diefe Coordinaten die Steipngen 
A=0,B=0, C=0 befriedigen, und fie wird von den Coordinaten 
der beiden anderen Punkte befriedigt, weil A’ und w dadurch beſtimmt wor⸗ 
den find, daß dies Statt findet: 


. Kebrfan [20].. Alle Slächen des zweiten Grades, welde durch 
diefelben fieben Punfte geben, baben, im Allgemeinen, außer diefen 
fieben Punkten noch einen und denfelben achten Punft ‚mit einander 
gemein *). 


Denn won A = 0, B: = 0, C=0d de Gleichungen von brei 
Flaͤchen zweiten Grades find, welche durch ſieben gegebene Punkte gehen, 
ſo fönnen wir jede andere Släche vom zeiten Grade, welche diefelben ſie⸗ 
ben Punkte enthält, duch eine Gleichung von der Form | J 

A+iB+ruC=0 (4) 


ausbrücen. Nun wird aber dieſe Gleichung, mas auch A und u. feopn ms 


gen, von allen aBerthen von x, Y, Z befriedigt, welche den Gleichungen 
A=-0,.B=0, C = OD gu gleicher Zeit genügen; d.i. alle die Slächen, 


welche die Gleichung (4) ausdruͤckt wenn man den Größen A und u immer . 


andere und andere Werthe beilegt, enthalten die Durchfchnittepunfte der 
drei Shen A= 0, B=0, C=O0, alfo außer den fieben gegebenen 
Punkten noch einen und denfelben achten Punkt. 

Aus dem eben bewieſenen Sage fließt der folgende 


Lehrſatz [21]. Wenn man durch beliebige fieben Ecdpunkte eines 
achteckigen und fechsfeitigen Körpers irgend eine Flaͤche zweiten Grades 
legt, fo gebt diefe auch Durch den achten Eckpunkt. 


Denn jede zwei einander gegenuͤberſtehenden Seitenebenen dei genann⸗ 
ten Koͤrpers koͤnnen als eine Flaͤche zweiten Grabes, und die acht. Eck 


*) Diefer Satz und ber vorhergehende iſt zuerſ 6 von Herrn Plücker anfgefelt und 
bemiefen worden. 


N 


5. 50, punkte deſſelben Sinnen als bie Durchſchuittspunlte biefer brei Flaͤchen au⸗ 
geſehen werden. 
Nach dieſen Saͤtzen mag noch der folgende, weiche ſchon vorher be⸗ 

gründet tworben, ſeine Stelle finden. 


Leber atz [22]. Ale Flaͤchen zweiten Grades, welde durch diefels 
ben fünf, in einer und derfelben Ebene liegenden Punkte geben, fehneiden 
fih in einer und derfelben, in der hämlichen Kbene liegenden Linie 
zweiten Grades. 


Ueber die Beftimmung einer Fläche zweiten Grades bemerken wir bier 
noch Folgendes. 

Daß eine Flaͤche vom zweiten Grade eine gegebene gerade Einie ent: 
halte, gile für drei Bedingungen. Komme zu einer gegebenen Geraden noch 
eine zweite fie ſchneidende Gerade hinzu, ſo giebt dies zwei neue Bedingun⸗ 
gen. Daher iſt eine Flaͤche vom zweiten Grade, im Allgemeinen, voͤllig be⸗ 
ſtimmt: durch eine Gerade und ſechs Punkte, oder durch zwei nicht in einer 
Ebene liegende Gerade und drei Punkte, oder durch zwei ſich ſchneidende 
Gerade und vier Punkte, oder durch drei Gerade, von welchen zwei die dritte 
ſchneiden, und zwei Punkte, oder durch vier Gerade, welche ein ſchiefes 
Viereck bilden, und einen Punkt, oder endlich durch drei ſich nicht ſchnei⸗ 
dende Gerade. 

Sind | ' 
zr-ayrax+l=0 ; bz+by+b’x-+-1= 0 

z+cy+-xı+1=-0 ; &+-dy+-dx+1=0 
bie Gleichungen der vier Seitenebenen eines Tetraeders, die wir, der Kürze 
wegen, duch A=0,B= 0, C = O und D = 0 bezeichnen wollen; fo 
tönnen wir jede Fläche vom zweiten Grade, welche die Durchfchnittslinie 
der beiden erften und diejenige der beiden letzten, d. i. zwei gegenüber fies 
bende Kanten bed Tetraeders enthält, durch bie Gleichung 
AC HAMD + uBC-+-»BD = 0 6) 


ausdruͤcken, wo A, zu und » willkuͤrliche conſtante Factoren bedeuten. Denn 

dieſe Gleichung (5) wird, was auch 2, = und ſeyn mögen, ſowohl bes 

friedigt wenn A == O umb zugleich B == 0, als menu C = O und zugleich 
D = 0 if. 

Bir können ferner jede Flaͤche zweiten Grades, welche bie beiden Kan⸗ 

ten bed Zetraeberd, in denen bie Ebene A = 0 die Ebenen B = 0 und 

C= ® 


©. ==: O-fchneidet, und welthe den: der Ehene: A = 0° gegenũber lasenden I Zu 


Epankt enthält, durch die Gleichung 
2 AB IACH AD +rBO = 0 10) 2 


antdrücken. Denn was auch A, u und v feyn 344 fi wird lee Glei⸗ 


chung befriedigt, erſtens wenn A = 0 und zugleich B= =D, zweitens wenn 


A = 0 und zugleich C = o— drittens wenn gleichzeitig B= 9 = 0 
D O iſt. 


Die Steichung — WW 
AC+2AD.-+uBC = ö. un (7) 


druckt jede Sri mein Grades aus, meiche bie e buch die Sleichungs 
ſyſteme J | 
12 = u A=0). C=0 I. 
B= ”. G=0 |) D = 0 


dargeſtellten drei Beraten enthält. Die zweite See Beraden. ones Bi | 


erſte fowohl als die dritte. 


. Die Gleichung a 
wu. AB-+ CD — 0 — 8): 
drückt jede Släche zweiten Grades aus, welche Bie,, dirch die e Gteichungs- 
fofteme . Ä EL — 
72 28}; 23451 D = 0, 


| —8 vier Geraden enthält, Diefe vier Linien bihen ein Fi 


Diem 
Die Seftimmung, daß eine Flache weiten Grades eine gegebene Linie 
deſſelben Grades enthalte, gilt für fünf Bedingungen. Daher iſt eine ſolche 
Flaͤche wenn ſie durch eine gegebene Linie zweiten Grades und durch vier 
gegebene Punkte gehen fol, im Allgemeinen, völlig beſtimmt. Iſt M =. 0 
die Gleichung der Ebene dieſer Curve, und iſt ferner-N = 0 bie Gleichung 
irgend einer Fläche vom zweiten Grade, welche dieſelbe Curve enthält; fo 
laſſen ſich alle Flächen: zweiten Grades, toelche dieſe Linie enthalten, durch 
die Gleichung, | — 
Er HK HÖMEN. =0 .. (9)... 
ansbrücen, in welche co, A, y und oͤ vier willkuͤrlich u beſtimmende ‚Com 
füanten bedeuten. . Denn: Diefe Gleichung iſt vom zweiten Grabe, indem M 
vom erften, N aber vom. zweiten Grabe if; und. fie wird befriedigt von 
den Coordinaten aller‘ derjenigen Punkte, welche der. Ebene M.==.0 und 
ber Släche N = 0 gemein find. — Bft die Ebene. der in Rede fichenden 
II. 19 
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$..56. Linie zweiten Grabes bie Ebene. sexy; ſo At =“ S 8. := 0; und. if: ferner 
die Gleichung diefer Curve, oder, was hier:daffelbe iſt, bie Gleichungder,, durch 
diefe:Enrve ‚gelegten Eplinderflähe N = Ay’-+Byy+Cx’+Dy+Ex+1=0, 
fo find alle Flächen zweiten. Grades welche die genannte Eurve hohen 
durch die Gleichung 
02? -+-Ay?-+ Cx’ + Biy-+Pyarysz+örtDy +Ex-+1. = 0. (10) 
auszudrücken, in twelcher nun A, B,.... E gegebene, hingegen “ Ph y,6 
wißkürliche Eonflanten bezeichnen. 

Soll durch zwei gegebene Linien zweiten Grades, welche nicht. in einer | 
und berfelben ‚Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, eine Flaͤche zweiten | 
Grades gelegt werben können, fo müffen diefe beiden Eurven fich im zwei 
(reellen ober imaginairen) Punkten fchneiden oder fich in einem Punkte be 
rühren. Denn nehmen toir die-eine diefer beiden Ebenen zur Ebene ber xy 

und bie andere: sur Ebene der xz, und ift, in Beziehung auf ein ſolches 
Coordinatenſyſtem, 
az?+-by?-+cx? +2a'xy+2b’x xz+2cyz+2a’z+2b"y+2c"x-+1: = 0 

die Gleichung einer Flaͤche zweiten Grades, welche die beiden Eurven. ent: 
hält, fo ergeben fich, indem wir z und y gleich Null — 

by? rc +2axy+2b"’y+2’s+1=0 

a2? +cX+2bxz +22 z +2 +1= 0 
als bie Gleichungen ber beiden genannten Eurven, deren Ebenen’ fi ch in der 
Achſe der x ſchneiben. Dieſe Curven treffen aber die Achſe der x, tie wir | 
finden, wenn wir in der Öleichung der erfien y = 0, und in ber Gleichung 
deu: zweiten. 5 == .O fegen, in zwei Punkten, deren Asſciſſen, für :bie eine 
Eurer ſowohl als für die andere, bie Wurzeln der ern a 

x? +2cx +1 = 0: — 

und folglich in beiden Curven dieſelben ſind. on Zu 

Nachdem fir ung überzeugt haben; ba bie Sedingung: die beiden 
Curven muͤſſen ſich in zwei (reellen oder imaginairen) Punkten ſchneiden 
oder in einem Punkte beruͤhren, noͤthig ſey, damit eine Flaͤche zweiten Gra⸗ 
des durch ſie gelegt werden koͤnne, wollen wir nachweiſen, daß dieſe Bedin⸗ 
gung auch hinreichend if. Nehmen mir zu dem Ende die Ebenen von 
irgend zwei gegebenen Linien zweiten Grades, welche Ady in zwei (reellen 
oder imaginairen) Punkten ſchneiben, zu Ebenen: Ben.ay-und: bes:xz, fo: ent⸗ 
haͤtt die Achſe ber x, welche die Durchſchnittslinie :der beiden -Ehenen iſt, 
die, beiden Curven gemeinfchaftlichen Punkte. Die Abſciſſen bieten Punkte | 
werben die Burgeln einer beſtimmten Gteichung | 








. OR +2C Hi = 0 
feon, u und die GSlewungen der beiden gegebenen Curven werben dann: ot 
wendigerweiſe die Formen 
5 Byt4 0874 2A’xy + 2B”y PET =-0 F 
Az? + Ox? +2B’xz +2A”z + 2C’x +1 = 0° | 
haben. Die Gleichung = | 
Az’+By’+Cx’+2A’sy+2B’xz+22y2+2A”z-+2B”y-+20” 5+1=0 (11) 
fielle aber, welcher Werth dem A auch) beigelegt werden mag, . immer eine 
reelle Fläche zweiten Grades bar, welche durch Die beiden gegebenen Eur: 
ven gehet. Denn follte fie eine imaginaire Fläche oder einen einzigen Punkt 
ausdrücken, fo müßte fie von feinen reellen Werthen von x, y, z oder nur 
von einem einzigen Spfteme reeller Werthe dieſer Größen befrichigt werben 
Fönnen, was nicht der Fall ift, da fie augenfcheinlich von z’= 0 und allen 
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9. 66. 


Werthen von x und y, welche ber Gleichung der erſten Curve, ſo wie von 


y= 0 und allen Werthen von x und 2, welche ber Gleichung der zweiten 
Curve genügen, beftiebigt wird; woraus denn auch zugleich folgt, daß biefe 
reelle Fläche, wie wir geſagt haben,. die genannten Curven enthalte. Es 
laſſen fich alfo durch zwei Linien zweiten Grades, welche in zwei fich ſchnei⸗ 
denden Ebenen liegen, und: die einander in zwei (reellen ober imaginairen) 
Punkten begegnen ober fih in eiriem Punkte berühren, immer unendlich 
viele Zlächen zweiten Grades legen. 

Die Bellimmung, daß eine Fläche zweiten Grades durch zwei Curven 
von der genannten: Befchaffenheit gehen fol, gilt für acht Bedingungen 
Kommt noch die Beſtimmung hinzu, daß bie Fläche: durch einen, nicht in 
ben gegebenen Eurven liegenden, Punkt x’y’z’ gehen Tell, fo if fie voͤlllg 
beftimmt. Setzen wie is bie Gleishung (11) x’, y’,z.für x, y, 2, fo haben 
wir eine Gleichung, weiche außer: A.nur gegebene Größen enthält, und aus 
der wir A beſtimmen koͤnnen. 

Sol durch zwei gegebene Linien zweiten Grades, welche ſich in paral⸗ 
lelen Ebenen befinden, eine Flaͤche zweiten Grades gelegt werden koͤnnen, ſo 
muͤſſen dieſe beiden Curven aͤhnlich ſeyn und aͤhnlich liegen, oder ſie muͤſſen 


zwei Hyperbeln ſeyn, deren Hauptachſen und Nebenachſen in umgekehrtem 


Verhaͤltniſſe ſtehen ($. 44): 


. 8 * betrachteten Beſtimmungen lieferten Bebingungögkicnungen 
zwiſchen den Eoeſficienten der allgemeinen Gleichung (1), welche immer ‚near 
19* 


$.56. vom erfien Grade waren. Anders. verhatt es ſich, wenn eine Beſtimmung 
die Art der Flaͤche hetrifft. 

So ift die Beflimmung, daß eine läche vom seiten Grade eine gLe⸗ 
gelflaͤche ſey, zwar nur fuͤr eine Bedingung zu zaͤhlen, aber die Bedingungs⸗ 
gleichung zwiſchen den Coefficienten der Gleichung (1) ‚der Flaͤche, welche 
pi eine Bedingung ausfpricht, ift, gufolge $.43, | 

= a”(a- — ?-ac)-+c”? e*-ab)+ 2a” b" (ee -a’b))-+2a’e” (bb a’ ec) 
+ 2b”c” (aa — be) + abe — aa”? — bb" cc? +2ab’e = D 
und fomit vom vierten Grade. . 

‚So ift ferner die Beſtimmung, daß eine Zläche zweiten Grades chlin⸗ 
driſch ſey, fuͤr zwei Bedingungen zu zaͤhlen; es ſind aber die Bedingungs⸗ 
gleichungen zwiſchen den Coefficienten der Gleichung (1), welche dieſe beiden 
Bedingungen ausſprechen, beide vom dritten Grade. 


| — $. 57. . 
Sebrfau [23]. Wenn man auf einer geradlinigen Släche vom. zwei 
sen Grade. beliebig. viele ſchiefe Vierecke verzeichnet, von welchen ein 
jedes: ein Tetraeder beſtimmt, deſſen drei erſte Seitenebenen durch drei 
fefte, in gerader Linie liegende Punkte geben; fo geben auch die vierten 
Seitenebenen aller diefer Tetraeder durch, einen und denfelben,, in der 
nämlichen Geraden liegenden Punkt. 


Mir nehmen, um dieſen Saß, auf eine einfache Art, direct zu erweiſen, 
bie genannte Gerade zur Achſe der 2, auf welcher die drei feſten Puukte 
drei Stüde Pı, Par Ps abfehneiden mögen. Die Gleichungen der vier Sei- 
tenebenen von irgend einem der genannten Tetraeder find alsdaun 

Zz+my+nax—-p =0 ; ZFmMytmX—-p =0 ;: 
Z-MYHRnX-p =0 ; FIRE =0 „ 
Wenn nun 
 . @+by?+cx?’+2a'xy+2b'xz-+ 2c'yz+2a' 2b + 2c’ xId =0. 
die Gleichung einer Fläche ‚zweiten Grades ift, auf welcher fich das’ genannte 
Viereck befindet, fo kann dieſe Flaͤche auch durch die Gleichung 
—— = 0 
ausgedrückt werden (vor. $.). Sdentificiren mir Diefe beiden Gleichungen 
mit einander, fo ergeben fich neun Bebingungsgleichungen zwifchen den zehn 
Größen m,, Nı, ma, Da, Mies, Ds, M,, D,, y und A; und wenn wir einer 
biefer Größen einen beſtimmten Werth: beilegen, fo erhalten demnach die 
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übrigen ebenfalls beftimmte Werthe. Unter dieſen neun Sracungen ı nun 6. 57, 


befinden fich die beiden folgenden 
Pit Pa + AB H) +2 + A)a’ = ® ; “ 
De Pıpa + Apsy — (L-+-A)d = 0. Ps et 
und eliminiren wir zwiſchen ihnen das 2, fo kommt DE ze 


(pa — Ups +22” +) + (pi +Ppa+2aN)(d- per) = on 
eine Gleichung, welche in Beziehung auf: > vom 'erften Grabe ift, und aus 
welcher dieſe Größe einen einzigen beftimmten Werth erbält, de, wie wis 
fehen, nur von den, als gegeben zu betrachtenben -Größen a’, .Pır Par Px 
und d abhängt. Da nun y dasjenige Stück ift, welches bie vierte Ebene 
auf ber Achfe der z abfchneibet, fo folgt, daß bie vierte Seitenebene des 


Letraeders | immer durch einen und denſelben Punkt gehet, was Bu, zeigen war. 


ebrſatz [24]. Wenn man auf einer 'geradlinigen Stäche, vom weis 
ten Grade beliebig viele fchiefe Vierecke verzeichnet, von welchen ein:jex 
des ein Tetraeder beflimmt, deſſen drei erfie Seitenebenen drei feften, 
in einer Ebene liegenden Geraden parallel find; fo find auch die vier; 
ten Seitenebenen aller diefer Tetraeder einer beſtimmten, ı in derfelben 
Ebene liegenden Geraden parallel. | 


1 fe nehmen die Ebene der genannten drei feſien Geraben zur Ebene 
der xz, und wenn alsdann bie Gleichungen diefer drei Linlen 
ZHnX+p =0 ; z#nx+p =0 ; 2 nax - P- —0 


find; ſo find bie Gleichungen ber vier Seitenebenen von irgend einem der 


Tetraeder — 
nMXMV0; ZH my + ———— 2 3 - 
zZ+tmytax+n=0; Ztuytvst je | 

Wenn nun 

z?+-by? +02°+2a uy+2biaz 20 y 20 "24-2 "+2c’ird = 


bie. Gleichung einer Flaͤche zweiten Grades iſt, auf welcher ſich das 5 
Viereck befindet, ſo kann dieſe Flaͤche auch durch die Gleichung rl 


us J mX x 7). 
— — 


ausgedruͤckt werden (vor. $). Identificiren wir dieſe beiden ‚Gleichungen mit 


einander, fo ergeben fih neun Gleichungen, unter welchen fh bie folgenhen 
A +Anw = (IH) ; m Hm ti +r) = 2b 
befinden. Eliminiren wir A, fo fommt: - ° „rn Dem nd 


N 


6.57. ° (am “co )@b ) = (nn +m en). 5 
eine Gleichung, welche in Beziehung auf » nur vom erflen Babe * und 
aus welcher diefe Größe einen einzigen. beftimmten Werth. erhält, der, wie 
wir fehen, nur von den, als gegeben zu betrachtenden Größen nı, N,, Is, 
b’ und c abhängt und daher conflant iR. Die vierte Seitenebene 

Ze 7 277325 22 > 5 22 7 u 0 
ſchneidet bie Edene der xz in einer Geraden, deyen Srchens 

Ps Eee 77 > 72 727 rs ae 
und: welche, weit v conflant if, einer unverãndertichen —* pa 
läuft, wus iu jeigen- wär. | 

g 58. nn er 
Aufgabe (831. Es find acht Punkte gegeben; man ſoll den Ort 
der Mittelpunkte aller Shen ‚weiten Grades fmden, welche dieſe acht 
Punkte entbalsen. | un 
Sind ° Ä | | 

azꝰ byꝰ x 2 4 2a'xy-+2b’xz 2 +2c'yz+2a "4+2b’y+2c’s+1 = 0. 

— ——— 
die Gleichungen von zwei Flaͤchen zweiten Grades, welche die gegebenen 
acht Punkte enthalten, fo koͤnnen wir jede. andere Fläche Diefeg Gradeg, 
welche durch biefelben acht Punkte geht, durch die Gleichung | 

He) HH)’ +(c+4y)2?+2(a' +Ae xy +2(b’+19)xz+2(c Ha ya 
+2(a +.) 22% "+)y+ U’ ——— = 
ausbrücen, (9.56). Die Eoordinaten des Mittelpunktes dieſer letztern Flaͤche 
find durch "bie Seihungen ° | 
(a-+ Aa)z + (b’ + AP) + (d -+AyY)y+a' a" 10" = -0 
(b+P)y+ (a +Ao)x + (d HA N)z+b" 2 =0 |" 
| (C++ H+@ Hy FH HH 
beſtimmt (8.42. G. 3). Eliminiren wir daß 2 zwiſchen der erſten und zwei⸗ | 
ten, und zwiſchen der erften und dritten biefer Gleichungen, fo erhalten wir 

Gz+bs+cyHa)Pyreır/z+HP) = (e2+P’&+’yro')(by+He’x-+e + ' 

(az-+-b’x-+c'y-+a ox+ dy+ß2+7") = (ezr+P&+y'y+e')(ex+r'y+bz+ 
zwei Gleichnngen, welche von den Coordinaten der Mittelpunkte aller Se 
chen zweiten Grades, welche die acht Punkte enthalten, zu gleicher Seit be⸗ 
friedigt werden muͤſſen. Dieſe Mittelpunkte liegen alſo zugleich auf den 
beiden, durch dieſe Gleichungen ausgedruͤckten Flaͤchen, und foiglich auf dem 


Durchichnitte derfelben. Der Durchſchnitt dieſer beiden Flächen beficht aber 8. 58. 
in einer geraden Linie, welche durch das Gleichungsſyſten 


| az+bx+cy-+a” -0; earfa+Yy+e = 0 | 


ausgedrückt ift, und aus einer Curve doppelter Krümmung, deren Projec⸗ 
tionen vom britten: Grade find. Diefe Curve von’ doppelter Kruͤmmung 
welche in befonderen Fällen auch in eine ebene Curve degeneriren Eantı, iſt 
der geſuchte Ort der Mittelpunfee 


. Aufgabe: [89]. : Din, Sm. der. Mittelnonkte aller, Slaͤchen zweiten 
Grades zu finden, welche fi, in wei. angebenen Linien zweiten Brass 
fchngipen. . 


L: Wir BFH mern ie mm. ber. gegebenen Gurven ſich ſchei— 
ben, dieſe Ebeuen zu Ebenen ber xz und ber xy; ferner diejenigen Durch⸗ 
meffer diefer Eurven, welche deu ber Ychfe der x parallelen Durchmeffern 
conjugirt find, vefpective zur. Achſe der z. und. der.y. . Diele gegebenen Cur⸗ 
ven, welche fich in zwei (reellen oder imaginairen) ‚Punkten ſchneiden müffen 1 
($.56), find alsdann durch dig Gieichungsſyſteme 

azꝰ exꝰ a21 0 by’ wa by+l = = 0 

TE et 
darzuſtellen; und jede Flaͤche vom weſten Grade, weiche. dieſe ki Linien * | 
kann durdy die Gleichung 
az’ + by’ +cx a 2iyar 2a 2byHl -0 

auggebrückt werden. Die Gleichungen, welche die Coorbinaten bes: Mittel. 
punftes dieſer Flaͤche geben, ſind zum on er 
ee ee EEE .. az +.yp3 =D.: I... 

Pa a a bye 0 ni. 

cX sa 0 r F En 

worauf. wir, durch Elimination von A, bie beiden Sleichuugen 

tr RP 4 a2- y —⏑; x20 ie 
erhalten. Diefe Gleichungen drücken ben gefuchten Ort aus, welche dem: 
nach eine, in der Ebene ber yz, b. i. in der Ebene der genannten conjugir- - 
‚ten Durchmeffer liegende, Linte zweiten Grades ift. Diefe Linie gehet, wie 
wie fehen, durch den Anfangspunkt der Cootdinaten, d. i. Durch den Halbi- 
ruugspunkt der, ben beiden, gegebenen Cutven gemeinfihaftlichen Sehne; 
fie. geht ferner durch Die Pamte, ‚baren Coorhinaten 


6. 68. 


af 
z=—. ; = ";x=0) 
’ ze 0 ye-pir=0| 


find, b.i durch bie Wittelpuulte der gegebenen Curven; und ihr Mittelpunkt, 
deſſen Coordinaten 
=}: ; ol = 
find, iR ber Halbirungspunft ber Werbinbungelinie diefer Mietel vunkte der 
gegebenen‘ Curven. Uebrigens findet fich leicht, DB -— — 
wenn die gegebenen Eurven beide Ellipſen ober beide Hyperbeln find, 
ſo iſt der gefachte: Ort eine Hyperbel ober wei Gerade; 
wenn bi ‚eine gegebene Erde eine ERipfe und die andere eine- Hyperbel iſt, 
J ſo iſt der geſuchte Ort eine Ellipſe; 
wenn eine der gegebenen Curven eine Parabel iſt, 
ſo iſt der geſuchte Ort auch eine Parabel; 
wenn beide gegebene Curven Parabeln ſind, 
ſo iſt der geſuchte Ort eine gerade Linie 
u. Wenn aber die Ebenen der gegebenen Curven einander parallel 
find, ſo nehmen wir diejenige, welche Ihre Entfernung halbitt, zur Ebene 
der xy. Die Gleichungen dieſer beiden Ebenen ſind alsdann· u 
" ta=d und 2-00 
Iſt unn u ee 5 SE Se 
az?+- by? Kor ey bez FERNE + Mb’y+2’x le 0: 
bie Gleichung von irgend einet, die beiden gegebenen Eurven enthaltenden 
Zläche zweiten Grades, fo wird jede andere Fläche deffelben Grades, welche 
dieſe Eurven enthält, durch. die Gleichung 
az’+-by?’+-czA+2axy+2b 22.420 yz+20’z-+2b’y-+20’x-+-1I4A(z’0?) u 
ausgebrücke werben koͤnnen. Die Steichungen wei Sie Eoorbinaten des 
Bine Biefer Flaͤche gehen, find, .. : u, 


: Mrd FR u 0. Ra Bo BR 1 ar Re, 
PYMBMX r.cz db" 0, 7...: Term on 
are 


Die: kb Pr bieſer Gleichungen euthniten 2. nicht: fie. druchen eine 
gerade Linie aus, welche hburch die. Mittelpunkte der beides gegebenem 





Carven gebe und. bieſe Gerade. Bu in dem gegenwarugen Bade der. an 6.58. 
ſachee Dn. 


‚Aufgabe [90]. Es find zwei ſich ſchneidende (Ebenen, und in eis 
her jeden derfelben eine fefle Kinie vom.zweiten Grade gegeben. Es 
ſoͤll der GErt der Mittelpunkte (Scheitel) aller Begelfläcben zweiten Gras 
des ‚gefunden werden, welche die in der erſten Ebene liegende Eurve 
enthalten, und welche von der zweiten bene in Curven gefchnitten 
werden, die der- in ibr liegenden gegebenen Cinie aͤbnlich ſind und ahn⸗ 
lich liegen. Sr. 

Wir nehmen die gegebenen Ebenen zu Ebenen der xy und der xZ, und 
es (on, wie in ber ‚vorigen Aufgabe, 
by? + cx? + 2b’y +1=0;,; az + cx 2,2241 = =0. 
bie Gleichungen. von zwei in dieſen Ebenen liegenden f gegebenen Carven, 
. welche ſich auf. der Achfe der x fchneiden. Soll eine Kegelfläche die erfte 

biefer beiden Curven enthalten, ſo iſt fie, wenn &, A, x bie Eoordinaten 
ihres Mittelpunftes- bedeuten, durch die Gleichung | 

b(fz — y)’ + Kez— 7x)? + 2b/(f2 —-y)@-7)+(@—- 7)” = 0 
auszudrücken, wie wir, in Folge der 48. Aufgabe (9.33), auf der Stelle 
finden. Seten wir nun in diefer Gleichung y = 0, ſoetgiebt ſich als 
Gleichung derjenigen Curve, in welcher bie Ebene der x⸗ dieſe Kegelfläche 
ſchneidet, 

—— 520 
Soll dieſe Curve nun der zweiten gegebenen Linie aͤhnlich ſeyn und ini 
liegen, fo muͤſſen die beiden Gleichungen 

I. =. bf? ca? +26 + L und coy = =0 :. 
Statt haben. Und dieſe beiden Gleichungen fteflen den gefüchten. Ort dar, 
wenn wir’a, A, 7 als deſſen laufende Coordinaten betrachten. Ba bie 
zweite Gleichung in zwei Sactoren gerfälle, ſo befteht der in Rede ſtehende 
Ort aus zwei Eurven; von melchen die erfte durch das Gleichungsſyſtem 
| + ca? +2b +1 = 0 ; 520 | 
und die zweite durch das Syſtem F | u 
| PR BP-=0 ; eh |. .. — 
ausgebrückt if. Die erfte dieſer Eurven iſt augenfcheinlich die in der erften 
Ebene befimbliche, (gegebene Curve. Wenn'mah irgend einen belichigen Puukt 
in: biefer Curve anninumt, im ber zweiten Ebene aber isgenb eine Curve ben 


$. 58, hichnet, welche. ber,.i in ihr befindlichen, gegebenen aͤhnlich unb aͤhnlich lie⸗ 


gend ift, fobann eine Gerade fich fo bewegen läßt, daß fie fortwährend durch 
jenen Punkt und durch die verzeichnete Curve gehet; fo wird dieſe Gerade 
einen Kegel befchreiben, der von ber zweiten Ebene ſo wie es die Aufgabe 
fordert geſchnitten wird, der aber die in der erſten Ebene befindliche Curve 
nicht enthaͤlt, inzwiſchen doch ſo beſchaffen iſt, daß jede erzeugende Gerabe 
deſſelben durch bie eben genannte Curve gehet, und in ſofern ber Bedingung 
der Aufgabe genügt. Schließt man nun ‚Die durch das erfig Gleichungsſy⸗ 
fiem dargeftellte Eurve aus, fo ift der gefuchte Drt die durch das zweite 
Syſtem ausgedruͤckte Curve. Dieſe iſt eine in der Ebene ber yz befindliche 
Linie zweiten Grades, und zwar unter denſelben Bedingungen, welche wir 
in L der vorigen Aufgabe gefunden haben, eine Hyperbel, eine Ellipſe, eine 
Parabel oder eine gerade Linie. 

As einen beſondern Fall heben wir denjenigen heraus, in welchem die 
Kegelflaͤchen von der zweiten Ebene in Kreiſen geſchnitten werden ſollen. 
Alsdann iſt a= c, und das iweite Gleichnngsſyſtem fuͤr den Ort der 
Mittelpunkte 


ſe——⏑ 4-203 
dieſer Ort alſo refpective eine Hyperbel, eine Ellipfe. ‚oder eine Parabel, je 


nachdem die feſte Curve in der erſten Ebene eine Ellipſe, eine Hyperbel oder 
eine Parabel iſt. 


Aufgabe ſ91J. Den Ort der Mittelpunkte (Scheitel) aller Rota⸗ 
tionsfegel (geraden Zreisfegel) zu finden, welche durch. eine gegebene 
Sinie zweiten Grades geben. 

Wir nehmen die Ebene. ber gegebenen Curve jr Ebene der xy und 
die Coordinaten rechtwinklig. J 

Es ſey erſtens dieſe gegebene Curve eine Euipſe und ihre leichung 

a?y2 bꝰxꝰ = al? 5. u : (1) 
“in welcher a b. Soll nun ein otationdfege, welcher durch die 
Gleichung 


—DV—— + — — (| @): 


neben welcher noch die Bedingungsgleichung . 

008° + cos’ + 008’a == 1 6() 
Statt findet, audgebrückt it (5.34. G. 1 u. 2), die Curve (1) enthalten, fo 
muß die Gleichung. (2),. wenn wir barin z = N. fegen, ber Gleichung (A) 


9 
299 


nachdem wir dieſe mit einem, noch zu beſtimmenden, Factor A-muläiplicint $.-58; 
Beben, identifch fegn: : Died. giebt und folgende ſechs Gleichungen \ 
0° — c08 00 = 1a? ; cos cos =0O ; cota— co = Ab? ; 
(co? — cos?d)y’ + Cosa cos x" vcos Boosyz 0 ;: 
(c0s?& —,cos?ö)x’ + cosacusy’ + cosacosyz =D. 
(c0s” 7 c08 29)2°-+- (cos”] — cos’ö)y + (cos’a— ‚coö)E” - — Aa2h? 
‚+ 2cosacosßx 'y + Zoosacosyx'z + Zeos ßcosy y’z’ 
Die zweite dieſer ſechs Gleichungen giebt entweder = ‚oder cf =U. 
MWollten wir nun cosa = 0 fegen, fo- würden fich..die erfte und dritte Glei⸗ 
chung auf 
u ed cosd = Aa? und — cos?d — Ab" 
zuriͤchiehen, und, durch Elimination von ö—, 
cos = Aa —b") 
geben. Wäre alsdann 2 eine pofitive Größe, fo wuͤrde 00828 = — ib? eine 
negative, alſo cos.d. imaginair; waͤre aber A negativ, fo würde cos”? negativ, 
weil, unferer Vorausſetzung zufolge, 2 — b? > 0, alſo 098? imaginair. 
Wir koͤnnen demnach nicht cose = 0, fondern. nur 
cos 08 ß =0. 
ken Hierdurch reduciren ſich die uͤbrigen fuͤnf Gleichungen auf 
ode ; cotr— cd = Ab? 
cas? y- = 0 ; . (cos? —ens?6)x’ + 005 0008y zZ == 0 ; 
(cos 2,0099)" co" + (cos? ö s'0)x" +2cosavosyxz == ia? 5 
und’ die Sleichung (3) auf —— a 
cos?y -1- c08” a == 1 
Zwiſchen dieſen ſechs Gleichungen haben twit die vier Sröfen &, 7, 6 und 
4 zu eliminiren. Wir finden durch diefe Elimination das Gleichungsſyſtem 


| @-b’)z?—b’z x? = — (@—b”)b? ; Yy=0|}. (6 


"Der gefuchte Ort ift demnach eine Hpperbel, deren Ebene auf der Ebene 


ber gegebenen Ellipſe fenkrecht fteht. Die Hauptachfe dieſer Hyperbel ift 

= 2Ya?—b?, ihre Nebenachfe = 2b; demnach fallen ihre Scheitel mit 
den: Brennpunften der gegebenen Eltipfe jufammen. Die Ercentricität der 
gefundenen Hpperbel ift = a; demnach fallen ihre Brennpunkte mit den 
Scheiteln der gegebenen Ellipſe zuſammen. 


Es ſey zweitens die gegebene Curve eipe Hypetbel, und ihre Gleichung 
of er" 2; 7955 \.- DEREN". 6) 


5:58, fo dünfen wir mar, um den Ort der Mittelpunkte zu finden, in dem vorher 


erhaltenen Reſultate Wr b?- mit — b? vertaufchen‘, wodurch wir auf der 
Stelle 
| | re = | 


erhalten. Diefer Drt ift deminach eine Elipfe, deren größere Achfe = 2Va?+b? 
und deren Eleinere Achfe = 2b ift; alfo fallen die Scheitel ihrer größern 
Achfe mit den Brennpimkten ber gegebenen Hyperbel 'zufammen. Die Ex⸗ 
centricität der gefundenen Efipfe ift = a; alfo fallen ihre Brennpunkte mit 
den Scheiteln der gegebenen Hyperbel zufammen. 


Es ſey endlich drittens die gegebene Curve eine Parabel, und ihre 
Gleichung 
vp=0 0) 


Verfahren wir wie bei der gegebenen Ellipſe, ſo ergeben ſich ent Ber 
SingungSgleichungen 
RB: edsarcos = 0 ; cosœ - cosro = 0 i | 
(cos?8 — 6os?d)y'+- cosacosßx' +cosßoosy! =0 ; 
2 (cos’« — cos?ö)x’+-2cosucosfy’+-2cosacosyz = Ip ; 
(cos? — cos?d)Z"” + (cos? — cos?d)y/? + (cos?e —cos?ö)x'” 
+ 2008 & cosß’x'y' + 2cosacosyx'z' -+ 2cosfcosyy’z 
In Folge der zweiten dieſer Gleichungen if entweder cosa = 0 oder 
cos = 0. Wollten wir cos« = 0 fegen, fo würde aus der dritten Glei- 
chung cosd = 0, alfo d = Ein folgen, dann würde die erzeugende Ge⸗ 
rade des Notationgfegeld mit deſſen Achfe einen rechten Winkel bilden und- 
Die Kegelfläche fomit in eine Ebene begeneriren. Segen wir deshalb blog 
c0sß = 0, fo reduciren fich die übrigen fünf Gleichungen auf 
| cosꝰbð —) ; cc - ; | 
oöy = 0 ; 2(cas’« — cas?ö)x'-+2cosacosyz = Ap ; 
(cos 2, os c0os?d y”-+- (cos? a eostöR" + 2oos weosy x = 0 ’ 
und die Gleichung (3) auf u 
cos? y-+ cosꝰ i —.1 


Eläniniren wie zwiſchen dieſen ſechs Steichungen | die vier Größen — u rı 8 
und A, fo ergiebt ſich das Gleichungsſyſtem | 
| ?=--p@-ip) ; Yy=0 |. @,- 


.- 


Fa 


Der gefuchte Ort iſt demnach eine, der gegebenen Parabel stick und auf 


deren Ebene fenfrecht ſtehende Barabel; iht Scheitel faͤllt mit dem Brenn: 


— 9 — 


punfte, und: Wr Breanpuntt mit dem. Scheitel der gegebenen. Panel. gi 6:58, 
men. ji 
"Wir kdunen ber, die helundenen Oerter noch voigendes bemerken. 


L Da cp = 0, ſo ff =!n und bie Achfen der Kotationdeeii 
liegen daher in der Ebene der xz, alfo in der Ebene des Ortes der Mittel 
punfte. Auch koͤnnen wir leicht die Gleichungen der Achſe von einem ber 
Rotationskegel finden, wenn deſſen Mietelpunlt — ‚gegeben iſtz denn da 
das Gleichungsſyſtem dieſer Achſe | 
| cos (K— x) = cosa(z—zZ) ; cosy(y— r = cosß(zZ—z) Y 
ift, fo fommt es nur darauf an c0sQ, cosß, cosy; oder. vielmehr dag Ver: 
haͤltniß dieſer Größen zu beſtimmen. Wir haben aber oben cosß = O.und 
y = 0 gefunden; die zweite Gleichung des Syſtems reducirt ſich alſo auf 
y.=0. Ferner haben wir, wenn wir den Fall einer gegebenen Ellipſe 
annehmen, unter den oben angegebenen reducirten fünf Gleichungen die ſob 
genden drei: 

cos?0 = RE ; C0s?@—C08” 2). Ab?. ; (cos? 0-0 ren =: C 
und aus dieſen finden. wir leicht 


ode = Aa 6) 3 cosuCosy = | 


hi 
2* 
Beitipliciren wir die erfie Gleichung des vorher angeführten. Syſtems mit 
0080.77, und. fübftituiren fobann die fo eben gefundenen Ausdrücke: für 
eos’« und CO8ALCOSYy fb haben wir auf der Stelle‘ 
| bi) = @-bza@-2) ; y=0 { 
| ober auch. | | 
4 — z—b’x’x—[(a? — bꝰx 1 =0 ; y=0 I. 
Da aber in Solge der Sleichungen (4) (@—b’z2 by = -@ Ba 
ift, ſo koͤnnen wir die letzten Gleichungen in 

i (a?—b’)zz —b’rxz. = - (?— bi? ; je = 0 nI 
verwandeln. Dieſe Gleichungen ſind es, welche die Achſe des Rotations 
kegels, deſſen Mittelpunkt in dem Punkte x’y’z’ der Ortscurve liegt, aus⸗ 
druͤcken. Dieſelben Gleichungen druͤcken aber, wie wir wiſſen, auch die 
Tangente an dieſer Curve (4) im Punkte z’y’z’ aus, und es fällt daher die 


Achſe des Kegeld mit der eben genannten Tangente zufammen. Aehnliches 
würden mir gefunden haben, wenn wir ben Fall einer gegebenen Hyperbel 





6:58. oben einer 'gegebehen Parabel angenommen hätten. Die Orsäcuine: der Mie⸗ 


telpunfte der it Rede flehenden Motationgkegel bat fomit die bemerkenswer⸗ 
the Eigenfchaft,: daß eine jede ihrer Tarigenten Die Achfe besfenigen 


Rotationskegels ift, beffen Mittelpunkt. in dem Berührung: 


punfte liegt. 


I Nennen wir eine Ellipſe und eine Hyperbel, in welchen die Brenn⸗ 
punkte der erſten die Scheitel der zweiten, und die Scheitel der erſten die 
Brennpunkte ber zweiten Linie find, deren Ebenen aber ſenkrecht auf einans 
der ftehen, ferner zwei Parabeln, in welchen der Brennpunkt der erften der 
Scheitel der zweiten, und der Scheitel der erfien der Brennpunkt der zweiten 
Parabel ift, deren Ebenen aber fenfrecht auf einander ftehen, zuſammen ge⸗ 
hoͤrende Linien zweiten Grades, ſo koͤnnen wir, in Folge der vorher gefun⸗ 
denen Reſultate, ſagen, daß jeder Kegel, deſſen Oberfläche durch eine von 
zwei zuſammen gehoͤrenden Linien zweiten Grades geht und deſſen Mittel⸗ 
punkt in der andern dieſer Linien liegt, ein Rotationskegel iſt, deſſen Achſe 
mit der Tangente an dieſer zuletzt genannten Curve zuſammen faͤllt. Neh⸗ 
men wir daher irgend zwei Punkte auf einer don zwei zuſammen gehoͤren⸗ 
den Linie zweiten Grades an, und verbinden fie mit. irgend einem Punkte 
der andern von diefen Linien, fo machen biefe VBerbindungslinien 
gleiche Winkel mit der Tangente in dem zulegt genannten Punkte. 

Ferner ergiebt eine leichte Rechnung, wenn mir dabei die Gleichungen 
(1 u. 4) oder (5 u. 6) oder auch (7 u. 8) zum Grunde Iegen, daß, wenn 
wir die zuerft genannten zwei Punkte auf der einen Curve unverändert 
beibehalten, den gulegt genannten Punkt auf der andern Eurve aber fort 
bewegen, die Längen der erwähnten beiden Verbindungslinien fich zwar ver- 
ändern, ihre Differenz aber immer conftant bleibt; und diefer Sig 
ift blos dann zu, mobificiren, wenn bie beiden als feft zu. betrachtenden 
Punfte auf einer Hyperbel und zwar auf verſchiedenen Zweigen derſelben 
angenominen werden, ein Fall, in welchem nicht die Differen fündern, bie 
Summe der genannten Geräden conftant ifl. 

Mir Eönnen daher fagen; baß eine jede Linie zweiten Grades umzahlig 
viele Brennpunkte habe, welche ſaͤmmtlich in einer, auf ihrer Ebene ſenk⸗ 
rechten Ebene liegen *). Der Ort dieſer Brennpunkte iſt für eine Ellipſe eine 
Hyperbel, für eine Hyperbel eine Ellipſe und für eine Parabel eine Para: 
bel; die Scheitel des Ortes find diejenigen Brennpunfte der Linie, welche 





*) Dupin. 


t 


in ihrer. Ebone liegen, und bie, in der Ebene bes Onts hegenban: Dre: $. 68. 


puntte deſſelden find die Scheitel der Curve. 


II. Wir Enüpfen an diefe Ergebniffe folgende Betrachtung. Wenn 
wir durch Die Mittelpunkte von drei gegebenen Kugelflächen Sr, Sa, Ss eine 
Ebene (Eentralebene) legen, fo ſchneidet diefe Die drei Kugelflächen in- Drei 
Kreiſen Kı, Ka, Ks. Belchreiben wir in der genannten Ebene einen Kreis 
K,, der’ jene. drei Kreife. berührt, nehmen fobann ben Mittelpunkt dieſes Ber 
rührungsfreifes zu einen Brennpunkte einer Linie zweiten Grabes, welche 
wir durch die drei Mittelpunkte der gegebenen Kugelflächen legen, befchrei- 
ben wir ferner bie, diefer Linie zweiten Grades zugehoͤrende Curve; ſo iſt 


dieſẽe letztere Linie zweiten Grades der Ort des Mittelpunktes einer. veraͤn⸗ 


berlichen Kugelfläche Ss, melche die drei Kugeln Sı, Sa, Ss berührt (vergl. 
$.40, Aufg.61), was fi) aus dem unter II. Gefagten leicht einſehen laßt. 


$. 59. 

Mir haben in $. 44 (Aufg. 64) gefunden, daß bie Sangentialebene in 
einem Punkte xyz der Zläche u 
az?+-by?-+-cx?+2a'xy-+2b' xZ-+26 'y24-22"2 +2h” y+2e3+d = 0 MD Zu 
durch die Gleichung | 

(az’+cy+b’x+a')2 + — +3 ’x4+b")y + (b’/z’ + a'y+-cx-+c”)x 
+az7+byrcX+d=0 °  .:. @.- 
ausgedrückt werde. | | 

Jede Flaͤche des zweiten Grades koͤnnen wir, wie fruͤher gezeigt wor⸗ 
den iſt, durch eine Gleichung von der Form 

az? 4 by? +cx’+22'24+d = 0 9) 
ausdrüden. . ‚gür diefe: Form ift die Gleichung der Tangentialebene im 
Punkte z’y’z, wie wir Togleich finden, wenn wir, in 2), a, b, er bY- und 
c” gleich Null feßen, 
(+ a rbyyrır irn). (4) 


Aufgabe [92]. Die Bleichungen einer Släche zweiten Brades und 
einer Ebene find. gegeben. Es foll die Bedingungegleichung gefunden 
werden, welche befriedigt werden muß, wenn diefe Ebene eine Tangens 
tinlebene jener Släche feyn foll. 


J. Es ſeyen zuerſt J 
a2ꝰ 4 byꝰ 4 exꝰ =4 ; m HnyHpi+g = 0 
bie. gegebenen Sbelichungen. Eine jede Tangentialebene an der, durch bie 


— 


$. 59, erfie Gleichung ausgedruͤckten Flaͤche hat, wie wir. unmittelbar. aus der GElei⸗ 


chung (4) finden wenn wir darin a’. = 0 und d = — A-fegen; bie Femme 
az +by'y+oxz—ı =0. 
Identificiren wir diefe Gleichung mit der gegebenen Sleicuns ber: Ebene, 
ſo erhalten wir die drei Gleichungen v 
ag =0 ; by ; eqx '+)p = 2 . 
Und da x’, y’, 2 die Coordinaten bes Beruͤhrungspunktes find, folglich Die 


| gegebene Gleichung der Ebene befriedigen muͤſſen, fo haben wir ferner. 


mz ny 4 px +9=0. 
Segen wir in diefe Gleichung für x, y, 2’ diejenigen Ausbrüde, welche 
ung die vorigen drei Gleichungen geben, fo haben wir — 
(abpꝰ - aenꝰ bemꝰ) · ⸗ abeqq 6) 


welches die verlangte Bedingungegleichung iſt. 


II. Es ſeyen 
az? byꝰ ——E MZHNy+HPX+q = 0: 
die gegebenen Gleichungen. Setzen wir in die Gleichung (4) a’ = 0 und. 
d=0 ', fo zeigt fich, daß es bie Gleichung EEE 
azz.-byy-+exx = 0 oo 
ift, Die wir der gegebenen Sleichung der. Ebene‘ zur identificiren haben; wo; 
Durch wir die zwei Bedingungsgleichungen nn 
q=0 ; abhpꝰ + ach’ +ben? = 0 | (6) | 
finden. | 
IL Es feyen F 
: . a2? +by? + cx? +70. 5 MmZ-HNy+ PX-Hq =0 
die. gegebenen Gleichungen. Dann indem wir durch hafielbe Berfahren die 
Dedingungsgleichung 
a’(a’bp? +a’cn? +2bemg) = abo row 
IV. Es feyen zulegt . 
b? -a®+22z2 rd=0; MZ-HNY PX -+q 0. 
die gegebenen Gleichungen; fo ergiebt fich auf biefelbe Weiſe bie Zesingunge 


gleichung 
batp’ a — bedm? + 2bea amgm=0 ..:.. ® 


Nachdem mir Diefe Aufgabe geloſt haben, wollen wir ueterſuchen, welche 
| Punkte 


® 


Punfte eine Dangentialebene an einer Flaͤche zweiten: Grabes mit biefer- ge⸗ 6. 59: 
mein bat. 

Es ſey zuerſt 
a32b?2? + atc?y?-+-b?c!z? = a?b?c? (9) 
bie Gleichung der Fläche. Segen wir, daß c? eine pofltine ‚Größe fey, fo 
ift, wenn a? und b* von bemfelben Zeichen find, die Släche ein Ellipſoid 
oder ein elliptifches Hyperboloid, und es ift, wenn a? und b? von entgegen 
gefegten Zeichen find, die Fläche ein bpperbolifches Hyperboloid ($.47). Die 
Tangentialebene in einem Punkte x’y’z’ diefer Fläche hat zur Gleichung 

abzz +a’c’yy-+ hꝰ e x x = ab? , (10) 
und «8 ift zugleich J 
| | ab’zr + Aey? ber? = Aber . (11) 

Um nun gu finden, welche Punkte der Ebene (10) und der Fläche (9) ger 
mein find, müflen wir diejenigen Werthe von x, y, 2 aufiuchen, welche bie 
Gleichungen (9) und (10) zugleich befriedigen. Ziehen wir zu dem Ende 
von der Summe der Gleichungen (9) und (11) die boppelt genommene 
Gleichung (10) ab, ſo bleibt 

abrz— ZH Pb =-0. (1) 
Subtrahiren wir ferner von der Gleichung (10) die Gleichung (11), fo-bleibt 

ab’zr(z— zZ) Hay(y—y)+b’erx—xX)=0 . (13) 
Die Eliminasion von z— 2 zwiſchen den Gleichungen (12) und (13) giebt 
(ey? +b’ZRy-Y+2abretz’y(a-ry-Y)Hrb(er4az x? s0, (14) 
und diefe Gleichung drückt die Projection der ebenen Curve aus, in wel 
cher die Släche (9) von der Ebene (10) gefchnitten wird. Es kommt jegt 
darauf an, diefe Gleichung (14) zu discutiren. Multipkieiren wir fie mit 
(y’’+-b?z’?), fo erhält (x — x”)? den Eoefficienten 
b*|c* X’y?+ (ab’7? + -a2cty"? + b?c? x”)z”| . 

welcher fich in Solge der Gleichung (11) auf b*|e* — a?b?c? =) re re⸗ 
ducirt, und wir haben alſo | 

a!(c’y?+-b?z?)’(y — y)’+ 2atb’e’zy (ey? + — — y) 

+ (bte!z?y? 4 bez — xPm0, 
ober, was daſſelbe ift, 
La’C’y’+ b!z?)(y—y)-+b?c’ — + a’b’ez’(x— x’) = 0. 
Sind nun a® und b?, alfo auch a? und b° von demfelben Zeichen, fo wird 
20 
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$. 59; dieſe Sleichung, weil bie Summe zweier Duabrate nicht NEU ſeyn kann, 
offenbar nur befriedigt, wenn 
y-=y und x=x Eu 
ift, und fie drückt daher nur einen Punkt aus. — Sind aber a? und b*, 
alfo auch a? und b° von entgegengefeßten Zeichen, fo läßt fich die Slei- 
chung, wenn wir, falls a? pofitiv und b? negativ, — b? für b?, oder falls 
a? negativ und b? pofitiv, — a? für a? fegen, wie folgt, zerlegen: 
| ad(c’y? — b’z’)(y— y) — b?cCex’y’+ abz’)(x — xl \ 
x ja a?(c?y? — b’z By y)—b?c(ex'y’ —abzj(x — x’) = "y 
zerlegen, und drücke zwei gerade Linien aug, welche burch ben Punkt x’y’ gehen. 
Wenn alfo a? und b? von demfelben Zeichen find, d. i. wenn Die Fläche 
ein Eftipfoid oder ein elliptiſches Hyperboloid iſt, ſo hat die Tangentialebene 
in einem Punkte xyz nur, dieſen Berührungspunft mit der Flaͤche gemein; 
wenn aber a? und b? von entgegengefeßten Zeichen find, d. i, wenn bie 
Släche ein. hyperboliſches Hyperboloid iſt, fo wird fie von der Tangentjal⸗ 
ebene im Punkte Xy’z in diefem Punkte berührt und zugleich im zwei, durch 
biefen Punkt gehenden geraden Linien gefchnitten. 
Es ſey nun ferner | 
| a?y?-+- b?x? — 2a°b?z u (15) 
die Gleichung der Fläche zweiten Grades. Setzen wir, daß b? eine poſitive 
Größe ſey, ſo iſt die Släche ein elliptiſches oder hyperboliſches Paraboloib, 
3 -:je nachdem at. poſitiv oder negativ iſt ($. 48). Die Tangentialebene in 
einem Punkte xyz diefer Fläche hat zur. Gleichung n 
—— = a?b?(z+zZ) , .°..06) .: 
ya + b’x”? = 2arb’z . . ar. 
Ziehen wir von. der —* der Gleichungen (15). und (17) bie boppeit 
genommene Gleichung (16) ab, fo bleibt . 
ray - PP + bi(x— N)! = 0 ed 
Iſt nun nicht nur b? fondern auch a? eine pof tive Größe, fo drückt Siefe 
Gleichung offenbar nur den einen Punkt -x’y’ aus: Iſt aber a? negativ, 
und feßen wir „a? für a?, fo läßt fie-fich in u 
a(y— Nrb&—z))- ſa(y — -— —0 
zerlegen, und druͤckt zwei gerade Linien aus. Die Tangentialebene hat daher 
mit dem elliptiſchen Paraboloide nur den Beruͤhrungspunkt gemein, fir. ſchnei⸗ 


und es iſt zugleich 


⸗ 


— 0 — 


det aber das hyperboliſche Parabofoib in zwei durch bieſen Veruͤhrungẽpunlt $. 59. 
gehenden Geraden. 


Die hier gefundenen Nefultate, die’ wir mit it Abficht ohne weitete Vor⸗ 
bereitung, aus den Gleichungen der in Rede ſtehenden Flaͤchen hergeleitet 
haben, ergeben ſich ohne alle Rechnung, wenn wir die Coordinatenachſen ſo 
legen, daß die Tangentialebene ſelbſt eine Coordinatenebene z. B. die der xy, 
und der conjugirte Durchmeffer die Achſe der z wird. Alsdann hat bie 
Gleichung der Fläche, wie wir in $. 45 gefunden babe die som . | 

Az?-+ By?+ Cx?-+ 2A”z 
und die Sleichung der Tangentialebene im —*8 ber Eoorbinaten iſt 
2 = 0: en 


Dieſe hat demnach mit der Flaͤche Biejenigen Punkte gemein, deren Coordi⸗ 


naten die Gleichung 
By?+-6x? == 0 


befriedigen. Wenn B und C von demfelben Zeichen r nd; fo druͤckt dieſe 
letzte Gleichung nur den Anfangspunkt der Coordinaten, d. i. den Beruͤh⸗ 
rungspunkt aus; wenn B und C von entgegengeſetzten Zeichen find, ſtellt 
fie zwei, durch den Anfangspunkt gehende Gerade dar. In dem erfien Falle 
ift aber die Fläche entweder ein Ellipſoid oder ein elliptiſches Hyperboloid, 
oder auch, wenn A —O waͤre, ein elliptiſches Paraboloid; in dem zweiten 
Falle iſt Die Fläche ein hyperboliſches Hyperboloid, oder, wenn A = 0 wäre, 
ein byperboliſches Paraboloid. 


Wir halten es nicht fuͤr aͤberfluͤſſig, jetzt noch zu zeigen, daß jede Ebene, 
welche ein hyperboliſches Hyperboloid oder ein hyperboliſches Paraboloid in 
einer Geraden ſchneidet, dieſelbe Flaͤche nothwendigerweife noch in einer 
zweiten Geraden ſchneiden, und ſie zugleich in dem Durchſchnittspunkte die⸗ 
ſer beiden Geraden beruͤhren muß. Nehmen wir die genaunte Ebene zur 
Ebene der yz und die. gerade Linie; in welcher fie. die krumme Flaͤche ſchnei⸗ 
| det, zur Achſe der z, ſo iſt die Gleichung jener Ebene 
. Km 0 
und die Gleichung der Bläche zweiten Grades ift, weil z: änun se 
ben muß, wenn wie x = 0 und y = 0 feßen, . 

by?-+ cx’ + 2axy + 2b’xz + 2c’ya + 2b’y-+ 20x. =D 
Um nun die Ducchfchnitte ber genanuten Ebene mit biefer Fläche zu finden, 
brauchen wir nur im ber legten Gleichung x — 0 zu. feßen, wobur  " 
20* 


6. 59. 





(by + %e’z --2b")y = 0 
bervorgehet. Der, in ber Ebene ber yz befindliche Durchſchnitt beſteht alfo 
aus den beiden, durch bie Gleichungen 

y=0 und by + 2c’z 26 ==. 0 
ausgedruͤckten Geraden, welche fich in einem Punkte, deſſen Coorbinaten 


j H 
x=0; y=0; dh 


c 
find, ſchneiden. Die Tangentialebene in einem Punkte x'y’z’ unfre Flaͤche 
hat zur Gleichung 
(X +cWz-+(by-+aX-+cz-+b")y+(cxX-+a VHbz+ciHb’yYHcl=0, 
und wenn wir hierin für x’, y’, z die fo eben angegebenen Ausräde feßen, 


fo fommt 
N = 0 ; 


es ift alfo die Ebene der yz u, melche die Fläche in dem genannten 
Durchfchnittspunfte berührt, mag wir zeigen mollten. 


$. 60. | 
Aufgabe [93]. Die Gleichungen einer Släche zweiten Brades und 
einer geraden Linie find gegeben. Es foll die Bedingungsgleichung ges 
funden werden, welche Statt baben muß, wenn die gerade Kinie die ges 
gebene Släche berühren foll. 


L & ſey | N 
Az?+By?+ 0x? = 4 (1) 
die Gleichung ber gegebenen Släche, und es feyen | 
| eX—o)=az—y) ; (y—-P) = be) | 2) 
die Gleichungen der gegebenen Geraden. Geben wir der Gleichung (1) die 


Form | 
| Alz—y)*+Bl(y— + Cx— a)’ | | 
+2MAxz—)+2Bfy—-A)-+2Ceak-a)$=0 , @) 
+AP+-BR+Ct—} 
und eliminiren, gwifchen den drei Gleichungen (2) und (9, ( x— ec) und 


. v— PA) fo kommt 


(Ac’+Bb?+Ca?)(z—y)’+2c(Acy+BbfrCar)(z-HeAy4+BAH CA) . 
Hieraus ergeben fih, im Allgemeinen, für (z —) und alfo auch für z 
zwei verfchiebene Werthe, zu welchen, in Folge der. Gleichungen (2), zwei 
Werthe für x und für y gehören, und diefe zwei Coordinatenwerthe ent 
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fprechen den Durchfchnittspunften ber geraden Linie (2) mit der Flaͤche (1). 6. 60. 
Sol aber jene Gerade (2) die Fläche (1) berühren, fo müflen diefe beiden 
Durchſchnittspunkte zufammen fallen, die genannten Eoordinatenmwerthe alfo 
einander gleich werben. Damit dies Statt finde, muß die zuletzt angege- 
bene Gleichung zwei gleiche Wurzeln haben, und es muß alfo 
(Ay?+BA+-Co’—2)(Ac+-Bb’+Ca?)—(Acy+BbP-+Cae)” =0 (4) 
fenn, welches bie gefuchte Bedingungsgleichung ift. Diefer Gleichung Fün- 
neh wir auch die Form 
ABP+CA—1)®+BIAY’+Ca’—1)b’+C(Ay’+BA’—1) a) _ 0 (5) 
— 2BCofab — 2ACeyac — 2AB/rbc 
geben. Ä 
I. Es ſey 
Az?’+By’+Cx?’+2A’z = 0 (6) 
die Gleichung der gegebenen Fläche, und wie vorher das Gleichungsſyſtem 
- (2) dasjenige ber gegebenen Geraden. Alsdann finden wir auf biefelbe 
Weiſe die Bedingungsgleichung 
(Ay°+Bß*+Ca?+2A”y)(Ac’+Bb?+Ca?)-(Acy+Bbß4HCaa-A”c)? = 0 , (7) 
oder, mag daflelbe ift, 
|A(B#*+Ca+H4A”y)-A”2|cHB(Ay —E Nb+O(AyHBH2A')a_ g , (8) 
 — 2BCafab — 2C(Ay — A”)aac — 2B(Ay — A”)Abc 
II. Es fey endlich 
By’+Cx?+2Az = 0. (9) 
die Gleichung der gegebenen Fläche und das Gleichungsſyſtem (2) drücke 
bie gegebene Gerade aus. Alsdann finden wir, indem wir in der Gleichung 
(8) A =.0 feßen, die Bedingungsgleichung 
A? — B(Co?+- 2A”"y)b?— C(BA?’-+ | = 0 (10) 
+ 2BCofab — 2A”Coac — 2A”B/be 


Aufgabe [94]. Eine Släche zweiten Grades und ein Punkt find 
gegeben. Es foll der Ort aller Beraden gefunden werden, welche durd) 
den gegebenen Punkt geben und die gegebene Släche berühren. 

Es ſey 

Azꝰ Byꝰ Cxꝰ = 1 (1) 
die Gleichung ber gegebenen Flaͤche, und c, 8, ſeyen die Coordinaten des 
gegebenen Punktes. Alle Geraden, welche durch den gegebenen Punkt geben, 
find durch das Gleichungsſyſtem 
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$ 6o | ek) =az-y) ; W-M=be-) !) 0 
auszudruͤcken. Damit aber diefe Geraden die gegebene Fläche berühren, muß 
die Bebingungsgleichung (5) befriedigt werden. Segen wir in Diefe Glei- 
hung (5), in Folge der Gleichungen ie | 

a _X—-0 „yzh, 


ce 2-7 ’ 00 2 





fo kommt 
"A(Bß*+Ca2-I)2-Y)HB(Ay4C’-)(y- JH C(AyHBPR-I)x-a)? 
PBORPR IA) BA Carter) FABB7( y-Az-y) 
melches die Gleichung de gefuchten Drtes ift. Diefer Ort ift demnach, ing 
Allgemeinen, eine Kegelfläche zweiten Grabe, deren Mittelpunkt (Scheitel) 
in bem gegebenen Punkte «Ay liegt; und dieſe Kegelfläche wird ein Be: 
rübrungsfegel der Zläche. (I) genannt. Es begenerirt dieſer Beruͤhrungs⸗ 
fegel in einen Punkt, nämlich in den Punkt afy, wenn, von diefem gege- 
benen Punkte aug, Feine Gerade gezogen werben kann, welche bie gegebene 
Flaͤche berührt; es degenerirt derfelbe Kegel in eine Ebene, wenn ber geges 
bene Punkt &ßy auf der gegebenen Fläche liegt, und zwar alsdann in bie 
Tangentialebene diefes Punktes; es degenerirt der nämliche Kegel im zwei 
. ‚Ebenen, wenn bie gegebene Släche (1) felbft eine Kegelfläche ift, und das 
EGShyſtem biefer beiden Ebenen degenerirt toiederum in eine Gerade, wenn fich 
von dem gegebenen Punfte «Pr aus Feine anderen Geraden ziehen laflen, 
telche die gegebene Kegelfläche (1) berühren. 

Die Coordinaten aller Punkte, welche der Berührungsfegel (11) mit 
der gegebenen Fläche (1) gemein hat, befriedigen die Gleichungen (1) und 
(11) zu gleicher Zeit. Sie befriedigen daher auch die Differenz dieſer bei- 
den Gleichungen. Multipliciren wir die Gleichung (1) mit dem conftanten 
Factor AP? - B Coꝰ -A, und ſubtrahiren von dem Producte die Glei⸗ 
chung (11), welche auch 

ABA? + Ca? — 1)2?-+ B(Ay?-+ Ca?— A)y? Ay B#—2A)x°?) | 


-0, 


— 2BCofxy — 2ACayxz — 2ABPyyz 
+ 2)(Ayz + By + Cax) — A(Ay?-+ BA? + Ca?) 
gefchrieben werden Eann, fo bleibt 
(Ayz+BAy + Ca — =0 , 
eine Gleichung, welche eine Ebene ausbrüdt. Die Punkte, welche ber Ber 
rührungsfegel mit der gegebenen: Fläche gemein hat, liegen. alfo in einer 
Ebene, und jener Kegel berührt demnach dieſe Fläche in einer ebenen Curve, 


— 31 — 


welche wir die Beruͤhrungscurve nennen. Zu demfelben Reſultate werben 
wir in der Löfung der folgenden Aufgabe auf einem andern Wege gelangen, 
zuvor aber wollen wir noch bemerken, daß wenn, ſtatt der Gleichung (1), 


die Gleichung Berne ©. 


$. 60. 


biejenige der gegebenen Släche ift, der Beruͤhrungskegel / deſſen Wilepnat 


(Scheitel) im Punkte &fy liegt, durch. die Gleichung 
De RN —— a. 
+2BCapf(g-@)(y-B)—2A”’Ca(z-a)(2-7)-2A’BAy-B)z-7) 
ausgedrückt wird, was fich vermitselft ber Bedingungsgleichung (10) er⸗ 
giebt. Iſt aber, allgemein, 
a2?+by?-+-cx?-+22’xy-+2b’x2-+20’ vz+2a "24.26 y-+2c "g+d = 0 a3) . 
die Gleichung der gegebenen Flaͤche, ſo findet ſich, auf aͤhnliche Weiſe, 
 P=M-N (14) 
als die Gleichung desjenigen Beruͤhrungskegels, deſſen Mittelpunkt im Punkte 
aßy liegt, wenn wir 
(ay +cP+ be + a’) + (ey +b9-+da+ Mn durch p 
"(b’ yraß+ce+c)+ay+b’f+ca+d I 
ay?+b%4-c00?-+22 0-4 2b’ ayrr-2e/Py-+-22”74-2b”842c’a+d dur M , 
a2? -+-by’-+ex’+-2a’xy-+2b'xz +2c'y2+22’z+2b"y-+2c'"x+d durch N 
bezeichnen. 


$. 61. 

Aufgabe [95]. Es iſt eine Släche zweiten Grades und ein Punkt 
gegeben. Man ſoll den Ort der Punkte finden, in welchen diejenigen 
Tangentialebenen der Flaͤche, welche durch den gegebenen Punft ‚geben, 
diefe Släche berühren. 


Es ſey 
— yz+23 "7-+2b” y+2c’s+d=0 (l) 
die Gleichung der gegebenen Fläche, und «8 feyen t, u, v Die Coordinaten 

des gegebenen Punktes. 
Nennen wir Die Coordinaten eines Beruͤhrungspunktes x, y, — ſo iſt 
‚die Gleichung der Tangentialebene in dieſem Punkte ($. 44. Aufg. 64). 


(az’td'y+b’x'ta”)z4(c'z+by’4n'x'+b")y+(b’zta yrex’tc”yx+a’ztb"yrc’x td = 0 


Sol dieſe Tangentialebene durch den Punkt tuv gehen, fo muß ihre Glei⸗ 
hung von feinen Coorbinaten befriebigt werden, fo daß wir haben 





— — — 
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$- (az j 
— Maizib'y teztd=0 , 


oder, mag baffelbe ift, . 


(avrtcutb'tta’)z’H-v+butaittb”")y’+Hcb’vtalutettc")Xta’vtbtutcttd = 0 . 


Da vun ferner der Beruͤhrungspunkt auch auf ber gegebenen Fläche liegt, 
fo befriedigen die Coordinaten x’, y, 2 nicht nur die fo eben aufgeftellte 
Gleichung, fondern auch die Bleichung biefer Fläche, und. wenn wir die Ac⸗ 
cente von den Eoorbinaten des Berührungspunftes, deſſen Ort wir fuchen, 
meglaffen, fo haben wir zur Beftimmung biefes Ortes bie Gleichung 

(av+tc’urb’t+a”)z+(c'v+buta’ttb”)y+(b’vralutette”)xta’v+b’utc’ttd= 0 (2) 


und die Gleichung (1) der gegebenen Flaͤche. Der gefuchte Ort ift dem: 
nach diejenige Eurve, in welcher die gegebene Zläche (1) von der Ebene (2) 
gefchnitten wird, und fomit eine Linie zweiten Grades. 

Die Ebene (2) it, wie wir fehen, immer reell, es mögen fich durch 
den gegebenen Punkt tuv Tangentialebenen an die Fläche (1) legen laſſen 
oder nicht. . Diefe Ebene fchneidet aber nur in bem erſten Falle die Släche 
(1) in einer reellen Eurve. 2 

Ziehen wir in einer jeben ber, durch den gegebenen Punkt gehenden 
Tangentialebenen diejenige Gerade, welche biefen gegebenen. Punkt mit dem 
in derfelben Ebene liegenden Berührungspunft verbindet, fo bilden alle diefe 
Geraden den, in der vorigen Aufgabe, betrachteten Berührunggfegel, gu wel⸗ 
chem die fo eben genannte Linie zweiten Grades ald Berührungschrve gehört. 


Die Loͤſung der legten Aufgabe giebt zu folgenden wichtigen Bemer⸗ 
fungen DBeranlaffung. 

Es erhellet aus der Form der Gleichung (2), welche mit der Gleichung 
(11) des $. 25 identiſch iſt, daß in jedem Falle, es mag ſich nämlich von 
dem Punkte tuv aus ein Berührungskegel an die Släche (1) legen laſſen 
oder nicht, diefe Ebene (2) als Polarebene des Punktes tuv, und demnach 
ber Punkt tuv ald Pol der Ebene (2) zu betrachten if. Es werden fomit 
durch eine jede Fläche zweiten Grades, auf biefe Weiſe, zwei reciprofe Sy⸗ 
fieme conftituirt, welche, zufolge Desjenigen, was wir in $. 25 gefehen ha⸗ 
ben, auch reciproßsTiegend find. — Da die Eonftanten in der Gleichung (2) 
diefelben find, als diejenigen, welche in der Gleichung (1) der genannten 
Stäche vorfommen, fo ift mit Biefer Släche zugleich die Neciprocität ber beis 
den Spfteme und ihre. Lage im Raume individnalifirt; deshalb nennen mir 
die Fläche (1), aus deren Sleichung wir bier die Gleichung (2) ber Polar: 


— 313 — 


ebene abgeleitet haben, die Directrix der Neciprocität. Wenn bie Glei⸗ 6. 61. 


chung ber Polarebene (2), oder, was daflelbe ift, wenn die Gleichung, durch 
welche die Begiehung zweier reciprofen und reciprofsliegenden Sy 
fieme gegeben ift, fo finden wir die Gleichung (1) der Directrix badurch, 
dag wir in der gegebenen Gleichung 2) x — 2, u=yundt=x ſetzen, 
wie der Augenfchein Ichre. Die Directrie zweier reciprofen und reciprofs 
liegenden Spfteme ift demnach der Ort derjenigen Pole, welche in ihren 
Dolarebenen liegen. 

Daraus, daf die Ebene der Berührungscurve des, von einem Punkte 
tuv aus, einer Fläche zweiten Grades umfchriebenen Kegels als Polarebene 
dieſes Punktes zu betrachten iſt, ergiebt fich der folgende 


Sebrfag [25]; Wenn der Mittelpunkt (Scheitel) eines Kegels, 
welcher einer Släche zweiten Brades umfchrieben ift, fichb auf einer Ebene 
bewegt, fo drebt fich die Ebene der Berübrungscurve um einen Pimkke, 
wenn aber derfelbe Mittelpunkt fich auf einer Geraden bewegt, fo drebt 
fich die Ebene der Serührungscurve um eine Gerade; und umgekebrt, 
wenn die Ebene der Beruͤhrungscurve fib um einen Punks drebt, fo 
befchreibt der Mlittelpunft des Beruͤhrungskegels eine Ebene, wenn aber 
die Ebene der Beruͤhrungscurve ſich um eine Berade drebt, fo befchreibt 
derfelbe Mittelpunft eine Gerade. 


‚Set gehen wir an die Löfung der folgenden 

Aufgabe [96]. Es iſt eine Släche zweiten Brades und eine gerade 
Sinie gegeben; man foll diejenigen Tangentislebenen jener Släche finden, 
welche die gegebene Gerade enthalten. 


Da die Pole aller Ebenen, welche die gegebene Gerade enthalten, in 
der Polarlinie diefer Geraden liegen, fo werden auch die Pole der gefuchten 
Tangentialebenen in biefer Polarlinie befindlich feyn; da aber eben dieſe 
Pole zugleich die Beruͤhrungspunkte derfelben Tangentialebenen find, und 
alfo auf der gegebenen Fläche liegen, fo find fie die Durchfchnittpunfte der 
genannten Polarlinie und der gegebenen Flaͤche. Wenn alfo die Gleichung 
(1) diejenige der gegebenen Fläche ift, und- wenn die Gkichungen 

| y-m+m.; xen-+r | (3) 


die gegebene Gerade ausdrüden, fo find, zufolge $.. 23. (G. 7), die Glei⸗ 
dungen der Bolarlinie 
(a+c’m+-b’n)z-+(e +bm-Ha'n)y-+{(b’+am+en)x+a"+b’m+cn=0;) 
(C’m'+b’n+a’)z+-(bm’ta’n‘+b”)y-+(a/m’ ten'te”)x+b’m’+c"n-+-d = 0 


(4) 
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K.61. Beſtimmen wir aus” dieſen Gleichungen (4) und der Gleichung (1) die 
Werthe von x, y, z, und legen durch bie gegebene Gerade (3) und durch 
einen jeben der, auf dieſe Weiſe beſtimmten Punkte eine Ebene, fo ift eine 
jebe diefer Eberien die verlangte Tangentiatebene. 

Nenn bie gegebene Gerade bie Fläche zweiten Grades ſchneidet, fo giebt 
es, falls dieſe geradlinig tft, im Allgemeinen, zwei "Tangentialebenen, unb 
falls fie nicht geradlinig if, im Allgemeinen, Feine Tangentialebene, welche 
die gegebene Gerade enthält. Wenn aber jene gegebene Gerade die Fläche 
zweiten Grades nicht fchneibet, fo giebt es, falls Diefe geradlinig ift, im All⸗ 
gemeinen, Teine Tangentialebene, und falls fie nicht geradlinig ik, im Allge: 
meinen, zwei Tangentialcbenen, welche ‚bie gegebene Gerade enthalten. 


Aufgabe [97]. An eine gegebene Släche zweiten Brades eine Tan: 
. gentiglebene zu legen, welche einer gegebenen Ebene parallel ift. 
Es fey die Gleichung (1) diejenige der gegebenen Flaͤche zweiten Gra⸗ 


des, und 
mz+ny+p+1=0 (5) ' 


fey bie Gleichung der gegebenen Ebene. Nennen wir die Coordinaten des 
noch. unbekannten Beruͤhrungspunktes x’, y, zZ, fo ift bie Gleichung der 
Sangentialebene 

(az'+c'y+b’xX ta”)z+-e'z+byta'x’+b”)y+(b’z’ta/y’+ex’+c Mg4a'z’+b"y4c'z+d =0. 
Da aber dieſe Tangentialebene ber gegebenen Ebene (5) parallel ſeyn ſoll, ſo muß 


cz+bytaxsıb _n . b7+ayreX+c _p . 
az +-cy+bX+a’” m ’ az +cy+bx+a@ m 


Schaffen wir in dieſen Gleichungen Die Nenner fort, fo Eommt , wenn wir 
die nicht mehr noͤthigen Accente von den Coordinaten bee Beruͤhrungs⸗ 
punktes weglaſſen, 

m(da+ by+ax-+b”) = nla2 + ey+bx-+ a”) ; (6) 

m(bz + ay+cx +0’) = paz + cy+b'x +a’) 

Entwickeln wir aus biefen ‚beiden Gleichungen (6) und der Gleichung (1) 
x, y, 2, fo erhalten wir für eine jede diefer Größen, im Allgemeinen, dop⸗ 
pelte Werthe. Auf diefe Weife find die Coordinaten von zwei Punkten ber 
Fläche (1) beftimmt, in denen die Zangentialebene der gegebenen Ebene (5) 
parallel iſt; wodurch die Aufgabe als gelöft betrachtet werden Eann. 

Mir bemerken hierbei, daß die Gleichungen (6) eine Gerade darſtellen, 
und dag dieſe Linie durch denjenigen Punkt geht, für welchen 
az+-cly-+b'x+a” = 0°; cCz+by+ax+b" = 0 ; bzrayrex+c" = 0 
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iſt. Diefer Punkt iſt aber. der Mittelpunft Der Fläche (1), wie wir in 9.42. 6. 61. 
(Aufg.63) gefunden haben, und die Gerade (6) ift fomit. ein Durchmefler _ 
biefer Fläche. Es erhellet hieraus, daß an ein Paraboloid und an eine 
Kegelfläche nicht. zwei Tangentialebenen gelegt werden konnen, die einander 
parallel find. 
. 62. . 
Es iſt hier der Ort die einzelnen Säle zu betrachten, welche die, im 
vorigen $. angeführte Gleichung (1), indem: fie zur Directrie der Reciproci⸗ 
tät genommen wird, darbietet. 
IL Es fey die Directrix ein Eiipfoid, und durch die, auf deſſen Ach⸗ 
ſen bezogene Gleichung 
a’b’z?+-.a’c’y’+ pꝛeꝰxꝰ = a2b?c? 101) 
ausgedruͤckt. Alsdann iſt die Gleichung der Polarebene eines Punktes tuv, 
oder, was daſſelbe iſt, die Gleichung, welche die e Veiehung der Reciprocitaͤt 
der beiden Syſteme darſtellt, 
ad?h?ꝰ vↄ 4 aꝰeꝰuy 4 heeetn — aꝰhꝰcꝰ .. (2) 
Da diefe Gleichung (2) die Form der erften Gleichung (26) des $. 25 hat, 
fo ift die. Reciprocität der beiben Spfteme elliptifh. — Drehen wir das 
Spftem der tuv um eine der drei Coordinafenachfen, z. B. um die Achfe 
der v, biß der Drehungswinfel zwei rechte beträgt, ſo geht die Gleichung 
2) in 
a?b’vz — atc’uy — b?ettx = a?b?e? @) 
über. Die beiden reciprofen Spfteme find in diefer neuen Lage wieder re 
ciprofsliegend, da auch die Gleichung (3) in Beziehung auf x u. t, y u. u 
und z u. v fommetrifch if. Die durch. diefe Gleichung (3), deren Form 
mit der Zorm der zweiten Gleichung (26) des $. 25 übereinflimmt, ausge 
drückte Reciprocitaͤt iſt eliptifch ‚geblieben ‚und als Gleichung ber Directrig 
Ruben wir, indem wir t — XR, u — Yy und p2 feßen, 
a’b’z? - a’c’y?— b’c’x? = a’b?c’ 
dieſe Direetrix iſt alſo ein elliptiſches Hyperboloid. — Aehnliche Reſultate 
ergeben ſich, wenn wir das Syſtem der tuv um bie Achfe der u und um 
die Achfe der t drehen. 
D. Es ſey die Directrix ein luptiſches Brradobid und durch die 
auf deſſen Achſen bezogene Gleichung | 
a?b?2? — a’c’y?— b’e’x? = abe (4) 
enger. Alsdann ift die Gleichung der Polarebene eines Punktes tuv, 
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daſſelbe it, die Gleichung, weiche die Reciprocität der beiden 
& er. ober; Harſtellt, 
ab?vz — atc’uy — b’e’tz = alb’e? . (5) 
Gleichung bie Form der zweiten Gleichung (26) des $. 25 bat, 
Da vie Reciprocitaͤt elliptiſch. — Dreben wir das Eyftem der tuv nach 
fo ip die um bie Achfe ber v, der u und der t, und zwar fo lange, bis ber 
einander gwinkel zwei rechte beträgt, fo geht die Gleichung (5) nach ein- 


Drebungf 

ander in ab’vz + atoduy + b’tx = a’bte | (6) 
— a?b’vz — a’c’uy + b?e!tx = a?b’e? | (7) 
— a’b’vz +a?c?uy — b?c’tx = a?b?c? (8) 


über. Die beiden reciprofen Spfteme find in biefen neuen Lagen wieder 
reciprofsliegend, .und als Gleichung der Directrig der Neciprocität, welche 
elliptiſch geblieben ift, finden wir nach einander 


ab +- acy’+- ber? = a’b?eR 
2b’2?-+- a’c’y’ — b’e’x? = — a’b?c? 
a?b?z? — ac’y?-+-b?c’x? = — a?b?c? 


Die Directrie für die erfte veränderte Lage iſt demnach ein Ellipfoid, und 
für die zweite und dritte veränderte Lage ift fie wieder ein elliptiſches Hy⸗ 
perboloid. 

II. Es ſey die Directrix ein hyperboliſches Hyperboloid und durch 
die, auf deſſen Achſen bezogene Gleihung 


a?b’z?-+- a’c?y?— b’e?z? = a?b’c? (9) 
ausgedrůckt. Alsdann iſt die Gleichung der Polarebene eines Punktes tuv 
ab’vz + aꝰcꝰ uy — b?etx = a?b?c? | (10) 


welche zugleich die Neciprocität der beiden Syſteme ausdruͤckt. Da biefe 
Gleichung (10), der Form nach, mit ber vierten Gleichung (27) im $. 25 
übereinftimmt, fo ift bie Neciprocität hyperbolifch. — Drehen wir dag Sy: 
fiem der tuv nach einander um die Achfe der v, der u und ber t, wodurch 
die beiden Syſteme von neuem reciprof liegen und bnperbolifch - reciprof 
bleiben werden, fo finden wir als Gleichung der Directrix in dieſen neuen 
Lagen nach einander 

a?b?’z? — a?c?y? bꝛex⸗ = a?b?c? 

— ab?z? + adc?y?-+- b?c’x? — a?!b?c? 

— 23h2z? — 2c2y? — b’exz? — a?b?c* 
Die Directrie für die erfle und zweite veränderte Lage ift alfo wicber ein 
buperbolifches Hyperboloid; die Directrix für Die dritte veränderte Lage der 





az a2 =2.2= vn =. 
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beiden Syſteme iſt aber eine imaginaire Fläche, d. h. bei dieſer Lage befin- 6. 62. 
det fich Fein Punkt in feiner Polarebene. 
IV. Es ſey die Directrig eine Kegelfläche, und 


2b’z? + acy?— b’e’r? = 0 au 
deren Gleichung in rechttwinkligen Coordinaten. Alsdann iſt es die Gleichung 
aꝰhꝰvz + ac’uy— b’ctx = 0 | (12) 


‚welche bie Polarebene des Punktes tuv und die Neciprocität der beiden 
Syſteme darftellt. Diefe ift folglich von der fpeciellen Art, welche wir in 
$. 28 die conifche Reciprocität genannt haben. — Drehen wir dag Syſtem 
der tuv nach einander um eine jede der Coordinatenachfen, fo werden die 
beiden Syſteme von neuem reciprof: liegend, indem fie conifch-reciprof blei- 
ben. Als Gleichung der Directrie in dieſen neuen Lagen finden wir nach 
einander 
ab acy? ber —=0 | 
ab’ — aey?— ber? —=0 , 
ab’z’ -a’cy? + b’e’x? = O0 
Die Directrie für die erfte und zweite veränderte Lage ift alfo wieder eine 
Kegelfläche; die Directrix für die dritte veränderte Lage aber ift ein Punkt. 
- Eine jede der vier Flächen, welche wir bis jegt betrachtet haben, hat 
einen Mittelpunkt, und dieſer ift offenbar auch der gemeinfchaftliche Mittel: 
punft der beiden reciprofen und reciprok⸗ liegenden Spfteme, weldye durch 
jene Släche conftituirt werben. 
V. Es ſey die Directrig ein elliptifches Paraboloid und in rechtwinf: 
ligen Coordinaten durch die Gleichung ($.48. 6.D). 


2a’b’z + a’b’h = a’py?-+ b’px? | (13) 
dargeſtellt. Alsdann ift e8 die Gleichung 
a?b?z + a?b?’v-+ a?b?h = a’puy + b?ptx , (14) 


welche ſowohl die Polarebene des Punktes tuv als auch bie Reciprocitaͤt 
der beiden Syſteme ausdruͤckt. Diefe reciprofen Spfteme haben, eben fo 
wie ihre Directrix (13), Teinen Mittelpunkt, was wir, in der Kürze, auf 
folgende Art nachzumweifen nicht für überflüffig halten. Sind nämlich in 
der Gleichung 

my#nx=z+gqg 
bie Eoefficienten m und n conftant, q aber veränderlich, fo drückt dieſe Glei⸗ 
hung alle einer beftimmten Ebene parallele Ebenen aus, und wir haben, 
um den Ort der Pole alter. biefer parallelen Ebenen, d. i. ben conjugirten | 
Durchmeffer, zu finden, die Sleichuvgen 





$. 62. 


' t 
am ; —X veheg, 


aus welchen wir 
n 


u — pe ; t=-a 
p x 

finden. Jeder Durchmeffer des einen oder des andern der beiden Syſteme 
ift alfo auf der Ebene der tu oder der xy fenkrecht; folglich find alle Durch- 
ıneffer einander, und der Achſe des Paraboloidg parallel; die beiden recipro- 
fen Spfteme haben daher Feine Mittelpunfte vergl. $. 23). — Dreben 
wir das Syſtem der tuv um die Achfe der v, d. i. um bie Achfe bes Para- 
boloids bis der Drehungswinkel zwei sche beträgt, fo geht die Gleichuns 
14) in 
MB aab?z + a?b?v +abh = —ä puy — b’ptx 


‚über, und da diefe legte Gleichung in Beziehung auf z u. v, y u. u und 


x u. t ebenfalls fpmmetrifch it, fo find Die beiden Syſteme von neuem re 
ciprofsliegend. Bei dieſer veränderten Lage der ‚beiden teciprolen Syſteme 
iſt ihre Directrix durch die Gleichung 
22°b’z + h = — aꝰpyꝰ - b?’px? 

ausgedrückt, und Daher wieder ein ellipfifches Paraboloid, welches. auch dem, 
durch. die Gleichung (13) ausgedruͤckten Parabolside vollkommen gleich iſt 
aber eine entgegengeſetzte Lage hat. — Wollten wir dad Syſtem ber tuv 
um die Achſe der u und ber t drehen bis der Drehungswinkel zwei rechte 
beträgt, fo würde die Gleichung (14) refpective in bie Gleichungen 

a2b?v — a?b?z = _a?b?h — atpuy -+ b?ptx ; 

aꝰhꝰv — a’b’z = a’b?h + a’puy — b’ptx 
übergehen, welche in Beziehung auf v u. 2, y u. u und zu. t nicht ſym⸗ 
metrifch. find; denn wenn wir v mit z, u mit y und t mit x gegenfeitig 
vertaufchen, fo bleiben Die gmweiten Theile ungeäudert, wärend die erſten 
Theile ihr Zeichen wechſeln. | 


VL Es fey die Directrig ein hyperboliſches Paraboloid, und in recht⸗ 
winkligen Coordinaten durch die Gleichung 


2a?b?z + aꝰhꝰh — 2? py ’— b’px? (15) 
dargeſtellt. Alsdann ift es die Gleichung ws 
- a?b?z + a?b?v + a’b’h = a’puy — baptx. y. "A6) 


weiche fotwohl die Polarebene des Punktes tuv als die Recipröcität der beis 
den Syſteme ausdrüdt. Auch dieſe Syſteme haben, eben‘ fo wie ihre Di: 
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rectrix, keinen Mittelpunkt, indem alle ihre Durchmefler- einander und der 6. 62. 
Achſe des Paraboloids (15) parallel find, was fich wie in V. zeigen läßt. — 
Drehen wir das Syſtem der tuv um die Achſe der v, d.i. um die Achfe 
des Paraboloids bis der Drehungswinkel zwei rechte beträgt, fo geht Die 
Sfeihung (16) in 

a?b’z +a’b’v-+a’b’h = — a’puy + b’ptx 
über, und die beiden Spfteme find von neuem reciprofzliegend. Bei diefer 
veränderten Lage ift die Directrig ber beiden Syſteme durch die Gleichung 

2a°’b?z-+a?’b?h = — a?py? +b?px? | 

ausgedrückt, und daher wieder ein hyperboliſches Paraboloid, welches auch 
dem, durch die Gleichung (15) ausgedrückten Paraboloide vollkommen gleich 
ift aber eine ‚entgegengefegte Lage bat. 


VO. Iſt die Directrir eine Kugelfläche und in rechtwinkligen Coor⸗ 
dinaten durch die Gleichung 


Ar yon: ö am | 
ausgedruͤckt, fo ſtelt die Gleichung | | 
vz+uy+Hz=r — ¶8) 


die Beziehung der Reciprocitaͤt der beiden Syſteme dar. Dieſe ſpeeu⸗ Art 
der Reciprocitaͤt haben wir in $.26 beſonders betrachtet. Hier kann eins 
der beiden Syſteme um irgend einen Durchmefler der Kugel gedreht werden 
bis die Drehung zwei rechte Winkel beträgt, und die beiden Syſteme find 
dann immer von neuem reciprofsliegend. 


VII. Iſt die Directrig eine beliebige Notationgfläche zweiten Gradeg, 
welche einen Mittelpunkt hat, fo Fann eins der beiden reciprofen Spfteme 
nicht nur um die Rotationsachfe der Fläche, fondern um jeden beliebigen, 
auf der Notationdachfe fenkrechten Durchmefler der Flaͤche gedreht werben 
bis bie. Drehung zwei rechte Winfel beträgt, und es find dann Die beiden 
Spfteme von neuem reciprofsliegend. 


IX. Sl die Directrig ein ‚gleichfeitigs hyperbolifches Paraboloid, und 
deflen Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten (9. 48. &.5) | 
z=%2y, (19). 
fo if die Polarebene eines Punktes tur, alfo auch die Sesiehungegleichung 
der Reciprocitat | 
: SZHCV wa tyRWX . 0.2.2. (20) 





_ m — 

S zw nach zinanber um eine jede der Coordina⸗ 
| ber 
| zu Decben wir bed Sohe 2 ufei we ed ref beträgt, fo geht bie Gleichung in 
* denachſen 656 ber Drede zer - ty- ux 

ceæ — c - tyux 

zg—-v=+lWy-—uxX 
\ prei Steihungen find fämmtlich in Begiehung auf v u. 2, u 


über. 1 x fommetrifh, alfo find die beiden Spfteme in ben drei 
u. 


wieber reciprofsliegend. Wir finden, daß die Directrix für Die 


* age, dur 
eiſte veraͤnderte Lage, durch e xy 
bargeftellt wird und alfo wieder ein byperbolifches Paraboloid ift, wie es 
auch zufolge VI. feyn muß, da das Syſtem der tuv um bie Achfe des Pa- 
raboloids (19) gedreht worden if. Wir finden aber ferner, indem wir 
y=2z, u=y, t=x feßen, daß die Directrie für die zweite und 
dritte veränderte Lage gänzlich verſchwindet, d. i. daß nicht blos Punkte die 
einer beflimmten Fläche angehören, fondern daß jeder Punkt in feiner Por 
larebene liegt. Die Keciprocität, welche durch ein gleichſeitig⸗hyperboliſches 
Paraboloid conftitwirt wird, ift alfo diejenige, welche wir, nach Herrn Mös 
biug, in $.27 ausführlich betrachtet "haben. 


96. 


Aufgabe [98]. Es iff eine Släche zweiten Brades und ein Punft 
außerbalb derfelben gegeben. Es foll der Ort der Durchfdhnittslinie von 
zwei Langentialebenen der Flaͤche gefunden werden, welche durch den 
gegebenen Punkt geben und fich rechtwinklig fchneiden. 

Es ſey in rechtwinkligen Coordinaten 

az’ - by rc =1 .@ 
die Gleichung der gegebenen Fläche und «Ay ber gegebene Punkt. Zwei 
Ebenen, welche durch dieſen gegebenen Punkt gehen, find durch die Glei⸗ 


chungen 
2-7+nW—-A)+p@—e) = 0 (2) 
2-y+nW-N+pPa-e)=0 (3) 
auszudrücden. Sollen biefe Ebenen die Släche CL) berühren, fo muß 
($.59, G. 5) | 
| abpꝰ nacn? +be = abey--nß-+pao) ,„ .. (4) 
abp?-+acn” +be = abe(y + n®-+ pe)? , (5) 


und follen Diefelben Ebenen auf einander fenkrecht ftehen, fo muß ferner 





- a — 


1--nn’+pp = 0 @(6) 
feyn. Nun könnten wir, um den gefuchten Drt su finden, n und p aus 
den Gleichungen (2) u. (4), und n’ und p’ aus den Gleichungen (3) u. 
(5) beftimmen, und die fich ergebenden Ausbrüde in (6) fubflituiren. Da 
aber die Ausdruͤcke für n und p offenbar diefelben feyn würden als die für 
no’ und. p’, diefe. Größen inzwiſchen nicht einander gleich feyn dürfen, weil 
Die Ebenen (2) und (3) nicht zufammen fallen follen; fo müflen van den dop⸗ 
pelten Werthen, welche dieſe Ausdrücke darftellen, die einen für n u. p, und 
Die anderen für m’ u. p’ genommen werben. Nun ift es aber nicht nöthig 
die Ausdrüce für n, p, m und p’ aufgufuchen, ſondern es reicht bin wenn 
wir nur die beiden Producte nn’ und pp’ ausdrücen, und .diefe Producte 
find, in Folge des.fo eben Gefagten, die letzten Glieder der, durch Elimination 
aus (2) u. (4) und aus (3) u. (5) darzuftellenden Gleichungen. Wir brau- 
chen alfo diefe Gleichungen nicht aufzulöfen, fondern wir dürfen blog ihre 
legten Glieder refpective für nn’ und für pp’ in die Gleichung (6) ſubſti⸗ 
tuiren, wodurch wir 
[ab(I — 00) + acll bA)]z- 7)° 
+[abll— ea) +bel— a) -· 
+-[ac(l — 66%) + bel — a7) 1x e)* =) 
+2abe [ax —a)(y—M)-+Hay(&-a)(2-7)+Brly-P)\z-y)] 
als Gleichung des gefuchten Drtes erhalten. Diefer Gleichung Eönnen wir 
auch die Form | 0 
a(b+c)(2— 7)’ +bla+o)(y— A’ +car+b)(z—e) = 
abe Nr G— 
+20P(&—a)(y— P)+2ay(&—e)(2-Y)+2Py5-P)(z—y) 


= 
FR 
. 

| 


geben. Der gefuchte Ort ift demnach eine Kegelfläche vom zweiten Grade, 


deren Mittelpunft (Scheitel) in dem gegebenen Punkte liegt. 

Iſt die gegebene Fläche felbft eine Kegelfläche, deren Gleichung in recht: 
winkligen Coordinaten 

az’ byꝰ 4- exꝰ = 0 (9) 

ift, und üft der Anfangspunkt ber Coordinaten, d. i. der Mittelpunkt (Schei- 
tel) dieſer Kegelfläche der gegebene fefte Punkt, fo finden wir auf dieſelbe 
Meile: 

ab + c)2? +b(a+ c)y? + c(a+b)x = .0 (10) 
als Gleichung des gefuchten Ortes. 

Iſt ferner die gegebene Flaͤche ein Paraboloid und in rechtwinkligen 


Coordinaten 
II. 21 


$. 68. 


m — 


® | by? 4 exꝰ + 2a'z = 0 (1 
deſſen Gleichung, fo kommt, nach derſelben Verfahrungsart, 
a’(b + c)(z— >)? + bla’ — 2cyXy — A)? + a” —2by){x — a)? 
+ 2be |(x — oz) + My— - Ma 7)| =0 (12) 
als Sleichung für den gefuchten Ort. | 
Ob die hier gefundenen Derter reell ober imaginair find, dies hängt 
nicht nur von der gegebenen Fläche, fondern auch von ber tage des gegebe- 
nen Punktes gegen jene Fläche ab. 
Wenn fich der gegebenen Flaͤche eine dreifeitige rechtmwinklige Ecke, der 


ren Spite in dem gegebenen Punkte liegt, foll umfehreiben laſſen, fo muß 


es moͤglich feyn im derjenigen Kegelfläche, welche den in der Testen Aufgabe 
genannten Ort bildet, eine folche Ecke einzufchreiben. Dies führt ung zu⸗ 
nächft zu ber folgenden ' 


) 

Aufgabe [99]. Es ift die Bleichung einer Aegelfläche zweiten 
Brades gegeben. Man foll die Bedingung finden, welche Statt baben 
muß, wenn eine dreikantige rechtwinklige Ecke in jene Kegelflaͤche ein⸗ 
geſchrieben werden kann. 


Es ſey in rechtwinkligen Coordinaten 


az’ +by?+cx?+2axy-+2bxz+2cyy =0 (1I3) 
die Gleichung der Kegelfläche, und . 
yx= oz yx= at Yyx=d'z 
y=Pßı | yy = fr | ’ | Yy=f' | 





die Sleichungsfpfteme der Kanten einer rechtwinkligen Ede, in welchen «a, 
Pr Yı a, 2. die Coſinus der Winfel bezeichnen, welche dieſe Kanten mit den 
_Eoordinatenachfen bilden. Sollen dieſe Kanten in ber Zläche (13) Tiegen, 
fo finder fih, indem wir x und y eliminiren, wodurch z von ſelbſt fort 
gehet, daß folgende drei Gleichungen 

ay? +bP?-+ce? +20 + 2ba@y + 2c'#y = 0 

ay? +bP"? + ca” + 22a +2ba’y’ + 2chy = 0 

ay”? +-bP”-rca” +20 «8 +2b'« "+ 26" No 
befriedigt werden müffen. Da nun aber bie —— rechte Win⸗ 
kel bilden, ſo haben wir auch 
l ; oß-+ dB +dP" = 


rt” = 0, 
P++tel ; ray" =0 5. 
el; A+ßriHh"=t0 ı, 


+ o?-p «& 
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alfo überhaupt nem Bedingungsgleichungen, welche aber von den neun S. 63. 
Größen a, Pr yr a, 20. nicht befriedigt werben koͤnnen, wenn nicht zwiſchen 
den Eorfficienten a, b zc. der Gleichung (13) eine gewiſſe Relation befteht; 
denn addiren wir bie zuerſt angegebenen drei Gleichungen, ſo erhalten wir 
eine Summe, die fich, in Solge der übrigen ſechs Gleichungen, auf. 
a +b+c=0 (14) - 


veducirt, und dieſe Gleichung (14) ift die gefuchte Bedingungsgleichung. 
Aus der Löfung diefer Aufgabe folgt nebenbei, „daß eine Kegelfläche 
seiten Grades, welche. fünf von den ſechs Kanten zweier rechtwinfligen 
Eden enthält, auch die fechfte Kante enthalten wird.” | 
Hat die Gleichung der Kegelfläche Die Form 


a 2 a 
fo if die in Rede ſtehende Bingun sur | | 
I_ = ni + E oder bꝰc - ad Ha (16) 


ausgedrückt. — Soll die Kegelfläche (15) ein Rotationskegel feyn, fo muß 
b? = c?, wodurch die Gleichung (16) fi) auf 2a? = b? reducirt. Die 
Gleichung des Notationskegelg, welchem eine rechtwinklige Ecke eingefchrie- 
ben werden Eann, ift daher en 

22 =iy?’ IX . (17) 


Wir Eehren jeßt wieder su den Refultaten der Aufgabe (98) zurüd. 
Sol der Fläche (1) eine bdreifeitige. rechtwinklige Ecke umfchrieben werden 
fönnen, deren Spige in dem Punkte «Ay liegt, fo muß, wie fchon vorher 
bemerkt worden ift, der Kegelfläche (7 od. 8) eine folche Ecke eingefchrieben . 
werden Fünnen. Gegen wir nun die Coefficienten von 2°, y? und x? in 
ber Gleihung (7), zufolge der Bedingungsgleichung (14), in Summe gleich 
Null, fo haben wir 

 ab-++ac+ be— abe[o? +’+7y] = 0 ı 
oder, was daffelbe if, - | | oe 
ı  ı 1 | 
2 2 —_ _ —_ _ 
e+P+rY = +,t, . (18) 
Alfo nur wenn die Eoordinaten &, A, 7 diefe Gleichung (18) befriedigen, 
läßt fich, von dem Punkte «3y aus, der Fläche (1) eine rechtwinklige Ecke 
. 21* 
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$ 63. umfchreiben. Es drückt aber die Gleichung (18), wenn wir a, A, y als 
laufende Coordinaten anfehen, eine Kugelfläche aus, deren Mittelpunkt im 
Mittelpunfte der Fläche (A) liegt und deren Radius ber Duabratwurgel 
aus der Summe der Quadrate der drei halben Achſen derfelben Fläche 
gleich if. Wenn die Släche (1) ein Ellipfoid ift, fo find die Quadrate der 
drei Achfen pofitiv und daher ber Radius der Kugel (18) immer reell, wenn 
aber diefe Fläche (1) ein Hpperboloid ift, fo Fan die Summe der Qua⸗ 
drate der drei Achſen Null oder negativ feyn, und alsdann redueirt fich Die 
Kugelfläche (18) auf einen Punkt oder auf eine imaginaire Fläche. Wir 
haben demnach folgenden, zuerft von Monge aufgeftellten 


Lehrſatz [26]. . Bewegt fi eine rechtwinflige Ede fo, daß ihre 
drei Seitenebenen fortwährend ein gegebenes Kllipfoid oder Byperbo⸗ 
loid berühren, fo befchreibt die Spize diefer Ede eine Rugelfläcdhe. 


Soll der Kegelfläche (9) eine rvechtwinklige Ecke umfchrieben werden 
fönnen, fo muß der Kegelfläche (10) eine folche Ecke eingefchrieben werden 
koͤnnen; e8 muß alfo, zufolge der Bedingungsgleichung (14), die Summe 
der Eoefficienten in der Gleichung (10) Null betragen, d. i. es muß 





ab--ac+-bce = 0 (19) | 
fenn. — Hat die Gleichung der Kegelfläche (9) die Form 
zi y? x? 
ee ar (20) 
fo nimmt die Gleichung (19) die Geftalt 


a + a = oder = +rc .(21) 
an. — Sol die Kegelfläche (20) ein Rotationskegel feyn, fo muß b?= c”, 
wodurch die Gleichung (21) fi) auf a? = 2b? reducirf. Die Gleichung 
des Rotationskegels, welchem eine rechtwinklige Ecke umfchrieben werden 
Fann, ift baber | 
22 = 2y? +22? . (22) | 
Sol der Fläche (11) eine rechtwinflige Ecke umfchrieben werben koͤn⸗ 
nen, deren Spite im Punfte «ßy liegt, fo muß der Kegelfläche (12) eine 
folche Ecke eingefchrieben werden fünnen. Setzen wir nun die Summe ber . 
Eoefficienten von z’, y’ und x? in der Gleichung (12), zufolge der Bedin- 
gungsgleichung (14), gleich Nu, fo haben mir 


a(b-++c)—2by=0 oder y= LT f (23) 








u — N © 


.. 
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eine Gleichung, welche, wenn wir. 7 als veränderlich anfehen, eine auf ber 


Achfenrichtung des Paraboloids (11) fenfrechte Ebene ausdrückt. Wir fol 
gern daraus den | | 


Febrfag [27]. Bewegte ſich eine rechtwinklige Ecke ſo, daß ihre 


$. 63. 


drei Seitenebenen fortwaͤhrend ein gegebenes Paraboloid beruͤhren, ſo 


beſchreibt die Spitze dieſer Ecke eine, auf der Achſenrichtung ſenkrechte 


Ebene. 

I §. 64. | 
Aufgabe [100]. Den Ort der Mittelpunfte aller Rotationsfegel 

zu finden, welche eine gegebene Släche zweiten Grades berühren. 


Es fe 
(9 An By 0x5 2 1 a 


die Gleichung der gegebenen Fläche in rechtwinkligen Coordinaten. Bezeich⸗ | 


nen wir die Coordinaten des Mittelpunftes eines, der Fläche (1) umfchrie: 
benen Kegels durch x, y’, zZ’, fo ift deffen Gleichung, nach $.60 (©. U), 


A(By?+0x?-1)(z-Z)’+B(Az+Cz?-NCy-y)+C(AzHBy?-1)E-R)’) _ g, ©) 


—2BCx’y(x—x\(y-y)—2ACx’z (s—-s)(z-2Z)—2AByz(y—-y)(z-z) 
Sol diefer Kegel eine NRotationsfläche ſeyn, fo müffen die Eoefficienten in 
der entwickelten Gleichung (2) die Bedingungsgleichungen (11) des 6. 50 


erfuͤllen; und wir haben daher 


(A — B) ABC?x"y’z’ [Az? + By? + 0x” — 1} -0, 
(A— C) AB’Cx’y”z’ JAz? + By” + Car 1 =0. 


Diefe beiden Gleichungen (3) werben unabhängig von x’, y’ und z’ befrie 
digt wenn, in der gegebenen Gleichung (1), A=B= C, d.i. wenn die 
gegebene Fläche eine Kugelfläche iſt; und es ift in der That ein jeder, einer 
Kugelfläche umfchriebene Kegel ein Notationskegel, wo auch immer der Mit: 
telpunft (Scheitel) dieſes Kegels angenemmen feyn mag. ft aber nicht 
A= B= C, fo werden die Gleichungen (3) auf zweierlei Weife befriedigt. 
Erftens nämlich wird ihnen genügt, wenn 
: Az" +-By?’+-C”?—1= 0 


ift, d. i. wenn der Mittelpunkt des Kegeld auf ber gegebenen Flaͤche (I) 


(3) 


biegt, ein Sal, in welchem dieſer umfchriebene Kegel offenbar in eine Ebene, 


nämlich in die Zangentialebene der gegebenen Fläche, Degenerirt. 
Zweitens wird den Gleichungen (3) genügt, wenn eine der Größen =’, 
y, 2 gleich Null gefegt wird; alsdann verfchwinden aber zwei von ben brei 
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$. 64. legten Gliebern ber Gleichung (2), und damit diefe Gleichung nun eine 
Notationsfläche ausdrücken fünne, muß, wie wir, in Gemäßbeit bes $. 50 
und namentlich der Gleichungen (13) dieſes Paragraphen, leicht finden, 
wenn X = 0 auch |Az+By”-1] |AC(C-B)z?+BC(C-A)y?-(C-A)(C-B)} = 0, | 
wenn YO au |Az+0x”-1} |AB(B-C)z”+BC(B-A)x?-(B-AXB-C)| = 0, 
wenn Z= 0 auch |By?+0z”-1| | AB(A-C)y”+AC(A-B)x”?-(A-B)(A-C)| = 0 
feyn. Die erſten Sactoren dieſer drei Gleichungen gleich Null geſetzt, ftellen 
Die drei von den Eoordinatenebenen gebildeten Durchfchnitte der gegebenen 
Fläche (1) dar, und von den Punkten biefer Eurven aus Eönnen Berüß- 
runggfegel im eigentlichen Sinne an die Fläche nicht gelegt werden. Es 
bleibt und demnach noch übrig die zweiten Bactoren der gefundenen Gleis 
chungen zu discutiren. 
Iſt erftlich die gegebene Fläche (1) ein Ellipfoid, deſſen größte Achfe 
glei) 2a, mittlere Achfe gleich 2b und Fleinfte Achfe gleich 2c, und deſſen 


Gleichung 

22 y® x? . 
m . 1 1 1 34 
iſt, ſo haben wir A = a B= Be C= FR und die zweiten 


Sactoren geben daher 
| 7-0; (+ (@-)y’H@—-br)(@-c) = 0 |, (6) 

| y=0 ;; (@-bY)z2-(b?’-c)x?-+-(@?—-b?)(b’-c) = 0 , (6) 
| !=0 ; (a-e)y? +(b’-c)2”— (2? — 2) (b?— 2) = 0 .6) 
Da >>, fo find aꝰ— bꝰ, aꝰ—cꝰ und bc? pofitive Größen. 
Das Gleichungsſyſtem (5) drückt folglich eine imaginaire Curve aus. Das 
Gleichungsſyſtem (7) ftelt eine in der Ebene der xy liegende Ellipfe dar, 
deren größere Achſe = 2Va’—c? und deren. Fleinere Achfe = 2Yb’—c” ; 
dieſe Ellipſe (7) ift dem Hauptdurchfchnitte des Ellipfoids (4), deſſen Glei⸗ 
chungsſyſtem 








z=0 ; aꝰyꝰ bꝰxꝰ — a’b? | (8) 
ift, concentrifch, und von den, ber Länge nach auf einander liegenden Ach- 
fen der beiden Eurven find diejenigen der -Ellipfe (7) die Eleineren, weil 
aꝰ - <a? und b?—c? <b?; die Ellipfe (7) liegt alfo gänzlich ins 
nerhalb der Ellipſe (8), d.i. gänzlich innerhalb des Ellipſoids (A), und «8 
kaun Daher von. einem Punkte der Ellipfe (7) aus, ein reeller Kegel dem 
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Ellipſoid (4) nicht umfchrieben werden. — Das Gleichungsſyſtem (6) drückt 6. 64. 
eine Hpperbel aus, deren Hauptachfe in ber größten Achfe des Ellipſoids 

(4), und deren Nebenachfe in der Eleinften Achfe dieſer Fläche liegt; bie - 
Länge jener Hauptachfe ift 2ya?—b? und diejenige ber Nebenachfe 2yb?—®, 
die Ercentricitäf: ift daher gleich Va?—c’. Daraus folgt, daß bie Hpperbel 
(6) ihre Scheitel in den Breunpunkten desjenigen Dauptburchfchnitts der 
Släche (4) bat, welcher die größte und bie. mittlere Achfe enthält, und daß 
ferner ihre Brennpunkte mit den Brennpunkten bes Hauptdurchſchnitts zu: 
fammenfallen, welcher die größte und Eleinfte Achfe enthält, daß endlich bie 
Nebenachfe der Hpperbel (6) der doppelten Ercentricität desjenigen Haupt: 
durchfchnitts gleich iſt, welcher die mittlere und Eleinfte Achfe enthält. Die 
Theile dieſer Hpperbel (6), welche außerhalb des Ellipfoids (4) liegen, bib . 
den den gefuchten Ort der Mittelpunfte aller Rotationgkegel, welche Diefem 
Ellipfoide umfchrieben find. Diefe Hyperbel fchneider dag Ellipfoid. in vier 
Punkten, für deren Eoordinaten wir, durch Entwicklung aus den Gleichun⸗ 

gen (4) und (6), 

















finden, und Diefe vier Punkte find demnach die vier Kreispunkte des Ellip⸗ 
ſoids ($.51).— Geht das Ellipſoid (4) in ein verlängerte Sphaͤroid über, 
wird alfo b = c, fo reducirt fih dag Gleichungsfyftem (6) auf y’ = 0; 
zZ 0, und. die genannte Hpperbel degenerirt fomit in eine gerade Li⸗ 
nie, nämlich in Die Achte der x, alfo in die Rotationsachſe der Fläche. — 
Verwandelt ſich das Ellipſoid (4) in ein abgeplatfetes Sphäroid, inderr 
b=a wird, fo reducirt fi) das Gleichungsſyſtem (6) auf Y=0O ;, X=0ı 
und bie Hyperbel degenerirt wiederum in eine gerabe Linie, nämlich in bie 
Achfe der z, alfo in die Rotationsachſe der Fläche 


| Iſt zweitens bie gegebene Fläche (1) ein byperbolifches Hyper 
boleid, und 


y), {2 


defien Gleichung, in welcher b? > c? ift, fo haben wir A = = B= en 


= =, und bie zweiten Zactoren der oben angegebenen Gleichungen, 
gleich Null geſetzt, find alsdann 


— 328 — 


8.6 xO; @rb)z’H@H)y—la+b)(@a+c) = 0 | , (10) 
|y=0 ; @+b)2’4(’-)x”+(@+b’)(b’-c)=0 |, (1) 
| z =0 ; (+-Ä)y”—-(b’-o)x”?— (a’+c’)(b’—c’) = 0 | . (12) 


Da b? > c?, fo iſt b’— co? eine pofitive Größe. Das Gleichungsſyſtem 
(11) drückt folglich eine imäaginaire Curve aus. Das Gleichungsſyſtem (10) 
ftellt eine in der ‚Ebene der yz liegende Ellipfe dar, deren größere Achfe 
== 2ya?-+b* und deren Eleinere Achfe = 2Vya’+u? ift, deren Ercentricität 
alfo Vb*—c? feyn wird. Die Scheitel diefer Ellipſe (10) fallen daher mit 
den Brennpunften derjenigen Hauptdurchfchnitte des Hyperboloids (9) zu- 
fammen, welche bie Ebenen der xz und ber xy bilden; die Brennpunfte 
der Ellipfe (10) find aber zugleich die Brennpunkte derjenigen Efipfe, in 
telcher das Hpperboloid (9) von der Ebene ber yz gefchnitten wird. Die 
Ellipfe (10) fchneidet dag Hyperboloid (9) nicht, fondern liegt gänzlich auf 
derjenigen Seite diefer Fläche, welche derjenigen Seite, auf welcher der 
Mittelpunkt ber Fläche liegt, entgegengefeßt if. — Das Gleichungsſyſtem 
(12) ſtellt eine, in der Ebene der xy liegende Hpperbel dar, deren Haupt: 
achfe = 2yb?—o?, und deren Nebenachfe = 2Ya?-+-c? ift, deren Excentri⸗ 
cität alfo Va’+-b? feyn wird. Die Scheitel der Hpperbel (12) fallen daher 
mit den Brennpunften derjenigen Ellipfe zufammen, in welcher die Ebene 
der yz das Hpperboloid (9) ſchneidet, und bie Brennpunkte diefer Hyper 
bel (12) find zugleich die Brennpunkte derjenigen Hyperbel, in welcher die 
Ebene der xy das Hyperboloid ſchneidet. Die Hpperbel (12) fchneibet das 
Hyperboloid (9) nicht, fonbern liegt gänzlich auf derfelben Seite diefer Fläche, 
auf welcher ihr Mittelpunkt fich befindet. — Die Ellipſe (10) und die Hy 
perbei (12) ftehen alfo auf einander fenfrecht, die Scheitel der einen Curve 
find die Brennpunfte der andern und die Brennpunfte der einen find Die 
Scheitel der andern. Das Spftem biefer beiden Eurven (10) und (12) bil- 
det den gefuchten Ort der Mittelpunfte aller Notationgfegel, welche bag 
Hpperboloid (9) berühren, und es ift zugleich, zufolge des Nefultates in der 
Aufgabe (91) des 5.58, eine jede diefer beiden Eurven der Ort der Mittel 
punfte aller Rotationgkegel, welche die andere Eurve enthalten. — Verwan⸗ 
beit fich das Hyperboloid (9) in ein hyperboliſches Rotationshyperboloid 
indem b = c toird, fo degenerirt die Hyperbel (12) in eine gerade Linie, 
nämlich in bie Rotationsachfe, und bie Ellipfe (10) in einen Kreis, naͤm⸗ 
lich in denjenigen, twelchen die Brennpunkte der Meridiancurpe während der 
Notation erzeugen. 
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Iſt drittens die gegebene Flaͤche (1) ein elliptiſches Hyperbo⸗ $. 64. 
loid, und 


22 2 x? 
u u (3) 
1 


deſſen Seichung, in welcher a > b, fo haben wir A= Zu B= Br 


C=-— 3 , und die zweiten Bactoren ber oben gefundenen Gleichungen, 


gleich Null geſetzt, ſind alsdann 

| x— O; @-H)RrHAH) ya Hr)’ —b?) = 0°, (14) 

| Yy=0 ; @-)22-(b’+)2?-(@-b9)(b’+e?) = 0 |, (15) 

| Z=0; (He)y?+lb’+c)r?+(la?+c?)(b’+c) = 0}. (16) 
Da a? > be, fo if @—b? eine pofitive Größe. Das Gleichungsſyſtem 
(16) druckt eine imaginaire Curve aus. Das Gleichungsſyſtem (15) ſtellt 
eine in der Ebene der xz liegende Hpperbel dar, von welcher wir leicht fin- 
den, daß fie gänzlich auf der concaven Seite des Hyperboloids (13) liegt, 
und e8 kann daher, von einem Punkte diefer Hyperbel aus, ein reeler Kegel 
dem Hpperboloid (13) nicht umfchrieben werden. — Das Gleichungsſyſtem 
(14) ftelt eine in der Ebene der yz liegende Ellipfe dar, deren größere 
Achfe = 2Ya’-re? und deren Fleinere Achfe = 2Ya’—b? ift, deren Ercen- 
tricitaͤt alſo Yb?+-c? fen wird. Die Scheitel der größern Achfe diefer El⸗ 
lipfe (14) fallen daher mit den Brennpunften derjenigen Hyperbel zuſam⸗ 
men, in welcher die Ebene der xz dag Hpperboloid fehneidet, und die Brenn: 
punfte der ENipfe (14) find zugleich die Brennpunkte der Hpperbel, in 











welcher die Ebene der yz das Hnperboloid ſchneidet. Die Stuͤcke dieſer 


Ellipſe (14), welche zwiſchen den convexen Seiten” des Hyperboloids (13) 
liegen, bilden den gefuchten Ort der Mittelpunfte aller Notationgkegel, welche 
dieſem Hpperboloide umfchrieben werden können. Diefe Elipfe fchneidet dag 
Hpperboloid in vier Punkten, für deren Eoordinaten wir, durch Entwiche 
lung ans den Gleichungen (13) und (14), 
_+ Va? bh. = +. +02 

Vbß | Yb’-+c? _ 
finden, und dieſe vier Punkte find Nnnach die vier Kreispunfte des Hy⸗ 
perboloids (9.51). — Geht das Hpperboloid (13) in ein eliptifches Nota- 
tionshpperboloid über, wird alfo a — b, fo redueirt ſich dag Gleichungs⸗ 
foftem (14) uf [X = 0 ; y= 0], und die genannte Ellipſe (14) 
Degenerirt in eine gerade Linie, nämlich in bie Rotationsachſe der Fläche. 














ı=0 ; yı °C 





$. 64. 


 Artz-z')—B(Cx”?+2A’z)(y-y’)’—-C(By”+2A” — 
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Es ſey nun JE . | 
By? +Cx2?+2A’z = 0 ı (1 
bie Gleichung der gegebenen Fläche in rechtwinkligen Coordinaten. Die, 
Gleichung des vom Punkte x’y’z’ aus biefer Bläce umfchriebenen Legels 
iſt, nach 9.60 (G. 12), | 


=0. (18). 





+2BCx'y(x-x')(y-Y)- -2A’Cx (z-z’)z-2)—2A”By(y-y)(z-z) 
Soll diefer Kegel (18) eine Rotationsfläche feyn, fo müflen die Coefficien⸗ 
ten in der entwickelten Gleichung (18) die Bedingungesleichungen (11) des 
$.50 erfüllen, und wir haben daher 


NBOHYBY HOCH” +HMT=-0 5, 
A'B’O&'y"|By? +03? +24”7) = 0 
Diefen Gleichungen (19) wird genügt, wenn 
By? + COX? +27 = 0 
if; alsdann liegt aber der Mittelpunkt des umfchriebenen Kegeld in der 
gegebenen Fläche (17) und diefer Kegel degenerirt in eine Ebene, nämlich 
in die Tangentialebene jener Fläche. Die Gleichungen (19) werden ferner 
befriedigt, wenn x = 0 oder wenn y’ = 0 gefegt wird; alsdann ver- 
ſchwinden aber zwei von den drei legten Gliedern der Gleichung (18), und 
damit diefe Gleichung nun eine Notationgfläche ausdrücken Eönne, muß, wie 
mir, in Gemäßheit der Gleichungen (13) des $.50, leicht finden, 
wenn #=0 auch |By”?+2A”z7 | |BO’y?+A’C-BY2Cz HAN) =0 
wenn ’=0 auch ———— | | B?Cx”?+-A”(B—-C)(2Bz’+A”)| = 0 


ſeyn. Die erften Factoren dieſer Gleichungen, gleich Null geſetzt, ſtellen die 
von den Ebenen der yz und der xz gebildeten Durchſchnittscurven der ge 
gebenen Fläche (17) dar, und von den Punkten diefer Curven aus, koͤnnen 
Beruͤhrungskegel im eigentlichen Sinne an die Fläche nicht gelegt werden. 
Es bleibt ung demnach blos übrig bie zweiten Factoren ber gefundenen 
Gleichungen zu discutiren. 


Iſt erſtens die gegebene Släche (17) ein elliptifches Paraboloid, und 


| 


„",®_2 20 
5 + 7 7 2 ) 
deffen Gleichung, in welcher a > b, fo haben wir B= - , = - ‚ 


A’= -1, und die weiten Bactoren unferer Öleichungen, gleich Null geſetzt, ſind 
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—⏑; ) 20- ν— yy aD 
| | Y-0 ; M=-%a-bie@-) !. (2) 
Diefe Gleichungsſyſteme ftellen zwei in der Ebene der yz und der xz lie 


gende Parabeln dar. Die Parabel (22) liegt gänzlich auf. der concaven 
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Seite des Paraboloids, und von den Punften diefer Curve aus künnen reelle - 


Beruͤhrungskegel an die Fläche (20) nicht gelegt werden. Diejenigen Theile 
der Parabel (21), welche auf der converen Seite des Paraboloidg liegen, 


bilden den gefuchten Ort der Mittelpunfte aller umfchriebenen Rotationske⸗ 
gel. Die Uchfe diefer Parabel (21) faͤllt mit der Achſe des Paraboloids 
(20) uſammen; ihr Scheitel liegt in dem Punkte dieſer Achſe, fuͤr welchen 
z = 3a, und ihr Brennpunkt in demjenigen, für welchen z = ib. Die 


Brennpunkte derjenigen Parabeln, in melchen die Ebenen der xz und der yz 


das Paraboloid fchneiden, find demnach Scheitel und Brennpunkt des ge: 
fundenen Ortes (21). Diefe Parabel (21) ſchneidet das Paraboloid (20) in 
zwei Punkten, deren Soordinaten 
s=0 ; y=-=+NWa-bb ; z = z(a—b), 

und diefe Punkte find demnach die Kreispunfte des Paraboloids ($. 51). — 
Geht das Paraboloid (20) in ein eliptifches Notationsparaboloid über, wird 
alfo a=b, fo reducirt fich dag Gleichungsſyſtemn (21) auf [X=0; y=0], 
und die genannte Parabel degenerirt in eine gerade kinie, naͤmlich in die 
Rotationsachſe. 


Iſt zweitens die gegebene Flaͤche (17) ein hyperboliſches Para⸗ | 


boloid, und“ . 
Y 


deſſen Gleichung ſo haben wir B — J 0* 


die zweiten Factoren der vorher erhaltenen Gleichungen, gleich Null ge⸗ 
feßt, find 


-£-% nn (23) 


1 / A ⸗ —1, und 
& 


x=0 ; y’= %a-+b)(z+3a) | / (24) _ 

| y=0 ; ?=-2%aHb)l@-i) |. (5) 
Diefe beiden Gleichungsfpfteme flellen zwei in den Ebenen der yz und der 
xz liegende Parabeln dar, deren Achfen mit der Achfe des Paraboloidg (23) 


zufammen fallen. Der Brennpunkt einer jeden dieſer Parabeln ift ber. Schei- 
tel der andern, und dieſe beiden Brennpunkte find zugleich die Brennpunkte 


$. 64. derjenigen Parabeln, in welchen die Ebenen ber xz und der yz das Para- 
boloid (23) fehneiden. Das Syſtem der beiden Parabeln (24) und (25) 
bildet den gefuchten Ort der Mittelpunfte aller Rotationskegel, welche dem 
Paraboloid (23) umfchrieben werden können, und es iſt zugleich eine jede 
dieſer beiden Eurven, zufolge $.58, der Ort der Mittelpunfte aller Rota⸗ 
tiongfegel, welche die andere enthalten. Beide Parabeln ſchneiden das Pa⸗ 
raboloid (23) nicht. 





Faſſen wir alle dieſe Reſultate zuſammen, ſo ſehen wir, daß der Ort 
der Scheitel der Rotationskegel, welche einer gegebenen Flaͤche vom zweiten 
Grade umſchrieben ſind, aus einer oder aus zwei Linien zweiten Grades 
beſteht, je nachdem dieſe Flaͤche elliptiſch (d. h. ein Ellipſoid, ein elliptiſches 
Hyperboloid oder ein elliptiſches Paraboloid), oder hyperboliſch (d. h. ein 
hyperboliſches Hyperboloid oder ein hyperboliſches Paraboloid) iſt, daß die 
Brennpunkte dieſer Ortscurven mit den Brennpunkten derjenigen Linien zus 
fammen fallen, in welchen ihre Ebenen die gegebene Flaͤche fehneiden, und 
daß Diefelben Derter die gegebene Fläche in ihren Kreispunkten durchfchnei- 
den oder fie nicht ſchneiden wenn Die Fläche feinen Kreispunkt bat *). 


6. 65. 


Wenn wir durch irgend einen feften Punkt gerade Linien an eine ge 
gebene Fläche zweiten Grades ziehen, fo wird, im Allgemeinen, eine jede 
diefer Geraden die Fläche in zwei Punkten fchneiden. Wir wollen jetzt zei- 
gen, daß je zwei Durchfchnitte einer der Geraden ald homologe Punkte der: 
felben centrifch»colinearen und collinearzliegenden Spfteme, der fefte Punft 
aber als Collineationspunkt angefehen werden Tann. 

Wir nehmen den feften Punkt zum Anfangspunft und drei durch ihn 
gezogene Gerade zu Coordinatenachfen. Es fey, in Beziehung auf dieſes 
Coordinatenfpftem, | 

av 4 huꝰ 4 ct 42a tu 4 2biv + Zeuvr2a v2b” ur2ct+d=0 (1) 


*) Der oben betrachtete Dre ift zuerfi in dem Journal f. d. reine und ange: 
wandte Mathematik Th. J. S.47 erwähnt, und auch die Gleichung deffelben, für 
den Sall eines gegebenen Ellipfoids aufgeftelt worden. Wenn es aber dafelbft heißt, 
daß diefer Drt für eine gegebene Fläche zweiten Grades eine ebene Linie vom zweiten 
Grade fen, während ‘er, tie wir gefunden haben, aus einer oder mei folchen Linien 
befteht, fo ift dies ein nicht erhebliches Derfehen. 


_ 33 — 


die Gleichung einer Zläche zweiten Grades. Segen wir, zufolge $- 1 66. 
kz u- ky In kx 
vi marnyHpeH Zu mz+ny+px-+-Il MZ-H-Ny-+-pX rn) ! 
fo Fommt 
(ak?-+22"mk + dm?)z?+(bk?-+2b"nk -+dn?)y? + (ck?+2c"pk-+-dp?)x? 


+2(a’k?+b"pkte'nktdnp)xyt2(b’k’ta pbre mk+dmp)xz+2(c k2+a'nk+b" mk+dinn)yz( © = 0. (2) 


+ 2(a”k + dm)z + 2(b"k + dn)y + %(c' k-H-dp)x +d 
Die, den Punkten der Fläche (1) entfprechenden Punkte liegen alfo in einer 
SBläche zweiten Grades (2), und follen fie in ber Fläche (1) felbft liegen, 
fo muß die Gleichung (1) der Gleichung (2) identifch feyn. Demnach 


muͤſſen, wenn unfere Behauptung wahr ift, folgende neun Gleichungen 


ak®+2a”’mk+-dm?=a ; ak?+b’pk+c”nk-+dnp = a ; a’k+dm = a” ; 
bk?-+2b”nk+dn’=b ; ; bk’+a 'pk-+c’mk-+-dmp =b’ ; b”’k-+-dn = b° ; 
ck?+2c” pk+ dp =c : c’k?-Ha’nk+-b"mk+dmn=c ; c’k+dp = c” 
durch diefelben reellen —** der vier Größen m, n, p und k befriedigt 
werden fünnen. Und dies ift wirklich der Sal. Denn fegen wir erfteng 
m = 0 5 n=0 3 p = 0 5 k=1 N 

oder zweitens 

m , nn . 2" . go 1 

= Tg >’ ı= To Per ent 
fo werden fämmtliche neun Sleichungen befriedigt. Die zuerſt genannten 
Werthe geben 
v=2Z; =y ; ti=x, 

wodurch nicht die Verwandtfchaft der centrifchen Eollineation im Allgemei⸗ 
nen, ſondern die Congruenz ausgedruͤckt wird. Die zuletzt angegebenen 


Werthe aber geben 
—Z 
ve ——n—r— 
— y42°xHl 
— — (3) 
. 272+2 7y+r27x+l | 
— X 


= —— ———⸗/— 
27 Ar yAHRTI+ 1 


Wir fehen alfo, daß nicht nur die zweiten Durchfchnittspunfte als bie ho⸗ 
mologen Punkte der erfien betrachtet werben duͤrfen, fonbern daß, weil 
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$. 65 k=—1, aud je zwei homologe Punkte gegenfeltig vertaufcht werben 
fönnen ($.17). 
Für bie Gleichung der Collineationsebene finden wir aus den For⸗ 
meln (3) 





az +-b’y+cx+d= 0 


Diele Gleichung druͤckt aber die Polarebene des Anfangspunktes der Coor⸗ 

dinaten aus; die Collineationsebene faͤllt alfo mit der Polarebene des, zum 

Eollineationdcentrum genommenen, felten Punktes gufammen. — Die Ges 

genebene, welche für beide Syſteme dieſelbe ift, hat zur Gleichung: 
@z+b’y+c’x+1d = 0 


Aus dem bisher Gezeigten laffen fich unmittelbar mehrere bemerkenswerthe | 
Folgerungen ziehen, von welchen wir bie nachftehenden anführen mollen. | 


Legt man, von irgend einem Punkte A aus, einen Berührungsfegel an 
eine gegebene Zläche zweiten Grades, fo kann die Ebene e der Berührungs- 
curve nicht nur als die Polarebene des Punktes A angefehen werden, fon- 
dern man kann auch den Punkt A als Collineationdcentrum, und bie Ebene 
e als Eollineationgebene zweier centrifch>collinearen und collinear-liegenden 
Spfteme betrachten, dergeftalt daß jebe zwei Punkte auf der genannten 
Släche, welche mit dem Punfte A in gerader Linie liegen, einander entfpre- 
chen. — Ziehen wir durch den Punft A nach drei Punkten P, Q, RB der 
Flaͤche gerabe Linien, fo ſchneiden dieſe die Fläche in noch drei anderen 
Punkten P’, Q’, R’; alddann werden die Ebenen PQOR und P’QR, PO’R 
und. FOR, POR und PQR/, POR und POR fih auf der Em e , | 
ſchneiden. Legen wir in den ſechs Punkten P, Q, R, P', Q, R bie Tan⸗ | 
gentialebenen p, q, X, P', 9, X an bie genannte Fläche, fo werden fich bie | 
Ebenen p und p’, q und q’, r und r’ ebenfalls auf der Ebene e fehneiden; - 
auch wird der Durchfchnittspunft B der Ebenen p, q, r der homologe 
Punkt des Durchfchnittes B’ der Ebenen p’, q, r ſeyn. Die Punkte A, 
B, B’ werden daher in einer Geraden liegen, und diefe wird die reciprofe 
Gerade der Durchfchnittslinie der Ebenen POR und P/O/R feyn. Auf 
ähnliche Weife wird es fich mit den Durchfchnittspunften der. Tangential⸗ 
ebenen py grund p, vr; p, grund p, gı Y; pr q, r undp, q, r 
verhalten. — Was die beiden Berührungsfegel betrifft, deren Beruͤhrungs⸗ 
curven die Durchfchnitte der Ebenen POR und PQO’R mit der gegebenen 
Släche find, fo fehen wir leicht, daß ihre Scheitel in den Punkten B und 
B liegen; die erzeugenden Geraden diefer Kegel find homologe Gerade und 
ſchneiden fich als folche auf der Ebene e; dieſe Kegel fehneiben fich daher 
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felbft in einer, in der Ebene e liegenden Eurve (808 fie. ſich auch noch in s 65. 


einer zweiten ebenen Eurve fehneiden muͤſſen, wird aus einem in $.69 an⸗ 
suführenden Sage folgen). Auf ähnliche Weife verhält «8 fi) mit den 
Beruͤhrungskegeln, deren Berührungscurven refpective die Durchichnitte der 
Ebenen PQO/R und P’QR’, PQR und PQO/R/,;, PQR und PQ/R mit der 
gegebenen Fläche find. 

Es ergiebt fich ferner leicht, daß wenn zwei veränderliche Kegelflächen 
ſich auf. einer gegebenen Zläche zweiten Grades fchneiden, und der Mittel: 
punkt (Scheitel) des einen der beiden Kegel feft bleibt, der Mittelpunkt des 
andern Kegel fich auf einer feften Ebene, nämlich auf der Polarebene jenes 
feften Mittelpunktes, bewegt. 


4. 66. 


Eine Flaͤche a, welche der Ort der Pole aller Zangentialebenen einer 
anderen Släche A if, heißt die reciprofe Släche der Flähe A. — Es 
wird fich durch Die Löfung der folgenden Aufgabe zeigen, Daß wenn eine 
Flaͤche A’ die reciprofe einer Fläche vom zweiten Grade A ift, dieſe leßtere 
Fläche A zugleich die reciprofe Fläche der erftern Fläche A’ ſey. (Später 
bin werden wir biefe Eigenſchaft der reciproken Flaͤche allgemein zu erweiſen 
Gelegenheit nehmen.) 


Aufgabe [101]. Eine Släche vom zweiten Brade und fünf Punkte, 
von welchen nicht vier in einer Ebene liegen, find gegeben. Man foll 


die reciprofe Släche der gegebenen finden, weldhe durch Die gegebenen 


fünf Punkte gebt, und welde fo befchaffen ift, daß diefe fünf Punkte 
derfelben fünf beflimmten Tangentialebenen der gegebenen Släche, von 
welchen nicht vier ſich in einem Punkte fchneiden, entfprechen. 


Es ſeyen x, y, z die Eoordinaten bes Syſtems, zu welchem die gege 
bene Släche des zweiten Grades gehören fol, und 
Az’ +By’+Cx’+2A’z = 0 61) 
die Gleichung dieſer Fläche. Es ſeyen ferner t, u, v die Coordinaten eines 
reciprofen Syſtems, fo ift die Gleichung der Polarebene eines Punktes tuv 
im Allgemeinen ($.23, ©. 5.) 
—— Nz+(bv+bu+b’t+-b)y+(ev-+cu+rc’t+e”)x 
+dv+rdurdi+l=0. 06 
Damit nun die fuͤnf gegebenen Punkte die Pole der fuͤnf beſtimmten Tan⸗ 
gentialebenen ſeyen, werden wir in die Gleichung (2) für t, u, v nach ein⸗ 
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$. 68 ander bie Eoordinaten ber fünf gegebenen Punkte zu fubflitwiren, und- bie 
refultirenden Gleichungen ſodann den Gleichungen der fünf gegebenen Tan⸗ 
gentialebenen zu ibentificiren haben, woburd wir fünf mal drei, alfo funfs 
sehn Gleichungen vom erftien Grade zur Beſtimmung ber funfzehn Eon- 
‚fonten a, a, a’, a”, b, b’, ıc. erhalten. Nehmen wir an, daß den eben 
erwähnten Conftanten die, aus diefer Beſtimmung bervorgebenden Wertbe 
" beigelegt find, fo ift nur noch nöthig die Bedingung auszudrücken, daß Die 
Polarebene (2) eine Tangentialebene der Fläche (1) fey, und in Folge de 
$.59 (Aufg. 92. G. 7) haben wir nun alfo 
APB(ov + ur c't + CP + A”C(bv-+ bu-+ b’t-+ b”)? 
+2A’BC(av-au+rait+ a )(dv+durdi-D= 
ABC(dv + dur d’t+-D%, (3) 
welches die Gleichung der gefuchten reciprofen Släche ift. 





Da fich jede Fläche zweiten Grades durch eine Gleichung von der 
Korm (1) ausdrücken läßt, da ferner die Fläche (3) ebenfalls vom zweiten 
Grabe ift, fo folgt zunächft, daß die reciprofe Fläche einer Fläche 
zweiten Grades, im Allgemeinen, ebenfalls vom zweiten Grade 
if. Wir fagen im Allgemeinen, weil dieſer Sag in dem fpeciellen Falle, 
in welchem die gegebene Fläche eine Kegelfläche oder das Syſtem zweier 
Ebenen ift, eine Ausnahme erleidet. 

Wenn Die gegebene Fläche (1) ein hyperboliſches Hyperboloid oder ein 
hyperboliſches Paraboloid, alfo geradlinig ift, fo tft auch ihre reciprofe 
Släche geradlinig. Denn legen wir an brei oder mehreren Punkten einer 
und berfelben erzeugenden Geraden der Flaͤche (1) Tangentialebenen, ſo 
werden biefe Ebenen mit der Fläche, und alfo auch mit einander dieſe er- 
zeugende Gerabe gemein haben, was aus $.59 klar iſt; Die Pole diefer 
felbigen Tangentialebenen werden folglich in der reciprofen Geraden jener 
erzeugenden liegen, und da diefe Pole fämmtlich auf der reciprofen Släche 
befindlich find, fo wird diefe reciprofe Gerade gänzlich auf der Fläche (3) 
liegen, und dieſe reciprofe Fläche fomit geradlinig feyn. 


Jetzt koͤnnen wir leicht zeigen, was wir vorher fchon erwähnt haben, 

daß fo mie die Fläche (3) die reciprofe Släche der gegebenen Släche (I) iſt, 

hinwiederum biefe Släche (1). die reciprofe Släche jener Flaͤche (3) ſey. 
Setzen wir nämlich, zur Abkürzung, | 


av 
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tert 7, brsbushitueb” : . , mreuretre _ 566 
dv+durdi+l: : ’ dvrdurdirl —— ri 
fo if die Gleichung der Flaͤthe (3) durch ö 

ANBY? + VRPCX?LARAMBCZ = ABO. (3') 


auchedruͤct. Um nun wiederum bie reciproke Flaͤche dieſer letzten zu fin⸗ 
den, muͤſſen wir bie Bedingung ausdruͤcken, daß bie: Polerebene (2), deren 
Gkihung, durch dieſelben Verkuͤrzungszeichen, ſich auf 
"za +rxY+ryX+1=-0 ii (2) 
rebucirt, eine Tangentinlebene der Blaͤche 83 (m. Die Bedingungsglei— 
chung '®) im 5. 60, naͤmlich 
J barp⸗ ca ah Bid —— — Img = o © 
welche fich auf bie beiden ‚Steichungen Bu | 
| by? ex ‚+28 7-0 | mern 
besicht,; giebt: uns, indem wir dieſe Seihungen mit den. Slichmoen 9) 
und (2) ‚vergleichen, und Demgemäß.-. -- .. — 
be. APB 5; 0: A 3 X AR. je a æ ; ABO Fa 
man. nm; JJ 35.4.1 
ſetzen, nnmittelbar Tr a EEE SE ED VE SE EEE 
‚ 1 Az Byte CR 20a =, nn Be 
alſo die sig y' wieder, was zu zeigen war. J | ” 2 u 
u . urk Pr Br 
; ER 7 . nor, . . 
J Wenn wir ie aifunden —E 8) der ereiprofen Flaͤche nach t, 
n, v ordnen, und durch das conſtante Glied dividiren, ſo enthaͤlt ſie, wie 
die allgemeine Gleichung der Faͤchen zweiten Grades, neun Eoefficienten; 
deren Werthe die Geftalt und die Lage der gFlaͤche beſtimmen. Da nun in 
dieſen neun Coefficienten die 15 Größen a, a’, a”, a”, b, b’ se. vorkommen, 
fo koͤnnen wir biefen funfzehn :Brößen noch ganz‘ andere MWerthe beilegen 
als diejenigen, welche aus der/ in der Loſſang der letzten Aufgabe enthalte⸗ 
nen, Beſtimmung hervorgegangen ſind, ohnen baß die neun. Corffickenten ber 
geordneten Gleichung (3), d. i. ohne daß die Fläche (3) dadurch' geaͤndert 
wird. Bei. einer. :folchen Aenderung jener.dH Größen mirh Daher die un⸗ 
verändert gebliebene Flaͤche (3) noch immer burch die fünf gegebenen Meankte 
gehen, nnd: eine. reciproke Flaͤche CH ſeyn; aber es werden dieſe ſelbigen 
fünf, Punkte nicht. mehr die Pole ber fuͤnf gegebenen Tangentialebenen, ſan⸗ 
dern fie werden die Pole anderer. Tangentialebenen der Flaͤche (1) ſeyn 
I. 22 
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Es iſt leicht einzuſehen, daß man von jeben zwei Flächen zweiten Gra⸗ 
des, mern beide geradlinig oder wenn beide nicht geradlinig find, die eine 
als die reciprofe Flaͤche der andern betrachten Fan. Denn iſt 

Az? + By? +-CR+2AZz = 0 o 
die leichnmg der einen, und 
———— SET ER UNE WEBER + 1-0 a 
die Steichung der andern Zläche, fo kann man die letzte Gleichung (4) Ber 
Gleichung (3),. welche, wie wir gefunden haben, eine reciprofe Zläche der | 
der Flaͤche (I) darſtelt, identificiren, und: aus Deu neun, ſich ergebenden 
Gleichungen a, a, a’, a”, b, ꝛc. beflimmen, wohei man noch ſechs von 
dieſen fünfzehn Größen beliebig annehmen. Fan, wenn man es nur fo ein- 

richtet, daß die neun übrigen feine imaginairen oder unendlichen Werthe er⸗ 
halten. (Hierbei ſetzen wir voraus, daß wenn, in der Gleichung », nicht | 
A” = 0 if, aud) bie Gleichung (4) nicht eine Kegelfläche ausdruͤcke.) 
Dieieeſe Eigenthuͤmlichkeit der Flaͤchen zweiten "Brabes dag: nämlich, im 
Allgemeinen, von je zwei folchen Slächen die eine als die reciprofe" Fläche 
der andern angeſehen werben Tann, wenn beibe geradlinig ober beide nicht 
geradlinig find, macht ed möglich aus fchon erwieſenen Sägen von Slächen 
zweiten Grades andere Saͤtze derſelben Flaͤchen abzuleiten. Mir- bemerfen 
in dieſer Ruͤckſicht Folgendes. Einem jeden Punkte einer Flaͤche entſpricht | 
eine Tangentialebene der reciprofen Fläche, und umgefebrt; der Verbindungs⸗ | 
linie zweier Punkte einer Fläche entfpricht: die Durchfchnittslinie der, diefen 
Punkten entfprechenden Tangentialebenen ber reciprofen Fläche, und umge: 
Febzt;.. ‚einer, jeden ‚ebenen Curve auf eines Flaͤche zweiten Grades entſpricht 
ein. Berührunggfegel ber, reciproken Flaͤche, deſſen Scheitel der Bol der Ebene 
jener Eurpe iſt, und umgekehrt. — Um ein Beiſpiel der in Rebe ſtehenden 
Ableitungen iu. ‚geben, ‚nehmen wir die: beiden ‚Säge (20) :und (21), bes 
8.56, denen wir die Daraus. abgeleiteten, mie folge gegenüber ſtellen. 


$.:66. 


:Alle Blächen zweiten Grades, welche 


Burshfieben. feſte Punkte gehen, geben. 


zugleich Bun sinen beſimmeen ach⸗ 


ten Puukt 


Yu V ed 


058 Flaͤche tweiten &iabts, Porn 


burn Eckpunkte eines achtecki⸗ 
gon !Teihäfälligen-: Polyeders (hexat 
ölre obtogonea):geht, seht auch dutch 
den achen Ecpuult. 


Alle Flaͤchen zweiten Grades, welche 
ſieben feſte Ebenen beruͤhren, beruͤhren 
bogleich eine beſtimmte achte Eoem. 


gebesaq⸗ sweiten Seaben wei. 
:fieben Eriteinebenen :rine® :adytfeitigen 
ſechseckigen Polpeders (octaddrehexa- 
gons) berbhet, bnihit auch. die achte 
Seitenebene. FE pr Be Tu 
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——— ne Ba S .. 9. 67... oder. et 6.67. 


Mir wellen jetzt einen Ball betrachten, den wir im: boligen $. ſchon 
ai einen Ausnahme⸗Fall genannt haben, denjenigen nämlich. in welchem 
der Ort ber: Pole aller Dangentialebenen einer gegebenen Kegelſtache zweiten 
Brabes‘ gefucht wird. - : Aare 

*Wir bemerken zunaͤchſt, daß der Ort ber Pole aller Tanzentlalebenen 
einer Kegelflaͤche, welches auch der’ Gtad dieſer Kegelfläche: ſeyn mag; im 
Allgemeinen, keine krumme Flaͤche ſeyn kann; denn da die Tangentialebenen 
der Kegelfläche ſich Tämmtlich in einem Punkte, dem Scheitel, ſchneiden, 
fo werben im Allgemeinen die genannten Pole ü in einer Ebene, ber Polar⸗ 
ebene des Scheitels liegen. J 

„gs fey nun 

Az + BP? 050 0) 
die einer geslbeuen Kegelflaͤche zweiten Grabes, und 
(av + —R "j2+ y —— ir c”)x 

rar + du +dt+l1= 0‘; "a 


die Gleichung welche die Keciprocität ausbrüct. Dieſe Blehuns ſtellt 


zugleich die Polarebene des Punktes tuv dar, und ſoll ſie eine Tangential⸗ 
ebene der Flaͤche ) fon r, ſb erhalten wir, nach 8.59 e 9 die beiden 
Boingngsgteichungeh * 


dv+-du ++ = 0 nn =. (3) 


} 
Die erfie diefer Gleichungen bruͤckt eine Flaͤche zweiten Grades, aus, und 
die zweite ftellt eine Ebene, die Polarebene des Anfangspunktes dee x, yı zZ, 
d.i. die Pofarebene des Scheitels der Kegelfläche (1) das. Der Punkt tuv 
befindet fich alfo auf einer Flaͤche zweiten Grades und auf einer Ebene, 
8:4: auf der Curde, in Welcher die Bläche zeiten Grades von dieſer Ebene 
geſchnitten wird, und ſomit auf einer ebenen Linie zweiten Grades. — "Die 
reciproke Figur a’ einer Kegelflaͤche zweiten Grades A ift daher, im Allge⸗ 
meinen, tine ebene Linie vom zweiten Grabe. Einer jeden Tangentialebene 
der Kegelflaͤche A entſpricht als Pol ein punk der Eurve a’, and einer 
jeden erzeugenden Geraden der Regeffläche A entſpricht als reciproke Gerade 
eine Tangente der Eurve a. 

Wir wollen ‚jede Ebene, weiche eine Tangente‘ einer ebenen Eurve a 
enthält, Tangeitiaicheie diefer Suse a nennen. Demnach hat eine ebene 
@urve in jedem ihrer Punkte nenblicht viele Tangentialebenen. Der Ort 
ber: Pole! aller: Damgentialebenen einen: cbenen Curve iſt ein⸗ Eegeltiche; 

22* 


— 0 — 


6.67. denn ba fi ale Tangentialebenen eines Punktes der Curve in ber Tan- 


3 


gente biefes Punktes fchneiben, fo werden die Pole diefer Taugentjalebenen 
in.der recipreken Geraden berfelben Tangente liegen, und da fich «lie Tamm 
genten der. Curve in einer Ebene befinden, fe werben alle reeiprofen. Germ 
den fich in einem Punkte, dem Pol der Ebene der Curve fehneiben; ber On 
ber Yale aller Tongentinlebenen der Curve beſtehet bemnach aus Geraden, 
“ in eiuem Punkte ſchneiden, und iſt ſomit eine Kegelflaͤche. 


Aufgabe [102]. Kine Linie zweiten Grades iſt gegeben Es ſoll 
der Brf der Pole aller Tangentialebenen dieſer Curve gefunden werden. 


Es ſey bie Ebene der Curve diejenige der xy, dann bie Gleichuug 
berfelben N 
”ım’+2ıı=0, (4) 
und ferner fey die Neciprocität durch die Gleichung (2) dargeſtellt. 
‚ „Die Gleichung. der. Tangente in einem Punkte xy der Curve (&) i 
tie wir wiflen, Yy+(mx’+n)a+nx = 0, folglich find ale Fangen 
tialebenen ber Eurve (4) im Punkte x’y’ durch bie ‚Gleichung , 
KEHYy+ (mx ++ =0 6 
aiuszudrucken, in welcher u eine willkuͤrliche conftante Größe bei Sol ' 
diefe Tangentialebene die Polarebene eines Punktes tuv. ſeyn, Ip. muß die 
Gleichung (5) der Gleichung (2) identiſch ſeyn, woraus fich, wenn ir, der 


„2. Kürze wegen, bie Gleichung (2) durch 


Ma+Ny-+-Px+Q: = 0 


Ä darſtellen, die Dedingungegleicchungen 


erachen, neben welchen, weil der Punkt xYy in ber Eurer w 2 noch 
bie Gleichung. | 





5 Yan an =0 . Ä 
eriflirz, Eliminiten wir zwiſchen den letten vier Sleicumen x vu und 4 M 
fo. kommt 


ober, was baſſelbe iſt, 
n? (bv + b’u u⸗ bt 4 b” 3 

+ 2nlev+ cur ct + c”)(dv-r d’u wit + n\ = ©. (6) - 

en . —ın(div + au | | 


v..e. r 
.i 


DIN? + 2nPQ —mQ? = 0 W 


als die Bicpung des geſuchten Ortes, toelcher' Homit:cine. Begeifläche vom 
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zweiten Grade iſt, beren Scheitel in ben Durchſchuutcoentar wi Drei: Au $.67. 
die Steichungen 

"bv-+bu+b’t+rb”" = 0 ; —8 ce” 6; ——— * 
bdargeſtellten Ebenen liegt ($.23),. und * bee por ber ‚Ohne. = ®, d. i. 

ver Ebene der Curve (4) iſt. 

Zu derſelben Gleichung (6) gelangen wir auch arf folgende. Wein 

Die Tangente ber Eurve (4) im Punkte x’y’ ift durch das Gleichungsſyſem 
| yy+(lnY+nx + =0' ; z= 1) 

bargeſtellt. Die reciproke Gerade dieſer Tangente iſt daher durch das Gleis 

chungsſyſtem | | | 

(v+cdurct+cNy-— (bv-+ b’u + b’t + b”)(mx’ en) — -0" 

(v-du+rd’t+Dy—n(bv+bu+rbt+b"w—=0 tr: 
in welchem t, u, v die laufenden Eoordinaten bedeuten; auszudrücken ($.23). 
Eliminiren wir zwiſchen den beiden Gleichungen dieſes letzten Syſtems und 
der Gleichung 
| arm 3 4 20x =0 
die beiden Größen x, y fo erhalten wir. Die Gleichung Gy. 

Die reciproke Figur einer Linie zweiten Srades, im Kanne betrachtet, 
iſt daher, im Allgemeinen, eine Kegelflaͤche vom zweiten Grade. 

Wir werben die Curve a, welche die reciprole Figur. einer Kegelflaͤche 
Aißt, die reciproke Curve dieſer Kegelflaͤche, und pie Kegelftaͤche A’, 
welche die reciproke Figur einer Curve a iſt, die reciproke degelf fac 
dieſer Curve nennen. — Eine einfache geometriſche Betrachtung kehrt ung 

daß wenn eine Curve a’ die reciproke Curve einer Kegelflaͤche A iſt, ar 
mg die Braeitäce A bie ieciprole Kegaltache der Curve 8 m \ 


. . 
dei 


— 


Eine Readfäce bat aber allerdings, eine reciproke ik, wenn ſie 
als zu einem bpn zwei coniſch⸗ reciproken Syſtemen, deſſen Mittelpunkt 
in ihrem Scheitel liegt, gehörend betrachtet wird, . Denn alsdann entfpricht 
einer jeden Tangensialebene der. Kegelfläche eine, durch ben Mittelpuͤnkt des 
audern Spfiemg gebende, Polorlinie ($. 28), und. die Polarlinien aßer jener 
Tangentialebenen bilden in ihrer Continuität eine zweite Kegelflaͤche welche 
wir die keciprofe der erſten uennen. 


. worth, 9 * 
7-4-DB° 3.35 


Auf gabe [1035 Kine —* preisen Ge und Rer; Beh 
in einem Punkte fchneidende gerade Linien find gegeben. , fan, fall die 


— a — 


5. 67. boniſch⸗reciproke Rache der ‚gegebenen. finden; welche die: gegebumen 
vier Geraden enthält, und welche fo beſchaffen iſt, daß dieſe Beraden 
vier heſtimmien Tangentigjebenen Der. gegebenen Kegelflaͤche entſprechen. 

Wir nehmen; ben Scheitel, der. gegebenen Kegelfläche zum Anfangspunktt 
der x, Y, 2, und den Durchfchnittspunft der vier gegebenen Geraden zum 
Anfangspunlte der Br a v Die Gleichung der orgehenen Eanaag· fo 
alsdann.  - : : Bee! 

"Ann + =0 ' 0) 
und bie Sleichung, welche die Reciprocitaͤt der beiden coriſch· retiprolen 
Syſteme ausdrückt, ſey, zufolge 9.28 (6.5), 
Ev4 auf az (br bu— bOy+@ teure = v. RG) “ 


FR nun 











Lt, u = I u 
bus Gleichnugelyfem von einer dm, gegebenen vier Geraden, und. . 4% 
z+my+nx=0 rt 


die Gleichung der beftimmten, ihr als Polarebene entfprechenden Tangential⸗ 
ebene der gegebenen Kegelflaͤche, ſo werden wir, durch Subftitution ber Und, 
druͤcke von t und win die Sleichung (8), . 

. rare EA bey ++ He 0 
erhalten, und dutch das Identifitiren dieſer Gleichung mit der — 
2 my Anx =0 zwei Gleichungen‘ finden, in welchen bie gegebenen 
Größen & ‚und die‘ zu beffimmenden acht Größen, a, a, 4, b; by vb, 
e und & oinmen. Auf ähnliche Welfe werden wir, vermittelſt ‘der 
übrigen Brei gegebenen Beraden und der beſtimmten, ihnen entſprechenden 
Tangentialebenen/ noch drei Paar Gleichungen finden, fo daß wir überhanipt 
acht Gleichungen zur Beftimmung der acht genannten Eoefficienten a, a’, ıc. 
haben, welche in Betiehung auf dieſe Größen vom erſten Grade find, Neh⸗ 

"num an, daß Diefen Coefficienten bie, aus der eben angegebenen 
g bervorgehenben Werthe beigelegt find, fo iſt nur noch die BE 
ingzubräden,. daß die Polarebene (8) eine Tangentialebene dek 
ſey. In, ‚Fölge der Aufgabe (92) im $.59; und ber daſelbſt 
# Gleichungen (6), "von welchen die erſte bier sin feibp befriztigt 

toird; haben wir alſo 
ABlev-+ du)? + ACcbv-+bu+ bi 4-BOlavtaurat 6 , (9)”" 
und dieſes iſt die Gleichung ber sefachten Flaͤche/ welche demnach ‚ebenfalls 
eine Regelfläche vom zweiten Grabe ift. Zu 
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.Wenn wir die gefundene Gleichung (9) sach t, u, v ordnen, fo ent⸗ 


haͤlt fie ſechs Glieder, und, wen mir einem dieſer Glieder bie Ginheit zum 


Coefficienten geben, fünf Coefficienten, deren Werthe die Lage und. Geflalt 
der Kegelfläche beftimmen. Da nun in dieſen fünf Eoefficieuten die acht 
Größen a, a, a’, b, zc. vorfommen, fo koͤnnen wir dieſen acht Größen im 
Allgemeinen noch ganz andere Werthe beilegen, als diejenigen, welche aus 
der, in der Löfung angegebenen Beftimmung hervorgehen, me bag die In 
Eoefficienten der Gleichung (9), und alfo ohne daß bie Flaͤche (9 dadur 
geändert wird. Bei einer folchen Aenderung der acht Größen wird demnach 
die. unverändert gebliebene Kegelflaͤche noch immer: die sierigegebeiien Gera⸗ 
ben enthalten. unb: eine conifch-reciprofe Flaͤche der gegebeuen ſeyn; ‘aber es 
werben. diefe: vier Geraden nicht mehr. die. Polarlinien .ıber; vier gegebenen 
Tangentialebenen, fondern fie werden bie Polarlinien ‚anderer‘ Tangentiel. 
ebenen der: Släche (7) fin. . 4 ; 

Es iſt leicht ſich zu überzeugen, vaß kenn‘ eine‘ egelflach KW bie eo: 
riſch sreciprofe Flaͤche einer Kegelflaͤche iſt/ auch umgekehrt PR. KLegelgache 
A die coniſch ⸗reciproke Flaͤche der Kegelflaͤche A ſeyn muß. : 

Eben ſo leicht iſt es einzuſehen, daß von jeden zwei Regelflächen. ir 
ten Grades bie eine als bir. reciprote durhe ‚ber andem. angeſehen we 
den kaun. 


| ur : u Ar 68. J * rn Bau 
” "an von gtoei vesipeofen. ‚und. reeiprofsliegenden: Spin die Bu 
rectxix (9:61) ‚gegeben: iſt, ſo koͤnnen wir zu jeder. Flaͤche zweiten Grades ‚A 


die reciprofe und reciprofslirgende Flaͤche A finden, indem wir aus der - 


Gleichung der Directrig diejenige Gleichung, welche die Beziehung der Me 
ciprocität ber beiden Spfteme ausdrückt, nach $.61 und $.62 leicht auf- 
fielen, wobei e8 denn Feinen Unterfchied macht, ob wir bie Släche A alg 
zu Dem einen oder als zu dem andern Spfteme abhren. erachten; weil 
bie Spfieme eben eine reciproke Lage haben. 


Aufgabe [104]. Die‘ reciproke Stäche ir end einer she. zu 


finden, wenn eine gegebene Rugelfläche die Birk erg der ‚Reciprocieät iſt 


Nehmen wir den Mittelpunkt der Directrit zum. — 


wintlger Coordingten ſo iſt die Gleichung dieſer ‚Dreck, 

22er... 3: 
Die Gleichung dee Polarebenr irgend eines mund tuv: ie Reiche ur 
biefe Kugelflaͤche iſt ($.G1.0b. 62. ©.2) ; 


— 


$.:67 


6. 68 
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W kuy-+tx mr; : . (2) 
und biefe Sleichun druͤckt ſugleich die Sriehang der Reciptoritaͤt ber bei⸗ 
den Syſteme xyz und: tuv aus. 


‚Sf nun 
(er M+@-)’=R 0) 
die Gleichung ingend einer Kugelflaͤche, ſo finden wir, ganz. euf biefelbe 
Weife wie im 66,.: - - . on 
Rt) rer. @ 
als bie Gleichung ber. veciproken Släche der Bläche (3). - 

Diefe rechgrafe Flaͤche (4) ber Rugelfläche (3) iſt, tete wir * ihret 
Gleichung erkennen, eine. Rotationsflaͤthe vom zweiten Grade, und zwar ein 
elliptiſches Hyperboloid, ein verlaͤngertes Sphaͤroid ober ein Rotations⸗Pa⸗ 
raboloid, je nachdem RP , R ν oder 
R’ = 0! Ay? ($.52), b. i. fe nachdem der Mittelpunkt der Directrix 
(3) außerhalb, Innerhalb ober. auf der Kugelfläche (3) liegt; und ein Breun⸗ 
punft biefer recipvoßen Stäche 44). ran mit dem ı Mitreipunfte de Direetrix 
zufammen. -. 

Es if daher Dre vreciproke Flache einer Kugel in Beriehung 
auf eine andere zur Directrig genommene Kugelfläche eine 
NRofationgflähe vom zweiten Grade, deren einer Brennpunft 
mit dem Mittelpunfte der Directrig zuſammen fällt; und um 
gekehrt, wird ein Srennpunft: einer gegebenen Rotatiowsflädhe - 
vom zweiten Grade zum Mirtelpunkt einer Kugelflaͤche und dieſe 
als Directrig genommen, fo md die. eneeiprofe Zlaͤche der gegebe⸗ 
nen eine: Reiten un 


. $. 60. re 5. F 
a Zwei Flächen. som. torte Grube Ahueiben ſich im liheminen, in 
einer (reellen oder imaginairen) Curve vdn doppeltor KHruͤmmniig, deren 
Projectionen Curven vom vierten Grade ſind; denn die Elimination einer 
der veraͤnderlichen Groͤßen x, Yı 2 jʒwiſchen den beiden Gleichungen. der 
Slächen, melche vom zweiten Grade find, giebt eine Sinalgleihung, welche 
die Mnkhen belben veränbertichen Größen enthält; md; im Mllgeirieinen; vom 
vierten Grabe if — Schneiden fich zwei ſolche Flaͤchen in riner geraden 


Linie, fo ſchneiden fie ſich noch außerdem in einer Curve, die im Allgemei⸗ 


um von doppelter Kruͤmmung iſt und deren Projectienen mern dritten 
Grade find; in beſonderen Fällen beſteht dieſer gwtite Durchſchuitt aber aus 
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einer Geraden und eimer Linie, zweiten Grades, welche auch’ uneginain ſcyn 6.09. 
oder: ind Uaenbliche fallen ;Feun —: Echneiden ſich zwei Flaͤche nzwe i⸗ 
ten Grades in einer ebenen Linie vom. gwriten Bradı, fo (neh 
den fie fich außerdem noch in einer zweiten ebenen hinie zweiten 
Grades, welche aber-auch imaginair. ſeyn in einen Punkt dege⸗ 
neriren ober ind Unendliche fallen kann. nmiy sid 


Nehmen wir die Ebene einer Linie zweiten Grades, in \ welcher Me zwel 
Flaͤchen deſſelben Grades ſchneiden, zur Ebene der *. ‚und iſt jene Eurbe 
uam durch die Gleichung Bert 

ay? ———— —8 — 


ausgebrüct, fo find bie Gleichungen. biefer beiden Flaͤchen da kirie je der; 
ſelben fih für z= 0 auf. bie Gleichurg 9) hen, mh. son 
ſcheinlich — , 

—s—— x+D)z+ay? 2bxyrex? +2dy+2exrl m 4 

2’+2(B’ y+Cz+-Dig-Hay’+2bxy-rexr +2 dy-+2ex;th = =. d,; 3. 9. 

und durch Subtraction erhalten wir auf der Stelle 

zZ. |(A-AY2+2B-B)y +2(0-C)x+2D-D/] > =0 | (4) 
eine Gleichung, welche von den Werthen ber Eoordinaten ler derjenigen 
Punkte befriedigt werden muß, welche beiden Slächen gemein find. Diefe | 
Gleichung (4) drückt aber zwei Ebenen, nämlich‘ die Ebene ber-xy un eine 
zweite Ebene, aus. Die’ beides Flächen (2) und (3), welche fich auf ber 
Ebene ber xy fehneiden, ſchneiden Aus alſo wech. anf: einer :gineiten bene; 
was wir vorher ‚behauptet haben. ; . . 

Wir haben hier Gelegenheit b08 rincip ber Becipracität, amzuwenden, 
Stellen wir ung zwei Flaͤchen zweiten rrades por, die von einem und dem⸗ 
ſelben Kegel beruͤhrt werden, fo entſprechen dieſen beiden Flaͤchen und dem 
gemeinſchaftlichen Beruͤhrungskegel, in einem reciproken Syſteme, zwei Flaͤ⸗ 
chen jweiten‘ Gtabes und eine ebene Durchſchuittslinie derſelbe en. Dieſt 
letzteren Flaͤchen haben aber, wie wir vorher gezeigt haben, eine weite vben⸗ 
(reelle oder imaginaire) Durchſchnittslinie, und dieſer entſpricht in' dem 
ESyſteme der zuerſt genannten Slächen ein weiter dieſen Flaͤchen gemein⸗ 
ee afetidher (reefler ber imagindirer) Beruhrungskegel, wobel wir‘ vbemerken 
muͤſſen, daß wenn jene zweite ebent BDurchſchnittscurve iinagincir' ihr doch 
bie Ebene dieſer Curve reell iſt, und daß folglich Wenn jener zweite Beruͤh⸗ 
rungskegel imaginair iſt, doch ſein Schuitel rin roeller Puukt ſey. Daehern 
Haben zwei Fbaͤchen zweiten Grades einen gemeinſchaftlichen 


_ a46 — 
5 Bieraͤhrungekegeleorrhaben fin: :aufenbem noch einen "Weiten 


gemeinfchaftlichen Beruͤhrungskegel, meiger aber ann in: tion 
Puntt oder in eine bene degeneeixen, Fan. * 


een re | 
Urs. Ru Were: und Be tan . 485), 3 
die Sticungen siveier gegebenen Stäthen zweiten Grat, io 2.7 ‘bie 
— 

3 a 2a Ä-riB = 0 Io... (6). 


in beler N einen willkuͤrlichen conftanten Factor baichet, alle Flächen 
zweiten Grades aus, melche die Durchichnittscurne der gegebenen Flächen. 
(5) enthalten (9.56). Iſt dieſe Durchfchnittscurve das Syſtem zweier ebe⸗ 
nen (reellen oder imaginairen) Eurven,. fo giebt es zwei Ebenen, welche dieſe 
Durchſchnittscurve enthalten, und dag Spftem biefer beiden Ebenen‘ muß 
ſich unter der Form (6) darſtellen laſſen, de h. ed muß einen Werth 2 von 

1 geben, für weichen Die Gleichung (6) in zwei Factoren vom erſten Grade 
zeriegbar wird; fb daß, wenn p und q dieſe Factoren bexeichnen, 


AmB=p=0. Ä er 





. Bird eine ve liche greifen, Grades 
480 Da 
von wi Adern Biden deſſelben Grade 
nn v.B=0 mw C=0- 2 | 
in Den Binie gieiten Grades gefchnätten, deren Ebene burh Die ouchens 
p=0 
dnfgert ſcyn mag; fo haben wir, nach dem Beachah 
AB = =p = 0 
W A+Wt=pr=0', J . . - 
me‘ 4 -6 und r = 0 bie Gleichungen der Ebenen der weiten Durch⸗ 
ſchniftscurven bedeuten. Durch Subtraction erhalten wir aus den legten 
beiden, Gleichungen. 


TE, 


xB-; c = Ban = 0 

Die. "Zlächen. B=-0 md = =. X) fchneiden ſich alſo in zwei ebenen Cur⸗ 

* hen, ‚Ebenen. velpeepie, ‚dureh. die Bleichungen re En 
Eon, P æ:O. und g-tr=0l 

—* find: Run ſchneiben fich aber die Ebenen 


Satz Ten ; ger= lt 6 
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in seiner und berſelben Geraden, ba die Gleichung derletzten eine e Holgerd der 9. 
Sbeichungen der beites erſten iſtz mb. wir: haben ſomuit dom. er 


'Bebrf atz 138]. Schneiden ſich drei, Flaͤchen weiten Grades. in 
einer und derfelben Linie zweiten Grades, fo geben die drei Ebenen der 
zweiten Durchfchnittscurven von ie zwei dieſer Slächen durch eine und 
diefelbe gerade Kinie. W 


Hieraus erhalten wir, vermittelſt ber Reciprocitet den J 


Lehrſatz [29]. Haben drei Flaͤchen zweiten Grades einen und den⸗ 
ſelden Beruͤhrungskegel, fo liegen: die drei Scheitel der zweiten Beruͤb⸗ 
rungskegel ‚ welche: je zwei dieſer Flaͤchen gemeinſchaftlich umſchrieben 
find, in einer and derfelben Geraden. 

Aus dem Satze 28) erheliet unmittelbar daß drei Flachen weiten 
Grades, tele ſich in einer und derſelben Linie zweiten Grades ſchneiden, 
entweder noch eine zweite Eine. deffelben Grades, oder noch zwei und 
nicht mehr Punkte mit ginander ‚gemein haben fönnen, - ‚welche auf der. ‚ges 
meinfchaftlichen Durchfchnittslinie der, vorher durch q = 0%,r=0 und 
g—r = 0 ausgebrücten Ebenen liegen. Und hieraus, vermittelt der Re: 
. ciprocität, oder aus dem Sage (29) unmittelber, ergiebt fich, daß drei Flaͤ⸗ 
chen zweiten Grades, welche einen. und benfelben Berührungsfegel haben, 
entweder noch einen zweiten Beruͤhrungskegel oder noch zwei und nicht 
mehr Zangentialebenen mit einander gemein. haben. koͤnnen welche ſich in 
dern, im Satze, (29) genannten Geraden ſchneiden. 

Die beiden ‚vorhergehenden Säge find nur fpeciehe Faͤlle ber ‚beiden 
folgenden; 


Kebrfag: [38]. Schneiden fi Sebif RB, fi 31 gaben von adrei 
yan, drei glaͤchen zweiten Grades ie. ‚Stächen zweiten Brades je zwei und 
zwei und zwei in ebenen Curven, zwei gemeinfchaftliche Berührung s⸗ 
fo geben von den ſechs Ebenen kegel, fo liegen von den ſechs Scheu 
dieſer Curven vier mal drei’ därch tein Diefer Regel. vier mal drei auf 
eine gerade, Kinie, und ſammtliche einer geraden Kinie, und. ſaͤmmtliche 
fechs Ebenen durch einen Punft. ſechs Scheitel guf einer Ebene. 


von welchen wir nur den erften. ertveifen bärfen, indem der zweite vermit⸗ 
telſt der Reciprocitaͤt aus jenem abgeleitet iſt 


Es ſeyen — | 
Tu eu... B=0 3020 


die Shaichungen ber drei gettannten laͤchen zweiten Grabes. Mehinen a wir 


| — 38 — 
6.098. 1 tine:her Durchfchnisdebemn: der Floͤchen An. Dy zer Ebene dar a... 
«ine der Durchſchnitesehentu der Flaͤchen A mi gug Ebene ber: s 
eine der Durchfchnittsebenen ber Slächen B u. C zur Ebene der yz , 


und ift wu Die, in ber: Ebene der xy befindliche Durbknidsini. der 
Slächen Au. B durch die Gleichung . - u 


ay 4 Obsyrox 2yr 2er. = —* 


ausgedruͤckt, fo iſt, teil die Bleichungen A —=-O’und BU" 44 fr z = 0 
auf. eben, diefe Gleichung zurückziehen muͤſſen, J 

As — AByAY EA EH EYE BR ee 8 J 
Be WERL XPY Hr irre Ay. = 0. 
Weil aber bie Fläche C= 0 durch bie beiden Eurven gehen fol, in wel⸗ 
chen die täche A’ = & Sie beine der zz, und bit Fläche B © bie Ebene 
der 32 Tchneiber, ſo muͤſſen diefe Heiden Curven fich: und bie Achſeder 2 
in denſelben zwei Punkten ſchneiden (6. 56); und da, wennn wir in den ‚se 
legt süfgeftefften Bheichungen x —O und y — 0 „fetsen,. 


Az 2221, 0 ER BE eo az 420% + = Z 2% Ä 


tt, 


nie fo nein: — losen BT tan an. ur 
En en,” tie v & und 3* * BES Rn 
Ron van haben daher ° 2. 
1 AFFE ONE —— 9; (m, 
B.= 02’+2(# yAra+ü)z+Hay “+Zbsy-+ox!+2dy+2ex+1 = = 9— 6G 
und es iſt die Gleichung der Durchſchnittscurve ber Ebene’ * F 
ya 


‚der zz mit ber Flähe A=0 , az?+%yx-H+d)z+cz? Hex] = “0 ‚ 
der mit ‚ber She B=0, early. 
Da die Flaͤche cC-0 biefe beiden, Curven ‚enthalten‘ fol; fo iſt fe OR. 
hung... . 
65: PREIRR. 17 EHRE 2,4-2b’ zy-rex3-+2dyöeitl = v. —2 
Durch‘ Subtrartion: erhalten wir aus ben Gleichungen (7; 8 u 9). 
4- 38216- — — 
A-C = 2]8- Pd + (b— -Nily = = 0 
B-C = 2|/-7)2+(b- E * een 
und die Gleichungen ber Ebenen ber ſechs Durchſchnittscurven fi fi nd aber, 
menn wir, zur Alien Pi eu year Br be De 


ne, 


— 8 — 

* up Ar ze =e. 0°: raw py = Darst 
Drau | 28 weil ln en) 
Ber: Siehe ſechs En —* ſich aber, wie wir ſehen die: Hie, Ae 
und 3te; die Iſte, Öte und Gte; die 2te, Ate und bte;die Ite, Ste und Bte 
it einer Geraden, und alle ſechs Ebenen sehen durch int Punkt, den 
anfangepunkt der Coordinaten, w. z. e a a Sa Eu San BE Ze — 

"Durch, ein Berfähren / welches demjenigen aͤhnlich tt,” * wir · in · dem 
letzten Beweiſe angewandt haben / laͤſtt ſich die Richtigkeit des folgenden Says 
827 darthun, bet auch ang dem vothergehenden abgefeitet Werden’ Tan 

hats er 2, \ fr 
"gehrfag (32). esi wan durch ehrſat has). —— 

eine, iede pon zwei feften, ‚in einer in: gine jede von zwei feſten, ‚einen 
und. derfelben gegebenen Ebene bes und, Denfelben gegebenen Scheitel 
findlichen Linie zweiien Grades eine habenden Kegelflächen zweiten Graͤ 
beliebige Stäche zweiten Grades ders "des eine beliebige "Släche zweiten 
geſtalt, daß dieſe beiden Flaͤchen ſich Grades detgeſtalt daß dieſe beiden 
in ebenen Curven ſcthneiden, ſo Flaͤchen gemeinſchaftliche Beruͤh⸗ 
ſchneiden die Ebenen dieſer Eures tungstegel' baben;: FO: liegem: die 
ven DIE‘ gegebene: Ebene in zwei Scheitel dioſer Beruͤhrungskegel auf 
beſtiimten geraden Linien, welche zryhel darch den gegebenen Scheitel 
immer ;digfelben bieiben, wie die gebenden, beſlinumen ‚geraden Li 
genannten Slächen zweiten Spraven ‚wien, welche. ummer Dipfelhen bie 
N we, vezandern moͤgen ji ben wie die genannten Slächen, ze 
Bu J ten Grades, Sich. auch, ver&udern pr 
2 gen. vn 

Der Sp. (83), “rsiebe ſi u na ‚dem, Weinsipe“ der. Retiprocität Aug 
bem Sage (82) —* Nebrigeng erkennen, wir in den ‚beiden be: 
fimmten Graden, deren der, Sag (32) erwaͤhnt, bie Eollinentiondachfen ber 
beiden feſten kinien aweiten "Grades d. $. 3). 


EEE $ 70. | 
Zwei Slächen zweiten Grades barnhren ſich in einem Punkte, wenn fie 
dieſen Punlt mis, einander gemein, und in demſelben eine, gemeinſchaftliche 
Zangentialebene haben: Wir berarlen hierbei, daß. zwei ſich in einem Puofte 
beruͤhrende Bläschen zweiten Grades entweder, m -Diefen.teinge, ‚Punkt mit 
einander. gemein haben; ader daß fr: ſich in ebenan Curven ber auch in 
einer Curve doppelter Kruͤmmung ſchneiden koͤnnen. Daß eine Fläche zwei⸗ 


H'Dieler AH urnierſt im Zeinnal p * feine 21% angemandte Mehrnunt Lhun 
©. 46 aufgeſtellt wordende ei ta u 


1 tt 


.s 
enio Denon 
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sr a ee berühren; zwei / im berſelben Ebene liegende ihrien- zwei⸗ 
ten Grades, welche ſich in drei Punkten heruͤhren ſollen, fallen aber in eine 
einzige Curve zuſammen. 
Zwei Flächen zweiten Grades, weiche fich in einer Eurve berühren, ha⸗ 
ben in derſelben offenbar denſelben Beruͤhrungskegel. Dieſer Berührung: , 
kegel hat aber mit einer jeden dieſer Flaͤchen nur dieſe Beruͤhrungscurve ge⸗ 
mein. SR, demnach | 


| 'p=6 06) 
die Sleichung der Ehen diefer —2** find 
—* — AS6 und BO 60 
bie Steigungen der genannten Flaͤchen zweiten Grades; und iſt ferner 
K =0 


bie Gleichung deg zemeinſchaftlichen Beruhrungẽkegels, fo haben wir, bei ei⸗ 
ner gehoͤrigen Beſtimmung von A und u, offenbar. 
K+tik= p=0, 2 
_ .KtuB=hp=-0 ,. .. 
wo g wb,h ſowobi ala: A: und. u corſtante Factoren bie Durch 
Ertiacion theler wir W 
on A—uB= = (hp = 0 ı_ . 


ober, wenn wir 7 3 durch — * und —* 7* meh. k bezeichnen, 


on AraB = = ne. -0 | 8). 
Berühren fi fi vs alſo zwei Flaͤchen zweiten Grades @) in einer Curve, fo Taf 
fen fich. ihre Gleichungen, nachdem die eine ‚mit einem ſchicklichen Factor 
wultiplicirt worden, Durch Addition zu einer: Gleichung (3) verbinden, toelche 
bie Ebene der Berübrungscurve ausdruͤckt; woraus denn zugleich folgt, daß 
zwei, foiche Flaͤchen keinen, nicht in der Seriprungssurse liegenden Punkt 
mit einander. gemein. haben können. \ 


Lebrſatʒ {34}. Wird von zubel Stächen. zweiten Slades eine € jede 
von einer dritten Släche deffelben Grades in einer Eurve beräbtt, - fo. i 
fchnelden ſich jene: 3wei:Jlächen in zwei (reellen oder imaginairen) ebe: 
nen. Curven, und Die. Ebenen diefer Durcbichnittecurnen, weldye, wen 
diefe. Curven imagineir. find; fowmobl ;xeell als imaginair ſeyn Können, 
ſchneiden ſich ie Ber, Preiofbnigaiinie der ‚Ebenen der Serittauge 
curxveßßß. © 
dan, Demifnd: A. ze. 0 und. B: = 0. bie Biigungen der heiden mueck 
nann⸗ 
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nannten Flaͤchen und iſt C = 0 diejenige der beruͤhrenden Flaͤche, ſo iſt 6. 70. 
nach dem vorher Gefundenen 

CrrA=zkpf=b, 

C+r.Bzkqf= 0 f 
wo p — 0 und q = 0 die Ebenen der Berührungscurven ausdrüden. 
Durch Subtraction ergiebt fich 


»A—«B=kpf—k’= (k!p + kKög)(k!p — K?g) = 0 

Die Slächen A = 0 und B = ſchneiden fich alfo in zwei Eurven ein 
facher Krümmung, deren Ebenen durch die Gleichungen 
| kp + kg =0 ud kp — k’q = 0 

ausgedrückt find. Diefe Ebenen find reell oder imaginair, je nachdem K 
und K’ gleiche oder entgegengefeßte Vorzeichen haben. Welcher von diefen 
beiden Sällen aber auch Statt finden mag, fo ſchneiden fich diefe Ebenen 
offenbar in derjenigen reellen Linie, in welcher fich die Ebenen p = 0 und 
q=0, d. i. in welcher fich die Ebenen der Berührungscurven fchneiden. 

Aus dem fo eben bemwiefenen Lehrfage folgt unmittelbar, daß zwei Flaͤ⸗ 
chen zweiten Grades, welche fich in einer Eurve doppelter Krümmung fchnei- 
den, nicht zugleich von einer und derfelben Flaͤche zweiten Grades in Cur⸗ 
ven beruͤhrt werden koͤnnen. 

Soll demnach zweien Flaͤchen zweiten Grades ein Kegel gemeinſchaft⸗ 
lich umſchrieben werden koͤnnen, ſo muͤſſen dieſe Flaͤchen ſich in (reellen oder 
imaginairen) ebenen Curven ſchneiden oder in einer ſolchen Curve ſich be⸗ 
ruͤhren. 

Confocale Flaͤchen zweiten Grades werden wir diejenigen Rotations⸗ 
flaͤchen vom zweiten Grade nennen, welche einen Brennpunkt gemein haben. 


Lehrſat; [35]. I. Zwei confocale Flaͤchen zweiten Grades fchneis 
den ſich in ebenen Eurven. II. "Jeder Rotationskegel, welcher feinen 
Mittelpunkt (Scheitel) im Brennpunkte einer Rotationsfläche zweiten 
Grades bat, ſchneidet dieſe Släche in ebenen Eurven. III. Teder Kegel, 
welcher feinen Mittelpunkt (Scheitel) im Brennpunkte einer Rotations; 
fläche zweiten Brades bat und welcher diefe Släche in ebenen Eurven 
fehneider, iſt ein Rotationskegel. 


1. Zwei confocale Slächen zweiten Grabes koͤnnen, auf ein rechtwinkli⸗ 
ges Coordinatenſyſtem bezogen immer durch die Gleichungen 


224 yx⸗ = _ (a2 +by-+ cx +1)? (4) 
II. 23 


$. 70. 
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(dz+b’y+cz+1)? (5) 


| e?n’? 
ausgebrückt werden, wo n und n’ fo wie « =Ya?-+b?+c? und «= VYa?-+b”?+c”? 
reelle Größen find ($.52, &.1). Durch Subtraction ergiebt fich 

en ?az Hbyrex + li? — atnaz +byrcx +1? =0V , 
eine Gleichung, welche zwei (reelle) Ebenen ausdruͤckt, was bie erſte Be- 
hauptung des Satzes erweiſt. 

HD. Ein Rotationdfegel, welcher feinen Scheitel in einem Brennpuuft 
einer Notationgfläche zweiten Grades hat, und diefe Fläche können, auf ein 
rechtwinkliges Coordinatenſyſtem bezogen, immer refpective durch die Glei- 
chungen 





Z+y’ +7’ = 


2+ryP+rY= a (a2+by-+ cx)? 
1 
aꝰn⸗ 
ausgedrückt werden, woraus ſich, wie in L, durch Subtraction die Glei⸗ 
chungen zweier Ebenen finden, was die zweite Behaupfung bed Satzes 
rechtfertigt. 


II. Es ſey C eine, auf einer Rotationgfläche zweiten Grades A be: 
findliche ebene Eurve. Wäre nun der Kegel K, deſſen Scheitel in einem 
Brennpunfte F der Fläche A Tiegt, und deflen Oberfläche die Eurve C ent: 
halt, Fein Notationgkegel, fo nehme man drei Punkte Pı, Ps Ps auf der 
Peripherie der Eurve C beliebig an, und giehe die Geraden Fp,, Fp., FPs- 
Diefe drei Linien beflimmen einen Rotationskegel R, und dieſer fchneidet 
die Fläche A, nach dem in IL. Bewieſenen, in einer ebenen Eurve D, welche 
offenbar die Punkte pı, Par ps enthält. Die Ebenen der Eurven C und D 
fallen alfo, da fie drei Punkte gemein haben, zufammen, und bilden fomit 
eine einzige Ebene, welche die Släche A in zwei verfchiedenen Eurven C und 
D fchneiden müßte, was unmöglich if. Daher ift der Kegel K ein Rota⸗ 
tiongfegel, was ber dritte Theil des Lehrſatzes behauptet. 


$. 71, 

Wir haben fchon mehrere Male Gelegenheit gehabt zu bemerfen, daß 
die Erummen Slächen zweiten Grades in drei Hauptarten zerfallen, welche 
forsfältig von einander unterfohieden werden müffen; namentlich war Dies ber 
Sal als wir die reciprofen Figuren jener Flächen betrachteten ($. 66). Die 
erfte Art enthält das Ellipſoid, das elliptiſche Hyperboloid und dag eliptifche 





Z+Y +? = (dz-+b’y+cx-+1)? 
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Paraboloid, die zweite Art das hyperboliſche Hyperboloid und das hyper⸗ 9 11. 
boliſche Paraboloid, und die dritte Art die Kegelflaͤche. (Dieſe Einthei⸗ 
lung in drei Arten gilt fuͤr alle krumme Flaͤchen, von welchem Grade ſie 
auch immer ſeyn mögen; jede Fläche iſt naͤmlich entweder concav⸗concav 
oder convex⸗concav oder developpabel, was in der Folge ausführlich ber 
trachtet werden wird.) Diefelbe Eintheilung ſtellt fich fogleich heraus, wenn 
wir die collinearsverwandten Figuren der Flächen zweiten Grades betrach- 
ten. Mit einer Fläche vom zweiten Grabe, welche zu der erften Art gehört, 
kann nur eine Fläche von derfelben Art collinear verwandt feyn; mit einer 
folchen Fläche der zweiten Art nur eine Fläche der zweiten Art und mit 
einer Släche der dritten Art blos eine Fläche der dritten Art. Denn wenn 
eine Släche gerablinig ift, fo wird auch die ihr collinear-vertvandte Zläche 
geradlinig feyn, und wenn fich die erzeugenden Geraden fämmtlich in einem 
Punkte fchneiden, fo werden auch die erzeugenden Geraden ber collinearen 
Fläche ſaͤmmtlich duch einen Punkt gehen. 


Aufgabe [105]. Es find zwei Slächen zweiten Brades, welde 
einen gemeinfchaftlichen Beruͤhrungskegel baben, gegeben. lan foll 
.unterfuchen, unter welchen Bedingungen jene beiden Slächen als centrifchs 
collinear und collinear:liegend, und der Scheitel diefes Beruͤhrungskegels 
als Eollinestionscentrum angefeben werden kann. 


Wir nehmen den Scheitel des gemeinfchaftlichen Beruͤhrungskegels zum 
Anfangspunfte eines Koordinatenfpftems, in welchen wir die Coordinaten 
durch x, y, z oder t, u, v bezeichnen. Die Gleichung dieſes Kegels ift 
alsdann 
| K = a+by? cxꝰ 20xy +2bxz +2cyzy =0 , 
oder K = a” + buꝰ + ct? + 2atu - 2b’tv + 2cuv = 0 
Sind A = 0. und B = 0 die Sleichungen der beiden gegebenen Flächen, und 

= az+ßy+yx+1=0 ,; D=sov+Pfuryti+l= 0 
die Gleichungen der Ebenen ber Beruͤhrungscurven des Kegeld und refpective 
ber Slächen A = 0 und B = 0, fo haben wir, zufolge des vor. $, 

K+A=g@®=0 ; KruB=hD=0, 


—/A=K-g”=0 ; -„B=K-IhD =0, 

b. i. bie Gleichungen ber beiden gegebenen Slächen find 

az’+by’+cx’+2axy+2b'sz+2cy2-g(az+Ay+yxHl)’? =0 , 0) 

av’ +bu?+-ct?+2atu -+2b'tv+2cuv—h(e'v Juri)? = 0 . (2). 
23* 


alfo 


| 
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go. Breruhrungekegelewßornhaben fiu::mußerbem- nochneinen. weiten 
gemeinfchaftlichen Beruͤhrungskegel, weicher aber auch im: einen 
puntt oder in eine Toene des entriren kann. 


Be Kent ° | Zu 
947% ceihm Zr GEBE und Bo0r Fa BE 
die Skeichungen zweier gegebenen Slähen zweiten Grades 1J Dt ‘die 
Bleichuag 


er; ArB=0, ” = 6) 

in welcher einen willkuͤrlichen conſtanten Factor Sejeichnet, alle Flaͤchen 
zweiten Grades aus, welche die Durchſchnittscurve der gegebenen Flaͤchen 
(5) enthalten ($.56), Iſt dieſe Durchſchnittscurve das Syſtem zweier ebe⸗ 
nen (reellen oder imaginairen) Curven, ſo giebt es zwei Ebenen, welche dieſe 
Durchſchnittscurve enthalten, und das Spftem diefer beiden Ebenen muß 
fh unter ber Form (6) darftellen laſſen, d. 5. ed muß einen Werth 2° von 
2 geben, für weichen die Gleichung (6) in zwei Factoren vom erſten Grabe 
zeriegbar wird; fb dapı ı wenn p und q biefe Factoren bezeichnen, 
Abe = p4: =0.: — . 
iſt. en 

, Gib eine ve Ale je. Grades 

A420 | 
von ei adeen Biden deſſelben Grades 
ii. B = [}) und Ci Er O-- : 
in Ben Binie cweier Grades geſchnitten, deren Ebene Sur se obihens 
p=0. 
ünkgebrät ſeyn magı ſo haben wir, nach dem Voiherhchenden 
—— 


sr, 2 “1. . ” „ 3 EA 
‘ 


or Zu . 


u J a ‚ Art = =pr= 0 u In 
wog 4 * * 6 und r=0 die Gleichungen der Ebenen der‘ zweiten Durch 
ſchniſtscurven bedeuten. Durch Subtraction erhalten wir aus den letten 
beiden Gleichungen | 
. XB— C = : Pd — = 0. 
Die. dlachen Be0 und o — ſchneiden ſich alſo in zwei ebenen Cur⸗ 
deren, ‚Ebenen reſpective ‚durch die Gleichungen ,. 
yo u Pl. und, g-r=0 . 
—2* ſind. Nun ſchneiden fich aber die Ebenen 
eat 3 Tel ; gorm O0) : 
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in einer und berſelben Geraden, Ba die Gleichuug der: lrtzten eine ie Zolgert tr 968% 
Skichumgen beribeiten efien 5 mb wir⸗ haben sonne ben Br 


" Rebrfag 138). " Schneiden ſich drei ſSlachen weiten "Grades in 
einer und derſeiben Linie zweiten Grades, ſo gehen die drei Ebenen der 
zweiten Durchfchnittscurven von ie zwei dieſer giͤchen durch eine und 
dieſelbe gerade Kinie. 


Hieraus erhalten. wir, vermittelſt ber Kecproctis, Sen, Be 


“ix 
u; 


Sebrfan [29]. Saben drei Blächen zweiten Brades einem und den⸗ 
ſelden Beruͤhrungskegel, ‚fo liegen: Die. drei: Scheitel. der. zwaiten Beruͤh⸗ 
rungstegel ‚ welche: je. zwei diefer- Stächen. gemeinfchaftlich umgfchrieben 
ſi ind, in einer und derfelben Geraden. 

‚ Aus dem Satze 26) erheliet unmittelbar, daß drei dlachen weiten 
Grades welche ſich in einer und derſelben Linie zweiten Grades ſchneiden, 
entweder noch eine zweite Linie deſſelben Grades, ober noch. zwei und 
nicht mehr Punkte ‚mit. tinander ‚gemein haben fönnen, ‚welche, auf der, ‚ge 
meinfchaftlichen Durchfchnittslinie ber, vorher durch q = 0%,r=0 um 
gq—r = 0 ausgedrücten Ebenen liegen. Und hieraus, vermittelſt der Re⸗ 
ciprocitaͤt, oder aus dem Satze (29) unmittelbar, ergiebt ſich, daß drei Flaͤ⸗ 
chen zweiten Grades, welche einen und denſelben Beruͤhrungskegel haben, 
entweder noch einen zweiten Beruͤhrungskegel oder noch zwei und nicht 
mehr Tangentialebenen mit einander ‚gemein, haben, koͤnnen welche ſich in 
DER, im Gage: (29) genannten Geräben ſchneiden. 

Die beiden vorhergehenden Säge fi find, nur hecielle File de beiden 
folgenden; 


ehrſan E38]. Schneiden Po Lehrſatz [311 Saben eon dei 


van; drei glaͤchen zweiten, Grades je. 


zwei und zwei in ebenen Curven, 
fo geben von den fechs SEbenen 


diefer Crirven vler mal drei’ durch 


eine gerade, Kinie, und ſaumntliche 
fechs Ebenen durch einen Punft. 


glaͤchen zweiten Grades je zwei und 


zwei gemeinſchaftliche Beruͤhrungs⸗ 


kegel, fo liegen von den ſechs Scheu 


teln Diefer Kegel. vier mal drei auf 


giner geraden Ainie, und ſaͤmmtliche 
ſechs Scheitel guf einer Ebene. 


von welchen wir nur den erſten. erweiſen bürfen, indem ber zweite vermit- 
telft der Neciprocität and jenem abgeleitet if. 


ce ſeyen — 


Fu uttze Aue: . ; 


B=0 ; 


:C=0 . 


die Blachungen der drei · genannten laͤchen zweiten Grades. Mehinen n wi 


9. 6% 


- tine der Durchiehnittecbemen Dex Flaͤchen A u. Di ver: Ebeve dar my... 
ine der Dumbfihnistsebenen der Flächen A m: C gun Ebene ber:am , - r 
eine der Durchſchnittsebenen ber Flaͤchen B u. C zur Ebene der y2 ı 


und if nun bie, in ber Ebene ber xy befinbliche Dupbknitdeunie der 
Slächen A u. B durch die Gleichung 


ay bay eir dyr ler. == w 


ausgebrückt, fo iſt, weil die Gleichungen A = 0 ud B= ſich fr z = U 
auf. eben biefe Gleichung zurückziehen müßen, 
A= IERESFEHEDISSHAMERFESHEIENIE TREE NEDR: -® 1 
B= «R+XPßy +YaHöjzHay’42bzy ++ 2dyr2en +1 0. 


Weil aber bie Flaͤche C = O durch bie beiden” Curven gehen fol, in wel⸗ 
chen die glaͤche A 6 bie Ebene der xz, und die Flaͤche B0 bie Ebene 
ber yz' fchnefbet, ſo muͤſſen biefe Heiden Curven fich: und die Achſe ber * 
in denſelben zwei Punkten ſchneiden (5.56); und da, wenn wir in den iu 
legt aufgeſtellten Gleichungen xs-0 m y=0 „fegen, 


ASar+2ı+l- 0 Bea o’z 24.20 + =0_ 


. 
vv“ 1 
* 


Ba ſe noiſſen nechwendigenveiſe ren f ü . “ u rg .. 


NT TALIE g == f und = nal 
Ri "Bir haben baher 2 a . BE 
A= HB +y MFFRIEE TS OERR ETUI SFR =0/, in 
B = a’ +-2Ay+yx+ö)24ay + 2bxy-+c2?+2dy-+2ex+1 == 6; 6G⸗ 
und es iſt Die Gleichung der Durchſchnittscurve der Ebene 
‚der xz mit der Flaͤche A = O, az?’-+2(yx+ö)z+cx? +2ex+1 = = 12 
der yz mit der Stäche B=0, dry. 
Da die Flaͤche C = 0 dieſe beiden Euren enthalten fol; f fo iſt ihre‘ Bet: 
dung -. . 
GE RR —— 24-2’ zy-rex-H2dyräeiH = 0. ‘9. 
Durch‘ Bubtraction: erhalten wir aus ben Gleichungen (7; 8° u 9). 
ABER, Be 
A-C = 2|B- PH b-Wly = 0, ET. 
B-— = 2|/- —-Y)z+(b— böylx = 0 Fe 
und die Gleichungen der Ebenen ber feche Durchſchnittscurven fi find daher, 
varun moin, zur Ablirgng, dr ea year be P. ſetzen, 


y2 





2:2 MY O 5 
Er TR || 


383 


mz+ pr ze. 0°, . 
. Ve 0: J. 


Br 


Ne Ppy 0, ; 
a2 X: —0 165 Ye “ 


Ben Bieferi ſechs Ebenen Fhneiden fich aber, wie wir ſehen/ Die‘ HR, 2. 
und Ste; die Ifte, Öte und 6te; bie 2te, Ate und btezdie Ite, Ate und Be 
in einer Beraden,- und alle ſechs Ebenen gehen durch einen Punkt, ben 
anfangepunkt ber Eoordinaten, w. ge 1: °- z 
Durch ein Berfähren / welches bemjerigen ähnlich Mi, Bis mir in ‚ber 
letzten Beweiſe angewandt haben; laͤßt ſich die Richtigkeit des folgenden Gans 
82 darthun,⸗ der auch ang dem vorhergehenden abgelettet werden kann. 


"gehn fag (32). See. mau darch 


ehrſat [33] ‚Befähreibt man 


eine jede pon zwei feſten, in einer. ‚in eine de von zwei feften,..eine 


und derfelben gegebenen Ebene be 
findlichen Cinie zweiten, Grades eine 
beliebige Stäche zweiten Brades ders 
geſtalt, daß dieſe beiden Flaͤchen ſich 
in "ebenen Curven ſthneiden, ſo 


ſchneiden die Ebenen dieſer dur 
ven die gegebene: Ebene in Zwei. 
befininwen geraden Kinien, weiche. 


immer ;diefelben bieiben, wig Die 


genannten: Slächen zweiten Srades 


Ne auch parandern megen *.. 


A 


‚und, denfelben gegebenen Scheite 


„babenden Regelflächen zweiten Sr 
"des eine beliebige "Stäche Zweiten 


Grades dergeftaft, daß diefe beiden 


FSlaͤchen gemeinſchaftliche Beruͤh⸗ 


rungskegel haben, fo: liegen ˖ die 


Scheitel dieſer Beruͤhrungskegel auf 


zwer durch den; gegebenen Scheitel 


gebenden, heſimmaen getaden: Ki 


nien, welche immer dieſelpen bicy . 
ben, wie die genannter Slächen. zwpei 


ten Grades fich auch verandern moͤ⸗ 


gen. 


Der Sa. (33), rgiebt fi ih nach. eh ine 3 ber Keciprocikät ug 


sc $h f} ; 
ı ?). D, A 
N 

1, 


dem Satze (82) unmittelbar... Nebrigens erkennen wir in den beiden be 
ſtimmten Graden, deren der Sag (32) ertoähnt, bie Eollinegtionsachſen der 
beiden feſten Einien zweiten Grades . $. 45). 


| Ä $ je | | rn 
Zwei Slächen zweiten Grades berühren fich in einem Punkte, wenn fie 
dieſen Punkt mit, einander gemein, ‚und in demſelben eine. gemeinfchaftläche 
Fangentialebene. haben. Wir bemerken hierbei, daß zwei ſich in,emem Punkte 
beruͤhrende Blächen zweiten: Grades entweder nur dieſen einen. Punkt me 
einander. gemein, haben, der daß ſie ſich in ebenen Eupen ober auch in 
einer Eurve doppelter Krümmung ſchneiden koͤnnen. Daß eine Flaͤche zwei⸗ 


H Dieſer Ak iſt! nierſt im trat J * beine W ‚dngemändte Wachentatt Eh. 
©. 46 aufgeſtellt worden. Su Nez. no 


R 


5. 70. ten Grades eine ‚gegebene Flaͤche beffelben Stabes in ;tinem gegebenen Bunte 
berührt, gilt für deei. Bedingungen. Eine gegebene Släche zweiten Grades 
kann daher von unzaͤhlig pielen Flaͤchen deſſelben Grades, in zwei oenebenen 
Punkten beruͤhrt werden: 

Schmiden, ſich zwei Flaͤchen zweiten Grades in ‚toi. ebenen Euren, 
fe Serügren fie fich, im Allgemeingn, zugleich in. zwei (reellen oder ima⸗ 
gingixen). Punkten, und. zwar im, denjeni igen, in welchen ſich ‚Die heiden ebe⸗ 
nen. Curven ſchneiden. ‚Denn. ziehen wir an einer jeden der beiden Durch⸗ 
ſchnittscuryen in einem der eben genannten. Durchſchnittspunkte eine Tanz 
gente, ſo ſind dieſe beiden Geraden Beruͤhrungslinien ſowohl der einen als 
ber andern Flaͤche, und die Ebene, welche dieſelben Geraͤden beſtimmen iſt 
nothwendigerweiſe eine Tangentialebene ſowohl ber einen ‘al’ der” andern 
Fläche. Die beiden Flaͤchen berühren fich alfo in bem einen Durchſchnitts⸗ 
punkte und, aus denfelben Gründen, auch in dem andern‘ Durchſchnitts⸗ 
nunfte der beiden Eurven. _ 2 

Wenn ſich zwei Flächen zweiten Grades in. wei Punkten beruhren, 
fo koͤnnen nur zwei Faͤlle Statt, finden, naͤmlich die beiben Flaͤchen haben 
mer biefe Punkte ‚wit einander. gemein, ober fie ſchneiben ſich in zwei abe 
hem&urven. Es iſt; unmöglich; daß zwei Blächen: seiten: Grabes, weiche fich 

in ne Punkten beruͤhren ſich in einer Eure boppeltet Krümmung ſchnei⸗ 





in zwei —5 beruͤhren. Bi nehmen bie Bersinbungslinic der beiden 

Beruͤhrungspunkte zur Achſe der z, bie beiden andern Achſen aber beliebig 

an. Di ‚Gleichungen der beiden Flächen And 38" ſeyen min nn 

, * — by®4x #-2a’xy-#2b ER RE XL; 0 2 

Ze + 3.-YX 24+20'xy+2P sur yzH2e” 2428 YERY'S+ = = vv 
Segen wir in beiden Sleichungen ' x=0mb y- 6, fo erhalten wir 
2224202 +- = 0 J 

at Ta ee; re.” 
und 'bie Achſe det 2. ſchneibet die Flächen. A und B: EHER Punkten, deren 
Ordinaten die" Wurzein dioſer legten. Gleichnngen Andi: Da ‚fie fie aber in 
denſelben beiden Punkten fechneiden foll, To’ len dien Wurzeln Zum 
biefelben, Mo auch dien heten beiten Bleichingen dieſelben ſeyn/ worans wn 


me. er gg! at Au EEE ae 


erhalten. - Die Sleichungen ber Saugenpiahsbenen. ber beißen. au - 
einem Punkte x’y’z’, welchen beide Flächen gemein haben; find... : 


— 


— Bl — 
$. 70. 


—E— —VX et dr En 
arrytlz ———— —— 
und demnach für denjenigen Punkt, für welchen x— 6, Y'='0, zwi 
(FEN) + (cz, #pNy + (biz, + ex" u +1= oN, 
(az + rt By + arzt +1l= 0 } 
fo w wie für denjenigen Punkt, für welchen = 0, y = = 0, * —2 
(az, + a) + (za +b)y+ GV C)Xa“æz, +1=0 
(2, + NY + Var year rare... 0. 
Da nun die Zlächen A und B fich in den, fa eben genannten Yunkten be: 
rühren folten, fo muͤſſen die Tangentialebenen in dieſen Punkten dieſelben 
ſeyn. Es ſind aber die erſten und‘ letzten Glieder in den fo eben angedebe 
nen Gleichungen, weil = a und ed’ = a iſt, dieſelben; es ‚muß alfo noch 
e4+b" = yarß’ , bi ne ur en 
cz, + bh” = varß s br, #c — 382. +y" ee J 1 


| feyn, woraus wir , FE R , 
y- eb; feb; Yee 


finden. Die —— der Flächen A und: B ſind daher reſpective 
az’+by?’+cx?”+2a’xy+2b’xz+2c'yz-2a "7+-2b”y FI +, £ 
a2? + Ay?-Hyx?-+20’2y-+2b’ xz-+2c'yz+2a —— +2cx+1=0, 
und durch Suhtraction: finden wr ai ven 
(b— Ay’+(c—Y)@®+ 2(a’ — xy = 0 

Alle Punkte, welche den beiden Slächen A und B gemein find, liegen in 
einem Orte, den die ketzte Gleichung darſtellt. Dieſe Gleichung druͤckt aber 
eine Gerade, nämlich bie Achſe der z, oder das Syſtem zweier, dutch Die 
Achſe der 2 gehenden Ebenen aus; je nachdem (@— Pub Bcıy) jet. © 
oder > 0 iſt; in keinem Falle drückt fie eine krumme Flaͤche aus. In dent 
zuͤerſt g genannten Sale haben die Flächen A und B nur die beiden Berühs 
rungspunkte gemein, in dem zweiten Falle ſchneiden ‘fie fich in’ ebe nen Cur⸗ 
ven; in keinem Falle aber ſchneiden fie ſich in, einer Curve won, doppelter 
Krümmung. 

.. Wenn eine Fläche zweiten Grabes von tinen andern Flache deſſelben 
Grades in drei Punkten beruͤhrt wird, fo findet die Beruͤhrung⸗ in allen 
Punkten derjenigen Eurve Statt, in welcher die, durch jene drei Puukte be⸗ 
ſtimmte Ebene die erſte Flaͤche fehneider. Dem da’ Bie Beiden: Stächen in 
jenen drei Punkten diefelben Tangentialebenen haben muͤſſen, fo witd“ bie 
gengaunte bene! dieſe Flaͤchen in Linien zweiten Grades⸗ſchneiden, welche 


[2 
4 u. 
. al 


Laie? 





$. 72. Flaͤche können bie beiden Eurven ſowohl eine folche Lage haben, daß bie 
Durchmefier, welche ber Richtung der Durchfchnittslinie der Ebenen Diefer 
Eurven conjugirt find, beibe ihre Eurven fchneiben ober beide fie nicht ſchnei⸗ 
den, als eine foche Lage, daß der eine ber genannten Durchmeffer feine 
Eurve ſchneidet und der andere fie nicht ſchneidet. 

Wir haben in der Löfung ber vorigen Aufgabe den Fall nicht befon: 
ders betrachtet, in welchem die Ebenen der beiden Eurven einander parallel 
find; aber es iR aus $.35 unmittelbar Elar, dag in biefem Falle nur dann 
Kegelflächen durch die beiden Eurven gelegt werben koͤnnen, wenn bDiefe 
Curven einander ähnlich find, und wenn fie eine folche Lage haben, daß Die 
Berbindungslinien ihrer Scheitel, ihrer Brennpunkte und ihrer Mittelpunfte 
fih in einem und demfelben Punkte fchneiden. 


$. 73 
Aufgabe [107]. Welche Relationen muͤſſen zwifchen den Coeffi⸗ 
cienten der, auf daſſelbe Loordinatenfyftem fidh beziebenden Bleichungen 
. av? +bu? + ct? +2a’tu+2b’tv-+-2cuv-+2a”v+2b”u+2ct+d = 0 (1) 

a’ +-Ay?’+yx’+2axy-+2ß'22+2,'y2+20"2+29’y+2/x+0 = 0 (2) 
State finden, wenn diefe zwei aͤhnliche und Ähnlich liegende Slächen 
zweiten Brades ausdrüden follen? 

Begeichnen wir die Coordinaten der Mittelpunfte beider Flächen re 
fpective durch td, u, v’_ und x’, Y, z, fo können wir den beiden Sleihun: 
gen (1) und (2) die Form Ä 





a(v— VW)? + bu — u) + ct)? +2at— Ku -vW) 
+ 2b (t - lv — V) +2c(u— uU)v—vV)+ ni =0 ® 
alz-z’ HA -Y+r&- Si H+2elK- Fly y) } 
+2P(x —x')(z—- zZ) +27 (s—-y)z— zZ) -+ 5 =0 4 





geben, wo 4’,, Dı und 4’,, Dz diejenigen, refpective aus ben Coefficien⸗ 

ten ber Gleichung (1) und den Eoefficienten der Gleichung (2) zufammen 

gefeßten, Ausdruͤcke bezeichnen, welche wir in $. 43 angegeben haben. 
Wenn nun bie beiden Slächen ähnlich find und ähnlich liegen, fo feyen 


gelfläche Tegen läßt, eine Behauptung, die eben deshalb falfch ift, obgleich fie fich in 
mehreren ausgezeichneten mathematifchen Werken befindet: M. f. Corresp. sur l'école 
polyt. T.II. p. 219; Annales de math. T. XIII. p. 310 und T. XVII. p. 306; Jour⸗ | 
nal f. d. r. a. Mathem. Bd.I. p.85. | 
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f, g, h die Coorbinaten des Aehnlichkeitspunktes. Wir transformiren die 6. 73, 
Gleichungen (3) und (4) indem wir biefen Aehnlichkeitspunkt zum Anfang 
punfte der Coordinaten nehmen, und alfo v-+-h für v, urg für y t-rf 
für t, ferner z+h für z, yrg für y, x+f für x feßen, wodurch wir 
alv+V)’+buw+Dy’+ct+-T)’+22+-T)a+U) 
+2bt+TD)W+V)+2ew+U)C+V) +7 41-010 
(2+Z)°+ Ps-+-Y)-+r7(&+X)? +20 (x+-X)(y 8 
— OOOO———— =0, 6) 
2 
erhalten, wenn wir, der Kuͤrze wegen, h-v, g—u, f—t und h—z) 
g—y, f—x’ refpective duch V, U, T und Z, Y, X bezeichnen. Segen 
wir jett, gufolge ber Steichungen (13) deg $.20, 
vekz ,‚„u=-b ,tek 


in die Gleichung (5), und identificiren die dadurch hervorgehende Gleichung 
mit der Gleichung (6), fo ergeben fich folgende Bedingungsgleihungen: 





b_A,ce_r.a_«,b_f.ed_r. 
a a’ aaa’ a a’ a a’ a a 
V_ bU __£ cT _yr 4’, _ 4%; 
wert 7551; 5855x3; mm, 


. Die fünf erften diefer neun Gfeichungen find von f, g, h und k unabhän- 
gig, und aus der neunten Gleichung finden wir 


— — a Wu D, 1] (7) 
fo daß alfo, da wir a und a, wie fehon in $.43 bemerkt worden, immer 
als pofitive Größe betrachten koͤnnen, k nur dann reel wird, wenn bie 


Werthe der Ausdrücke 21 und 2 von gleichen Zeichen find. Wir ha⸗ 
1 2 

ben demnach als Bedingung fuͤr die Aehnlichkeit und das Aehnlich⸗liegen 

der beiden Flaͤchen (1) und (2) die Gleichungen 


a_ßP_Yy de _f Y (8) 


und 


8; 4, 
D, von demfelben Zeichen als D (9) 


g.73, 
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Werden dieſe Bedingungsgleichungen erfuͤllt, ſo ergiebt ſich, aus der 
ſechſten, ſiebenten und achten der obigen neun Gleichungen, 

Vekl2 ; UVK; T=-lKX;; (10) 
und vermittelt diefer Gleichungen (10) können die Coordinaten f, g, h, des 
Aehnlichkeitspunftes beffimmt werben. Da aber der Werth (7) von k mit 
doppeltem Vorzeichen zu nehmen ift, fo giebt es bei ähnlichen und aͤhnlich⸗ 
liegenden Zlächen zweiten Grades zwei Achnlichkeitspunfte. 

Aus den vorher aufgeftellten Bedingungen ergiebt fich 


@_b_r’_ß 
Fe a —77 


alfo ’ 
a? ce” — ab) = a’(y?— af) ; 
folglich involviren bie gefundenen Bedingungsgleichungen, da a° und a? 
pofitive Größen find, auch die Bedingung: es muß 

| ce” — ab von demfelben Zeichen ald 7"? — aß (11) 
ſeyn. Die Bedingungen (9) und (11) zeigen ung, wenn wir die geometri⸗ 
fchen Bedeutungen der, in $. 43 zufammen geftellten analytifchen Bedingun- 
gen betrachten, daß zwei ähnliche Flächen zweiten Grades immer von glei- 
cher Art find, daß alfo einem Ellipſoide nur ein Elipfoid, einem eliptifchen 
Hpperboloide nur ein elliptifches Hpperboloid, einem hyperbolifchen Hpper- 
boloide nur ein hyperboliſches Hyperboloid, ꝛc., ähnlich feyn Fann, wie denn 
auch in der That zwei ähnliche Figuren nur in der Größe, nicht aber in 
der Geftaltung von einander verfchieden find. 

Wir ſehen leicht ein, daß die Aehnlichkeitspunfte zweier ähnlichen und 
ähnlich-liegenden Flächen zweiten Grades auch als Eollineationgpunfte und 
die Ebene ihrer (reellen oder imaginairen) Durchfchnittscurve als Collinea- 
tiongebene. betrachtet werben Fann. 

‚Zwei Flächen zweiten Grabeg, deren Gleichungen: den Bedingungen (8) 
genügen, fey es, daß fie auch der Bedingung (I) Genüge leiften oder nicht, 
beißen homothetiſche Flächen zweiten Grades. Aehnliche und ähn- 
lich:liegende Flächen zweiten Grades find daher homothetiſch, aber homothe⸗ 
tifche Flächen zweiten Grades find nicht immer ähnlich, und es kann ein 
elliptiſches Hyperboloid einem hyperboliſchen homothetiſch ſeyn. 

Zwei homothetiſche Flaͤchen zweiten Grades haben gleiche Aſymptoten⸗ 
kegel, was aus $.43 (G. 12) klar iſt. 

Dividiren wir die Gleichungen zweier homothetiſchen Flaͤchen zweiten 
Grades durch die Coefficienten reſpective eines ihrer Glieder hoͤchſter Di⸗ 





m. 
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menfion, fo bekommt dieſes Glied in beiden Gleichungen. die Einheit zum 6. 73, 
Corfficienten und die Eoefficienten der übrigen fünf Glieder zweier Dimen- 
fionen werden, in Folge der Gleichungen (8), einander gleich. Wir können 

alfo zwei homothetiſche Flächen zweiten Grades immer durch zwei, u 
daffelbe Coordinatenfpftem bezogene Gleichungen von der Form 
z2+by?+cx?+2a'xy+2b’x2-+2c'yz+22’2-+2b”y+2c’xs+d = 0 12) 
2°+-by?+cx?+22xy-+2b’x2-+2c'yz-+20”’z+2#’y+2/'x+ö = 0 (13) 


ausdrücken. Ziehen wir die zweite dieſer Gleichungen von der erften ab, fo 


fommt 

@—- + -My+l-D&+r3d—-)=0; (14). 
und da alle diejenigen Werthe von x, y und z, welche den Gleichungen 
(12) und (13) zugleich genügen, auch die Gleichung (14) befriedigen müf- 
fen, fo liegen alle Diejenigen (reellen oder imaginairen) Punkte, welche den 
beiden Slächen (12) und (13) gemein find, in der, durch die Gleichung (14) 
ausgebrücten Ebene. Zwei homothetiſche Flächen zweiten Grades 
fchneiden fi) daher immer in einer und nur in einer (reellen 
oder imaginairen) Curve einfacher Kruͤmmung, deren Ebene 
reell iſt. Degenerirt dieſe Eurve in einen Punkt oder in ein Syſtem 
gtoeier, fich fchrieidenden Geraden, fo berühren fich die beiden bomothetifchen 
Flächen in diefem Punkte oder in dem Durchfchnitte der beiden Geraden. 
Zwei bomothetifche Flächen koͤnnen fich nicht in einer Curve berühren, es 
fey denn, daß dieſe Eurve in unendlicher Entfernung vom Anfangspunft Iäge. 


“ 


§. 74. 


Lehrſat; [37]. Wenn eine Släche zweiten Grades, A, von einer 
Reibe bomorbetifcher Slächen deffelben Grades, S, S’, S” ıc., in einer 
und Dderfelben ebenen Eurve, C, gefchnitten wird, fo find die Ebenen 
der zweiten Durchfchnitiscurven, in welchen die Släche A von einer jes 
den Flaͤche der Reihe S, S’, S” 1. außerdem gefchnitten wird, einander 
parallel. 

Es ſey die Ebene der Curve C die Ebene der xy, und 

az’+by’+cx’+2axy-+2b’xz+2c'yz+2a’z+2b”y-+2c’x+d = 0 («I) 
die Gleichung der Fläche A. Segen wir z = 0, fo ergiebt fich 
by’ +cx?-+2asy+-2b’y+2cx-+d = 0 
als Gleichung der Eurve C. Eine Fläche S’, melche diefelbe Curve C ent: 
hält, wird durch eine Gleichung von ber Form. 
e2’-+by?-+cx’+2a xy+29'x2+2y'yz-H2c'z+2b"y+2card=0, CO 


6. 70. eine Fläche S” aber, welche ebenfalls burch bie Curve C gehet und ber 


— _ 


Flaͤche S’ homothetifch iſt, durch eine Gleichung von der Form 
e2°-+-by?-+cx?-+2a’xy-+20'z2-+2) yz-+20”, 2-+-2b’y+2c’x+d = 0 (3) 
darzuftellen feyn. Durch Subtraction der Gleichungen (2) und (3) von 
der Sleichung (1) erhalten wir 

|(a— a)z + 2(b’— P)x + 2(d — Y)y-+ 2a’ — d’)|-z = 0 

|(a— a)z + 2(b’ — P)x + 2(d Y)y+2(@”’— d’,)].z = 0 
zwei Gleichungen, deren erfte Factoren die Ebenen der zweiten Durchfchuittss- 
curven der Fläche A refpective mit den Flächen S’ und S” ausdrücken, und 
dieſe Ebenen find, wie wir fehen, einander parallel, w. z. e. w. 


Lebhrſatz [38]. Wenn eine Släche zweiten Grades, A, von einer 
Reibe Slächen deifelben Grades, S, S’, S” ıc. in einer und derfelben ebe⸗ 
nen Curve C, gefchnitten wird, und wenn die Slächen S’, S”, S”, ıc. ſich 
außerdem noch in einer und derfelben ebenen Curve C, fchneiden, fo 
geben die Ebenen der zweiten Durchfchnittscurven, in welchen die Släche 
A von einer jeden Släche der Reihe S’, S’, ıc. außerdem geſchnitten wird, 
durch eine und diefelbe, in der Ebene der Eurve C, liegende Gerade. 

Wir nehmen die Ebene der Curve C, zur Ebene der xy und bie der 
Eurve C, zur Ebene der xz. ft nun die Gleichung ber Släche S’ 

a2’+-by?+cx?’+2axy+2b’xz+2c'yz+2a’2+2b’"y+2c’x+d=0, (4) 
fo ift die Gleichung der Eurve Cı 
by? +cX+2axy+2b’y+-2cı+Hd=0 , 
und bie Sleichung ber Eurve C, 
az? + cx? + 2b'xz + 2a’z +2cs+d = 0 


"Die Gleichung der Fläche S”’ wird daher die Form 


az?+-by?-+cx?’+2a’xy-+2b’x2z +20, yz-+2a’z+2b’y+2c'"x+d = 0 (5) 
haben; und die Gleichung der Fläche A, welche nur die Eurve C, enthält, 
wird von ber Form 
Az’+by?+cx?+23’xy-+2B’xz+2C yz-+2A”’z+2b"y-++2c’x+d = 0 (6) 
feyn. Ziehen wir bie Gleichungen (4) und (5) nach einander von der 
Gleichung (6) ab, und dividiren die Mefte Durch z, fo kommen 

(A—a3)J2+2(B — b)x +2 (C—- Nyr2(A—a)=0 , (N 
(A-39)2+2(B x +20 —c)y+2A’-)=0 , & 
zwei Gleichungen, telche die Ebenen der zweiten Durchſchnittscurven ber 
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Släche A refpective mit den Flächen 8’ und S” ausbrüden. Gegen wir 6. 74. 


darin y = 0, fo giebt die eine fowohl als die andere 
(A — a)z +2(B —b)x+2(A”’— a”) = 0 
d.i. beide Ebenen (7) und (8) fehneiden die Ebene der xz, welches die 
Ebene der Eurve CO, ift, in einer und berfelben Geraden, mw. $. e. w. 
Aus diefem legten Sage ergiebt fich vermittelft des Prinzips der Reci⸗ 
procität der folgende 


Lehrſatz [39]. Wenn eine Släche zweiten Grades, A, mit einer 
Reibe Slächen deffelben Grades, S, S", S”, x. von einer und derfelben 
Begelfläche K, in Eurven berührt wird, und wenn die Slaͤchen 8, 8ꝰ, 
8 x. außerdem noch von einer und derfelben Kegelfläche K, in Eurven 
berührt. werden, fo liegen die Mittelpunfte der zweiten. Kegelflächen, 
welche der Släche A und einer jeden Slaͤche der Reihe S', S”, ꝛc. außer; 
dem umſchrieben werden koͤnnen, in einer und derſelben, durch den 
Mittelpunkt der Kegelfläche K, gebenden Geraden. 


Lehrſatz [40]. Wird eine Reihe bomorbetifcher Slächen zweiten 
Grades, welde durch eine und diefelbe ebene Eurve C geben, von ei 
ner beliebigen Ebene E gefchnitten, fo find alle Durchfchnittscurven 
ähnlich und Ähnlich liegend oder doch Zyperbeln, in welchen die Yaupt: 
und KTebenachfen in umgefebrtem Verbaͤltniſſe ſtehen; dieſe Durchfchnittss 
curven geben ſaͤmmtlich durch zwei feſte Punkte wenn die Ebene E die 
Ebene der Eurve GC fchneider, und fie find concentrifch wenn jene Ebene 
diefer parallel ift. 


Nehmen mir die Ebene der Eurve C zur Ebene de xy, fo find alle 

Flaͤchen der Reihe durch die Gleichung 

a2? +by?+cx?+2axy-+2b’xz-+2c'yz +2Az+2b"y+2cs+-d = 0 
ausgedrückt, wenn wir fämmtliche Coefficienten, bis auf A, conſtant fegen, 
A aber als veränderlich betrachten; und dieſe allgemeine Form der Gleichung 
iſt immer dieſelbe welches auch die beiden anderen Coordinatenebenen ſeyn 
mögen. Nehmen wir nun an, daß die Ebene der yz der Ebene E porallel 
fey, fo haben wir nur x conflant, = h, zu fegen, um die Gleichung aller 
Durchfchnittscurven zu finden, w wodurch ſich 

a2’+-by?+2c'yz+2(b’h-+A)z-+2(a 'h+-b\)y-+-ch?+2c0"h+d = 
ergiebt, eine Gleichung, in welcher alle Eoefficienten bis auf —5 von 
z conſtant find, dieſer letztere, nämlich b’h+-A, wegen der Veraͤnderlichkeit 
von A, aber veränderlich iſt. Ale Durchfchnitiscurven find demnach aͤhn⸗ 
lich und Ahnlichsliegend, oder doch Hpperbeln, in welchen Haupt: und Ne 
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$. 74. benachſen in umgekehrtem Verhaͤltniſſe ſtehen, und dieſe Curven gehen durch 
zwei feſte (reelle oder imaginaire) Punkte (L §. 46). — Nehmen wir aber 
an, daß die ſchneidende Ebene E der Ebene der Curve CO parallel ſey, fo 
haben wir, um die Gleichung aller Durchfchnittscurven zu erhalten, blos z 
conftant, gleich K zu fegen, wodurch mir 
by? +cx’+2axy-+-2(c’k+b’)y-+2(b’k+c")x+(ak?-+2Ak+d) = 0 
finden, eine Gleichung, in telcher alle Eoefficienten, bis auf das letzte Glied, 
conftant find, diefes Glied, nämlich ak’ +2 Ak --d, wegen her Deränders 
lichkeit von A, aber veränderlich if. Ale DurchfchnittScurven find demnach 
ähnlich und Ähnlich- liegend, oder doch Hpperbeln mit umgefchrtem Achfen- 
Verhältniß, und concentrifh (L $.48). 


Lehrſatz [41]. Wird eine Reibe von Slächen zweiten Brades, 
welche durch eine und diefelbe ebene Eurve C geben, von einer bene, 
welche der Ebene diefer Eurve C parallel iff, gefchnitten; fo find alle 
Durchſchnittscurven Ähnlich und Ähnlich sliegend oder doch Syperbeln, in 
welchen Saupts und LTebenachfen in umgelebrtem Verböältniffe fieben. 

Die Nichtigkeit dieſes Satzes ergiebt fich unmittelbar aus $. 44; inzwi⸗ 
fchen koͤnnen wir fie auch fehr leicht direct darthun. Die Gleichung 

Az?’+-by?+cx?+2a'xy-+2Bxz+2Cyz+2A”’z+2b"y+2c’s+d = 0 
brückt nämlich alle Slächen zweiten Grades aug, welche fich in einer und 
berfelben Curve auf der Ebene der xy ſchneiden, wenn wir b, c, a’, b’, e 
und d als conftant, A, B’, C und A” aber als veränderlich betrachten. 
Setzen wir z conflant, gleich k, fo fommt 

by? +cx’+2azy+2(Ck+b")y+2(Bk+c")x-+-Ak?+2A’k+d= 0 
eine Gleichung, in welcher die Eoefficienten der Glieder zweier Dimenfionen 
conftant find, wodurch die Nichtigkeit des Satzes erwieſen ift (L $.46). 

Aug diefem Sage läßt fich der folgende 


CLehrſatz [42]. Wird eine Reibe von KegelfläbenK, K', K“, ꝛc., 
welche ihren gemeinfcbaftlichen Mittelpunkt (Scheitel) in einem feften 
Punkte p einer Släche zweiten Brades A baben, und welde diefe Släche 
in ebenen Eurven C', C”, C“, ıc., febneiden, von einer Ebene e gefchnits 
ten, welche der Tangentislebene der Släcdhe A im Punkte p parallel iſt, 
fo find alle Durchfchnittscurven E, E’, E”, ıc., einander Abnlich und aͤhn⸗ 
lich liegend oder Byperbeln mit umgekebrtem Achfenverbältniß. 


ableiten, den wir aber birect erweiſen wollen. 


Wir nehmen die Tangentialebene im Punkte p zur Ebene ber xy, unb 
dieſen 


diefen Punkt p zum Anfangspunkt der Eoorbinaten, deren Achſe der z wir 6. 74. 
ſo legen, daß die Gleichung der Flaͤche A die Form 
arꝰ by ra + az = 0 (69) 
bekommt, was nach $.45 (G. 11) immer möglich iſt. Die Gleichung einer 
Kegelflaͤche, welche ihren Mittelpunkt im Anfangspunkt der Coordinaten p 
hat i 
iß az’ + Py?’ + ya + sy + Bau yyz ı =0 . (10) 
Sol. diefe Gleichung (10) aber eine Regelfläche der Reihe K’, K’, ıc. auf: 
drücken, welche, der Vorausſetzung zufolge, die Zläche A in ebenen Eurven 
ſchneidet, fo muß fich diefe Gleichung (AO) mit der Gleichung (9) zu der 
Gleichung eines Syſtems von zwei Ebenen verbinden laſſen. Es müffen 
alfo die Eoefficienten &, P, 2, «&, PA, y von der Art feyn, daß, für ein - 
gehörig beflimmtes A, der Ausdruck 
(e+43)2?4+-(9-+Ab)y?-+(y-+4c)x? +a Sy sur gar — (a) 
dem Producte zweier Factoren erſten Grades ibentifch if. Es ſey nun 
Z-Fmy+-nx-+p der eine diefer beiden Factoren, ſo kann ber andere offen- 
bar nur z feyn, da, wenn diefer zweite Factor noch andere Glieder gy, hx, 
k enthielte, die Glieder pgy, phx, pk in dem Producte vorkommen müßten, 
was der Form (1) toiderfpricht. Segen ir alſo den Ausdruck (11) dem 
Droducte 
| Z’ + NXZ4-MyZ -+pz 
identifch, fo ergeben fich folgende Gleichungen: 
aria=1 ; ßrib=0;; y+lic= 0 ; d=0 
| fen; yY=n; Ad=p, 
woraus wir die Coefficienten der Gleichung (10) beftimmen koͤnnen. Sub⸗ 
ftituiren wir die fich ergebenden Ausdrücke in die eben genannte Gleichung 
(10), fo erhalten wir 
(ap — a’)z? + bpy? + cpx? — a’nzz — a'myz = 0, (12) 
und dieſes iſt die Gleichung einer der Kegelflächen K’, K’, ıc., welche bie 
Flaͤche A in einer Eure ſchneidet, deren Ebene durch die Sleichuug 
z+my+uıx+p= 0 
ausgedrückt if. Schneiden wir nun die Kegelfläche (12) durch eine, der 
Ebene der.xy parallele Ebene, deren Gleichung. 
z=06 (13) 
ſey, fo ahalten wir als Gleichung der Durchſchnittscurve 
II. 


. 14. 
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” „ “ 7) 
by? + ex? - &dmy — 2 ön 22-0, a4 
y24 cx F my x+(a ) 6 ) 


während dieſelbe Ebene (13) die Flaͤche A (9) in einer Curve ſchneidet, 
deren Gleichung 
byꝰ 4 ex 2,2’) + 20° = 0 (15) 

if. Da nun bie beiden erften Glieder der Gleichung (14) immer dieſelben 
find, welches. auch die Groͤßen m, n, p feyn mögen, fo find alle Durch- 
fchnittdcurven E’, E”, E”, ꝛc. einander ähnlich und ähnlich liegend oder 
Hyperbeln mit umgefehrtem Achfenverhältniß; und dieſelbe Beziehung findet 
auch zwifchen diefen Eurven und der Durchfchnittscurve (15) Statt. 

Aus diefem Beweiſe fehen wir, daß, wenn ber Punkt p, in welchem 
ni Scheitel der Kegelflächen K’, K”, ꝛc. liegen, ein Rreispunft der Zläche 

A ift, alle Durchfchnitte auf ben Kegelflächen, welche ber Tangentialebene 
in p parallel find, Kreife feyn werben. Iſt die Zläche A eine Kugelfläche, 
fo ift jeder ihrer Punfte ein Kreispunft; nimmt man daher einen beliebigen 
Punkt p auf einer Kugelfläche zum Scheitel, und einen beliebigen Kreis auf 
derfelben Släche zur Bafis eines Kegels, fo ift jeder auf dem, durch den 
Punkt p gehenden Durchmefier fenkrecht geführte Schnitt des: Kegeld ein 
Kreis *). 
$. 75. 

Lehrſatz [43]. Die Polarebenen eines und deffelben Punktes in 
Beziehung auf alle Slächen zweiten Grades, welche durch diefelben fieben 
Punkte geben, fchneiden fich in einem und Ddemfelben Punkte. 


Gind 


A, = 32’ +bhy? +08? +3, xy-+b/82-+ +.» +d, = 0 
A, = sa? -+b,y’+0x ax —— .... +Jd, = 0 (1) 
A, E 32? +b,yP’ +0? H+asxy +b/,XZz + ..... +d, = u 


die Gleichungen von drei Flächen zweiten Grades, welche durch fieben fefte 
Punkte gehen, fo werden alle Flächen deſſelben Grades, welche durch diefe 
felbigen Punkte gehen, durch die Gleichung 
A, +rMA,ruA = 0, (2) 
in welcher A und n zwei willfürliche Eonftanten bedeuten, ausgedrückt mer: 
den koͤnnen ($.56). Bejeichnen wir, der Kuͤrze wegen, 
a24+0,y+b, x+a, dur m, ; c,z-+by-+a,x-+b", durch n, ; 
2,2-+C,y +bıx+a, durch ms ; c,2-+b,y-+a,x-+b", durch n, ; 
az rc y+bsX-+ra, durch m; ; c,2+by+asx+b", durch n, ; 


*) Dies ift die befannte Eigenfchaft der fterengraphifchen Projectionsart. 
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biz-+a,y-H0X%+c’, dur pı 5; az yHchr+d durch qı ; 
b,z-+a,y-+03x-+c”, dur pa ; a’sz-+b’,y+c’,x-+d, durch q.; 
bez-Hasy-rcsKrc’, durch ps ;. ash”, y+c’X-1-d, durch 95 ; 
fo ift die Steichung der Polarebene eines Punktes xyz in Beziehung auf 
bie Fläche (2) 
An HH ERRUHPIHÄPEFRPOICHAHÄGEH RG: =, 
oder, was daffelbe ift, 
mM,vV+Du+-Ppıt+gQ ION — RER (DSV+HDzU+Pst+4,)= =Ü, (3) 
Wie nun auch A und u geändert werben mögen, fo gehet bie Ebene (3) 
doch immer durch den Durchfchnittgpunft der drei Ebenen 
m,V+nUu+pit+g=0 ; m; Yv4NsU+Pt+9g, = 0 ; MiV-HRsU4+-Pst + = 0, 
d. i. die Polarebenen de Punktes xyz in Beziehung auf ale Flaͤchen (2) 
gehen durch einen und denfelben Punkt, w. z. e. w. 

Wir bemerken hierbei, daß, wenn fich bie, in Rede ftehenden Polarebe: 
nen eines Punktes a in dem Punkte & fehneiden, fo fehneiden fich hinwie⸗ 
derum die Polarebenen des Punktes a in dem Punkte a, weil x, y, z und 
t, u, v in der Gleichung (3) gegenſeitig vertauſcht werden koͤnnen ohne daß 
dieſe Gleichung ſich aͤndert. 

Vermittelſt des Prinzips der Reciprocitaͤt erhalten | wir aus dem eben 
bewiefenen Saße den folgenden 


Lehrſatz [44]. Die Pole einer und derſelben Ebene in Beziehung 
auf alle Slächen zweiten Grades, welche diefelben fieben SEbenen beräbs 
ren, liegen in einer und derfelben Ebene. 


Sehen wir die. Diametralebenen einer Fläche zweiten Grades als die 
Polarebenen unendlich entfernter Punkte, und den Mittelpunkt einer folchen 
Släche als den Bol unendlich entfernter Ebenen. an, fo ergeben fich aus 
ben beiden legten Säten bie beiden folgenden 


Lehrſſatz [45]. . Die Diemetralebenen aller durch fieben fefte Punfte 
gehenden Flaͤchen zweiten Grades, welche parallelen Durchmeſſern conju⸗ 
girt ſind, ſchneiden ſich in einem und demſelben Punkte. 

CLehrſatz [46]. Die Mittelpunkte aller Flaͤchen zweiten Grades, 
welche dieſelben ſieben feſten Ebenen beruͤhren, liegen in einer und der⸗ 
ſelben Ebene. 


Aus dem Satze (43) kann auch der folgende | 
CLehrſatz [47]. Die Polarebenen eines und deſſelben Punktes in 
24* 


$. 75. 


| 
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5. 75. Beziehung auf alle Slächen Zweiten Grades, welche eine und diefelbe 
Durchfchnittscarve.baben, fchneiden ſich in einer und derfelben Bersden. 
abgeleitet werden. Wir Fönnen ihn aber auch fehr leicht Direct beweiſen. 
Denn behalten wir bie oben angegebenen Bezeichnungen bei, fo find alle 
Slächen zweiten Grades, welche durch die Durchfchnittscurne der beiden 
Slähen A, = 0 und A, = 0 gehen, durch die Gleichung 

Ar, =0, 


im welcher A eine willkuͤrliche Eonftante bedeutet, ausgubräcen, und bie 
Polarebene eines Punktes xyz hat alsdann 


(m, +Am) + (N, +4 )u+(Pı-HAp)t +gı ig: = 0 
oder, was daſſelbe ift, 
"MVYFDUHFPEH+gG AMmv HN U+rpi+g) = 0 
zur Gleichung; fie gehet alfo, was auch A ſeyn mag, durch diejenige Gerade, 
in welcher fich die beiden Ebenen 
mV+-nu+pirg = 0; mYHmU+Ppt+g = 0 
ſchneiden, d.i. durch eine und biefelbe Gerade. 


Da alle Flächen zweiten Grades, welche durch beliebige acht fefte Punkte 
sehen, eine und dieſelbe DurchfchnittScurve haben ($.56), fo erhalten wir 
aus dem letzten Sage, und dann vermittelft der Keciprocität die beiden 
folgenden. 


Lehrſatz [48]. Die Polarebenen Lehrſatz [49]. Die Pole einer 
eines und deffelben Punktes in Bes und derfelben Ebene in Beziehung 
ziebung auf alle Slächen zweiten auf alle Slächen zweiten Brades, 
Grades, welche durch beliebige acht welche beliebige acht fefte Ebenen 
fefte Puntte geben, fcbneiden fich berühren, liegen in einer und ders 
in einer und derfelben Geraden. felben Geraden: 


Ans diefen beiden Sägen erhalten wir wieder, nach der oben angege⸗ 
benen Schlußart, die beiden folgenden. 


Lebhrſatz [50]. Die Diametralebenen aller, durch beliebige acht 
feſte Punkte gebenden Slächen zweiten Brades, welche parallelen Durchs 
meffern conjugirt find, fchneiden fich in einer und derfelben Geraden. 


Sebrfan [51]. Die Mlittelpunfte aller, beliebige acht feſte Ebe⸗ 
nen beruͤhrenden Flaͤchen zweiten Grades liegen in einer und derſelben 
Geraden. 


—n nee 


m ab Eu = 
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| Ä $. 76. 
Die Nefultate, welche wir in dem vorigen s erhalten haben, geben 
Veranlaflung su der folgenden 


Aufgabe [108]. Steben Punkte im Raume und irgend eine Ebene 
find gegeben. Es foll der Urt des Durchfchnittspunftes der Polarebe: 
nen aller Punkte der gegebenen Ebene, in Beziehung auf die Slächen 
zweiten Brades, weldye die fieben Punkte enthalten, gefunden werden. 


Haben A,, Az, As diefelbe. Bedeutung wie in dem vorigen $, fo koͤn⸗ 
en wir die Gleichung der genannten Slächen durch 


A, +AA,+uA, = 0 (1) 
ausdrüden, wo A und u willfürliche Eonftanten bedeuten. Es fey nun 
‚Ss-+gu+hbti+k=0 (2) 


die Gleichung der gegebenen Ebene, fo ift die Gleichung der Polarebene 
irgend eines Punktes tuv der Ebene (2), in Beziehung auf eine der Flaͤ⸗ 
chen (1), 

mM Y+HI,U+Pıt+Qı+A(M3V-HNzU+-Pat++Q2)-HUlMSV-HNSU-+-Pst+g:) = 0 | 

wenn My; Dir Pır Qur Ma, 26. dieſelbe Bebentung wie im vorigen $. haben, 
und darin x, y, 2 als die veränberlichen, t, u, v aber als conftante Groͤ⸗ 


fen betrachtet werden. Diefe Polarebene gehet, wie wir im vorigen $. ſchon 


geſehen, immer durch den Durchſchnittspunkt der drei Ebenen 

miv nu -4 Pit - q. 2 0 

m,v nu - Ppat -q. =0 , (3) 

MV--NnU+Ppt+g = 0 
Um nun den gefuchten Ort zu finden, ift weiter nichts nöthig ale t, u und 
v aus den Gleichungen (3) zu entwickeln und die refultirenden Ausdrücke 
in Die gegebene Gleichung (2) zu fubftituiren. Diefe drei Ausdrüde für t, u 
und v haben, im Allgemeinen, einen und denfelben Nenner; diefer und bie 
Zähler find, in Beziehung auf m,, n, 2. von drei Dimenfionen, alfo in 
Beziehung auf x, y, z vom dritten Grade. Die genannte Subftitution giebt 
demnach eine Gleichung ; welche im Allgemeinen vom dritten Grabe iſt. 
Wir wollen jetzt einige ſpecielle Faͤlle betrachten. 


J. Es ſeyen die ſieben gegebenen Punkte Eckpunkte eines Parallelepi⸗ 


peds. In dieſem Falle werden alle genannten Flaͤchen zweiten Grades 


faͤmmtliche acht Eckpunkte dieſes Körpers enthalten ($.56. Lhrſ. 21), und 


wenn wir die Ebenen, welche den Seitenebenen des Parallelepipeds parallel 


— 
— 


6. 


. 


‘ 


6. 
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6. 76. laufen und ihre Entfernungen balbiren, zu Eoorbinatenebenen nehmen, fo 
kuoͤnnen wir alle jene Slächen zmeiten Grades durch bie Gleichung 
2 + Ay? >uX? =. a? +2b’rgc’ 
ausdrücken, in welcher 2a, 2b, 20 die Kanten bed Parallelepipeds, und A 
und zu willfürliche Conftanten bezeichnen. — Die Gleichung ber Polarebene 
eines Punftes tuv ift nun | 
vz+Auy-rutx = a? --Ab’ruc | 
und dieſe Ebene gehet immer, welche Wertbe A und u auch Haben mögen, 
durch den Durchfchnittspunft der drei Ebenen 


vz — aꝛ; yebl!; wc, u 





moraug 
a b? ce 

v-—- ; u=_— 3 t=— 

2 x 


Setzen wir biefe Ausdrüde in die Gleichung (2), fo kommt ZZ | 
alfxy + b’gxz + c’hyz + kxyz = 0 (4) 
ale Gleichung des gefuchten Ortes. 


U. Wenn von den fieben gegebenen Punkten fünf in einer Ebene E 
liegen, fo gehen ale, fie enthaltende Flächen ztveiten Grades durch eine und 
Diefelbe in der Ebene E liegende Eurve ($.56). Nehmen wir diefe Ebene 
zur Ebene der xy und die Verbindungslinie der beiden übrigen Punkte zur 
Achfe der z, alfo den Durchfchnittspunft diefer Verbindungslinie mit der 
Ebene E zum Anfangspunft ber Coorbinaten, fo laſſen fid) alle in Rede 
ftehende Flächen zweiten Grades durch eine Gleichung von der Form 

az’+-by?+cx’+2axy-+29xz+2/y2z+22’z4+2b"y+2c’xs+d = 0 (5) 
ausdrücken, in welcher die Eoefficienten A und y willkürlich zu veraͤndernde, 
alle übrigen Eoefficienfen aber gegebene Größen bedeuten. Die Polarebene 
eined Punktes tuv in Beziehung auf diefe Fläche (5) hat zur Gleichung: 

(av+ Attyuta’)z+(buta ttyvab”)y+ (etta utßv+c”)x+a’vtb’urc”ttd = 0, 
und diefe Polarebene achet, welche Werthe 4 und + auch haben mögen, 
durch den Durchfchnittspunft von drei unveränderlichen Ebenen, welche 
durch die Gleichungen | 

(av+a)z+(bu+at+b)y+(d+raurc)x+a +b’ure't+d = 0 

z+v=0 ; wty=0 
außgebrüdt find. Entwickeln wir aus biefen Gleichungen vu und % fo 
ergiebt ſich, wenn wir, um abzukuͤrzen, 
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- a’ +-by? 4 cxꝰ +2axy-a’z-+b"y+c’x durch D 
u z+b"y+c’x-+-ddurh N 
bezeichnen, 


N N , _ Nx 
v=y 3; =-„ ; t=-7 (6) 
Subſtituiren wir. dieſe Ausdrüde in die Gleichung (2), fo fomme 
(iz — gy — hz)N +kD =0 (7) 


alg. Gleichung des geſuchten Ortes, welcher, wie wir ſehen, eing Fläche zwei⸗ 
ten Grades iſt. Dieſe Flaͤche geht, was auch f, g, h und.k ſeyn mögen; 
durch diejenige Linie zweiten Grades, in welcher die Flaͤche D= 0 von ber 


Ebene N = 0 gefchnitten wird, und außerdem durch den Anfangspunft der 


Coordinaten, d. i. durch denjenigen Punkt, in welchem die Ebene E der er- 
ften fünf gegebenen Punkte von der Verbindungslinie der legten beiden ge 
fchnitten wird. 


II. Wenn, wie vorher, die erften fünf gegebenen Punkte in einer 


Ebene E befindlich find, die leßten beiden aber fo liegen, daß ihre Verbin: 
Bungslinie durch den Mittelpunkt der Eurve geht, welche die erften fünf 
Punkte beftimmen, und daß diefe Linie von dem eben genannten Mittel: 
punfte halbirt wird, fo ift, in ber Gleichung (5), a’ = b’" = «” = 0, wo⸗ 
durch fich der Ausdruck 

D auf —a®+by?-rex’+2axy | 

N af d 
zuruͤck zieht, ſo daß die Gleichung (7) in dieſem Falle 

d(fz — gy - hx) — k(az? — byꝰ - cx’—2axy) = 0 (8) 


if. Da nun durch eine Veränderung der Werthe von f, g, hund k dag . 
Verhaͤltniß der Eoefficienten der Glieder zweier Dimenfionen in diefer Glei-⸗ 


chung (8) nicht geändert wird, fo find alle Flächen (8), welche verfchiedenen 
Ebenen (2) entfprechen homothetiſch und geben durch den Anfangspunft 
ber Eoordinaten. 

IV. Wenn bie erften fünf Punkte in einer Kreislinie liegen, deren 
Gleichung, unter ber Vorausſetzung eines rechtwinkligen Coordinatenfpftemg, 
y?+x2 = r? iſt, und wenn ferner die legten zwei Punkte auf der Achfe 
der z dieſes Syſtems fich befinden und refpective ıy—1 und — ıy—1 zu 
Drdinaten haben, fo ift die Gleichung (5) 

2 — y?— x? + 2932 +2yy2 +? = 0 
Alsdann finder fich auf diefelbe Weife wie vorher, ftatt ber Gleichungen (6), 
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_ ft r’y 1* £ 
und dadurch 
aZyy4u ,, ,, b, 0 (10) 
k k k 


als die Gleichung des geſuchten Ortes, welcher demnach eine Kugelflaͤche 
iſt, die, was auch f, g, hund k für Werthe haben mögen, immer durch 
den Mittelpunkt de, durch die gegebenen erſten fuͤnf Punkte beſtimmten 
Kreiſes het. 








Stächen Höherer Grade und transfcendente Flaͤchen. 


4. 77. | 


Eine Oberfläche heißt Bläche vom n!* Grabe wenn ihre Gleichung in 
rechfmwinkligen ober fchiefwinkligen Coorbdinaten x, y, z, som n* Grabe 
iſt und dieſe Gleichung fich nicht in, Sactoren zerlegen laͤßt, die in Bezie⸗ 
bung auf x, y, z rational find. Laͤßt fich eine gegebene Gleichung zwiſchen 
den Eoordinaten x, y, 2 in rationale Factoren zerlegen, fo drückt fie bag 
Spftem derjenigen Flächen aus, welche durch diefe einzelnen Factoren bar: 
geftellt werden, und daher kann auch das Syſtem zweier Flächen, von denen 
Die eine vom p'", und die.andere vom q’" Grade ift, als eine Släche des 
(p + q)‘* Grades angefehen werben. 

Wenn eine Gleichung vom n" Grade zwiſchen x, y, z fo befchaffen. 
ift, erſtens daß fie für Feine reellen Werthe von x und y, oder zweitens 
daß fie nur für einzelne, nicht continuirlich auf einander folgende, reelle 
Werthe von x und y, oder drittens daß fie nur für folche reelle Werthe 
von x und y, welche einer zweiten Gleichung genügen, reelle Werthe von z 
giebt; fo bat fie in dem erften Falle keine geometrifche Bebentung (fie drückt 
eine imaginaire Fläche aus), fo ſtellt ſie in dem zweiten Falle einzelne 
Punkte, endlich in dem dritten Falle eine Curve im Raume dar. So z.B., 
wenn A, B, C und D ganze rationale Functionen von x, y, 2 bedeuten, 
die nicht zu gleicher Zeit verfchwinden, drückt Die Gleichung 

A? +-B+-0-+-D’ = 0 
feinen einzigen Punkt aus, weil ihr erſter Theil, ald die Summe von n meh— 
reren Duadraten, nur gleich Null feyn kann, wenn jedes einzelne Glied , 
gleich Null wäre, was vier Gleichungen zwiſchen x, y und z geben würde, 
die nicht zu gleicher Zeit befriedigt werden können. — Die Gleichung 
A?+-BR- OO =0 
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. 7. druͤckt einzelne Punkte aus, weil fie nur von denjenigen Werthen von x, 
y, 2 befriedigt werben kann, welche den Gleichungen A= 0, B= 0 und 
C = 0 zu gleicher Zeit genügen. — Serner drückt die Gleichung 
A? +B? =0 
eine Curve im Raume aus, weil fie nur von denjenigen Werthen von x, 
y und z befriedigt werden Tann, welche zu. gleicher Zeit den Gleichungen 
A=0 md B= 0 Genuͤge leiſten. 


Die allgemeine Gleichung des nin Grades zwiſchen x, y und z kann 
auf zweierlei Weiſe geordnet werden. Man faßt entweder die Glieder, 
welche eine und dieſelbe Potenz einer der Veraͤnderlichen enthalten, zuſam⸗ 
men und ordnet ſie nach dieſen Potenzen, oder man nimmt die Glieder 
gleicher Dimenfionen- zuſammen und ordnet fie nach dieſen Dimenſionen. 

Im erſten Zalle haben wir 


az + Ay NZ... y" 
tr Pax 2xy 
tPßs + Ya8’ sxꝰyn- | 
+Y1ı3 =0. (0 
+ yıX . 
+Ye Do 
 FMda+l)(a+2) 


Durch Transformation der Coordinaten koͤnnen die Glieder nter Di- 
menfion aus einer Gleichung vom nten Grade nicht mweggefchafft werden; 
demnach ift der Grad einer Fläche immer derfelbe, auf welches rechtwinklige 
oder fchieftwinklige Coordinatenſyſtem diefelbe auch besogen feyn mag. 


Aufgabe [109]. Die Anzahl der Punkte zu finden, welche nötbig 
find eine Släche nten Grades zu beflimmen. 
Die Gleichung (1) hat 
1 Glied welches z" enthält N 
3 Glieder, welche 2"! enthalten, 
6 » 5 » 7-2 » 1 | 


a(n-+1)(n-+-2) » , » keinz » 5, 
tie fich aus ber Aufgabe (83) (J. $.53) ergiebt. Sie enthält demnach in 
allem 
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1+3+6-+ .... 1a +Df(n+2) = InD(GI +2)(n-+3) Glieber, 
und wenn wir fe durch einen ber Eoefftienten divibiren, oder, was bier 
Daffelbe ift, diefen Coefficienten gleich 1 fegen, und ihn nicht mit zählen, 

s(n+-1)(n+2)(n+3)—1 = Inn’ +6n-++-11) Eoefficienten, 

twelche zu beftimmen find. Nehmen wir alfo [in +1)(n-+-2)(n+3)—1] 
Punkte beliebig an, und fegen ihre Coordinaten nach einander für x, 
y, z in die Gleichungen (1), fo erhalten wir eben fo viele, nämlich 
[Un +1) m-+2)(n‘ +3) — 1] Gleichungen, aus welchen fich die, in glei⸗ 
cher Anzahl vorhandenen Eoefficienten, welche nur in erfter Potenz. in biefen 
Gleichungen vorfommen, auf reelle, und im Allgemeinen nur auf eine ein 
zige Weife beftimmen Iaffen. 


5. 77. 


Eine Fläche nten Grades ift daher im Allgemeinen durch [!fa+l)(n+2)(n+3)—1] 


Punkte beſtimmt. So. 5.2. gehören zur Beſtimmung einer Släche erfien 


Grades, d.i. einer Ebene 3, zur Beflimmung einer Fläche zweiten Grades 9, 


einer Fläche dritten Grades 19, einer Fläche vierten Grades 34 Punkte, u.ſ.f. 

Es kann fi) aber in befonderen Fällen treffen, daB von den 
Is(n + I)(n +2)(n +3) — 1] Gleichungen, melche die gleiche Anzahl geger 
bener Punkte liefert, eine oder mehrere eine Folge der übrigen find. Als: 
dann find dieſe Punkte nicht hinreichend eine Fläche nten Grades zu be 
fimmen, und es Fünnen durch diefe felbigen Punkte unzaͤhlig viele Be 
nten Grades gelegt werben. 


Aufgabe [110]. Ks find die ‚ auf diefelben Coordinatenachſen be⸗ 
zogenen Gleichungen einer geraden Linie und einer Släche nten Gra⸗ 
des gegeben. Es follen die Eoordinaten der Punkte gefunden werden, 
in welchen die gerade Kinie die Släche ſchneidet. 

Es ſey die Gleichung (1) diejenige der gegebenen Släche nten ra 
des und 

y-ız+n ; x=-m-+m (2) 
das Gleichungsſyſtem ber geraden Linie. Da die gefuchten Durchſchnitts⸗ 
punfte fowohl auf der Flaͤche (1) als auf der Geraden (2) liegen, fü muͤſ⸗ 
fen ihre Coordinaten die Gleichungen (1) und (2) zu gleicher Zeit befriedis 
gen; und es ift daher zur. Beſtimmung dieſer Coordinaten nichts weiter 
erforderlich als die Merthe von x, y und 2 aus den drei Gleichungen (1) 
und (2) zu entwickeln. Segen wir die Ausdrücke (2) für y und x in bie 
Sleihung (1), fo ergiebt fich eine Gleichung in z, welche im Allgemeinen 
vom nten- Grade if. Hat num biefe Gleichung n reelle Wurzeln, fo erge 
ben fich, durch Subſtitution derfelben in die Gleichungen (2), für y und x 
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. $. 77. fobann nm zugehörige reelle Werthe, und die Gerade ſchneidet bie Fläche ale: 


dann in n reellen Punkten, deren Coordinaten gefunden find. Hat aber 
die Sleichung in z einige oder lauter imaginaire Wurzeln, fo ſchneidet Die 
gerade Linie bie Fläche in weniger als n Punkten ober fie ſchneidet fie nicht. 

Demnad kann eine gerade Linie eine Fläche mn" Grades in 
nicht mehr als n Punkten ſchneiden. 

Wenn es fich trifft, daß das Nefultat der Subftitution der Ausdrücke 
(2) für y und x in die Gleichung (1) identifch gleich Null ift, fo wird bie 
Gleichung (1) offenbar von allen Werthen von x, y und z befriedigt, zwi⸗ 
fchen welchen die Relationen (2) Statt finden, d.i. von den Coordinaten 
aller "Punkte der Geraden (2), und bie Gerade (2) liegt daher alsdann 
gänzlich auf der Fläche (1). 

Hieraus folgt, daß eine Släche nten Sradeg, welche eine gegebene Ge⸗ 
rade (2) und ziſnꝰ - 6n?-+-5n— 6] gegebene Punkte im Raume enthalten 
fol, im Allgemeinen völlig beftimme if. Denn fegen wir bie Ausdruͤcke 
(2) für y und x in die allgemeine Gleichung (D), fo erhalten mir eine 
Gleichung in z, die, weil fie vom nten Grade ift, (a+1) Glieder enthält. 
Da nun diefe Gleichung unabhängig von z gleich Null ſeyn muß, fo haben 
wir (n+1) Gleichungen, welche außer den gegebenen Größen n, n’, m und 
m’ nur noch die zu beftimmenden Coefficienten der Gleichung (1) enthalten. 
Seßen wir ferner für x, y und z die Coorbdinaten der gegebenen Punfte 
in die Gleichung (1), fo erhalten mir zwifchen ihren Koefficienten neue 
s(n® + 6n? +5n—6) Gleichungen. Wir haben demnach, zur Beftim- 
mung der 

3[n’-+-6n?-+11n] Coeffieienten, [o+1)+3(n’+6n?+5n—6)] Gleichungen, 
d. i. eben fo viele Gleichungen als zu beſtimmende Coefficienten. 


.Wir ſehen hieraus, daß die Beſtimmung: eine Flaͤche nten Grades ſoll 
eine gegebene gerade Linie enthalten, für (n-+1) Bedingungen gilt. Go 
z. B. gilt eg für 3 Bedingungen wenn eine Fläche zweiten Grades, für 4 
Bedingungen wenn eine Fläche dritten Grades eine gegebene gerade Linie 
enthalten fol, u. ſ. f. 


‚gegen wir durch eine Zläche nten Grades eine Ebene, fo wird bie da 
Durch entfichende Durchfchnittscurne von einer geraden Linie, eben fo wie 
jene Fläche, aufs Hoͤchſte in n Punkten gefchnitten- werben Eönnen. Dar 
aus folge, Haß die Durchfchnittscurve einer Fläche nten Grades 
‚ und einer Ebene von keinem hoͤhern als vom nten Grade ſeyn 
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£ann. Hiervon. koͤnnen wir ung auch fehr leicht auf folgende Weiſe uͤber⸗6. 71. 


zeugen. Nehmen mir die ſchneidende Ebene zur Ebene der xy, fo haben 
wir, um bie Gleichung der Ducchfchnittdrurne zu finden, in der Gleichung 
der Släche vom nten Grade überall z = 0 zu fegen. Das Reſultat diefer 


- Subftitution fann nur vom nten Grade oder von einem niebrigern: feyn, 


daher iſt die Durchfchnittscurve hoͤchſtens vom nten Grade. 


Aufgabe [111]. Es find die, auf daffelbe Eoordinatenfyftem bezo: 
genen Gleichungen dreier Släfhen vom nten, pten und gten Grade gege⸗ 
ben. Es follen die Coordingten ihrer Durchiänittepunkie gefunden 
werden. 

Da die Coordinaten der Durchfchnittspunfte bie drei gegebenen Glei⸗ 
chungen zugleich befriedigen müffen, fo ift nichts meiter nöthig als die Wer: 
the von x, y und z aus den drei gegebenen Gleichungen zu entwickeln, 
wodurch die Aufgabe für jeden gegebenen Fall gelöft feyn wird. 

Da diefe Entwicklung bekanntermaßen, im Allgemeinen, gu npq Syſte⸗ 
men von Werthen von x, y, Z führt, die reell, oder zum Theil imaginair, 
oder fämmtlich imaginair feyn koͤnnen, fo folgt, daß drei Flaͤchen, welche 
reſpective vom nten, pten und qten Grade find, ſich hoͤchſtens in npq Punk⸗ 
ten, und drei Flächen nten Grades ſich hoͤchſtens in n* Punkten ſchneiden 
koͤnnen. 

Hieraus ergiebt ſich, daß die Durchſchnittscurve C zweier Flaͤchen nten 
und pten Grades von einer Fläche gten Grades hoͤchſtens in npq Punkten 
geſchnitten werben kann. Gegen wir q = 1, fo folgt, daß dieſelbe Durch⸗ 
ſchnittscurve C von einer Ebene höchftens in np Punkten gefchnitten wird, 


$. 78. 
Mebrf atz [52]. Wenn durch beliebig gegebene 
a(n+1)(n+2)(n-+3)—2 


Punkte drei oder mehrere Slächen nten Grades gelegt werden, fo fchneis 
den fich alle diefe Slächen in einer und derfelben Eurve. 


Mir bemerken zunächft, daß, um die Eoefficienten ber allgemeinen 
Gleichung nten Grades zu beflimmen, welche von den Coordinaten ber 
gegebenen [4n +1)(n+2)(n+3)— 2] Punkte befriedigt wird, eben fo 
viele Sleichungen gebildet werden koͤnnen, und Daß alfo, da bie Anzahl 
biefer Coefficienten um 1 größer ift, der Werth irgend eines Coefficienten 
beliebig angenommen werben kann. Machen wir zwei folche, von einander 
verfchiedbene Annahmen für einen und denfelben Eoefficienten, fo erhalten wir 
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578 3 wrn Syſteme von Werthen für die Coefficienten, und ſomit zwei GSleichun⸗ 
gen nten Grades, welche zwei Flaͤchen deſſelben Grades ausdruͤcken, bie durch 
die gegebenen Punkte gehen. Wir wollen dieſe Gleichungen durch N = 0 
und N’ = 0 bezeichnen. Jede andere Fläche nten Grades, welche durch die 
gegebenen Punkte geht, Fans num durch die Gleichung 

U N+N-0 @ 
ausgebrückt werden. Denn welches auch diefe andere Fläche ſeyn mag, 
fo ift fie durch [dm+I)(n +2) +3) +1] Punkte (Aufg. 109), alfo 
Durch die gegebenen Punkte und durch noch einen andern in ihr liegenden, 
beliebigen Punkt voͤllig beſtimmt. Die Gleichung (1) aber wird von den 
Coordinaten der gegebenen Punkte befriedigt, da ihre beiden Glieder durch 
die Subftitution der Coordinaten dieſer Punkte annullirt werden; und wenn 
wir die Eoorbinaten des zulegt genannten beliebigen Punktes fubflituiren, 
fo können wir A, welches nur in erfier Potenz vorfommt, immer. fo beſtim⸗ 
men, daß auch bei diefer Subflitution die Gleichung (1) erfüllt wird. 

Da nun eine jede der, in Rede ſtehenden Flächen durch die Gleichung 
(1) auszudruͤcken ift, und Biefe Gleichung durch” ale diejenigen Werthe von 
2, y und z hefriebige wird, welche die beiden Gleichungen 

N=0 ; Ne0 
zugleich befriedigen, fo enthält jede Släche, welche durch die gegebenen Punkte 
geht, alle Punkte, welche ben Blächen N = 0 und N’ = 0 gemein find, 
d. 5. bie Durchfchnittscurve diefer- beiden Flächen. Alle Flächen nten Gra 
des, welche durch die gegebenen Punkte gehen, ſchneiden fich demnach in 
einer und berfelben Curve. 

Es fchneiden fich alfo alle Flächen zweiten Grades, welche durch die 
felben acht Punkte gehen, in einer und derfelben Curve, wie wir fchon im 
$.56 gefunden haben; ferner haben diefelbe Durchſchnittscurve ale Flaͤ— 
hen dritten: Grades, welche durch dieſelben 18 Punkte, ale Flächen vierten 
Grades, welche durch diefelben 33 Punkte, alle Släsen fünften Grades, 
welche durch diefelben 54 Punkte gehen, u. ſ. f. 

2 hrſatz [53]. Wenn durch beliebig gegebene ' 

Ya +1)m+2)n+3)— 3 
vier oder mebrere Slächen nten Brades gelegt werden, fo ſchnei⸗ 
alle diefe Slächen nicht nur in diefen gegebenen, fondern noch 


ARE —4n+Da+2)(n+3)+3 





zu m. = 


Durch eine Betrachtung, welche der in dem Beweiſe des vorigen Satzes $. 78, 


angeftellten ähnlich ift, überseugen wir ung leicht, dag ale Zlächen .nten 
Grades, welche durch die gegebenen [in +1) +-Dn +3) —3] Punkte 
geben, durch eine Gleichung von der Form 

N-+AN + uN” = 0 . (2) ’ 
anggedrückt werben Eönnen, in welcher A und u zwei willfürliche Eonftan- 
ten bezeichnen, N= 0, N’ = 0 und N” = 0 aber die Gleichungen von 
irgend drei Flächen nten Grades find, welche die gegebenen Punkte enthal: 
ten. Da nun die Gleichung (2) von allen denjenigen Coordinatenwerthen 
befriedigt wird, welche den Gleichungen N=0, N=0 m N’=0 
zugleich genügen, fo gehen alle durch bie Gleichung (2) ausgedrüdten Flaͤ⸗ 
chen durch die Durchfchnittspuntte der drei Flaͤchen N= 0, N = 0 und 
N” = 0, deren Anzahl gleich n? ift (8.77. Aufg. 111). Alle in Rede fie 
benden Slächen enthalten demnach außer den gegebenen noch 

In? — In +1)(n +2)(n +3) +3] fefte Punkte, was zu zeigen war *). 


Es ift jet Elar, daß die Beftimmung: eine Flaͤche nten Grades fol 
die Durchſchnittscurve, C, zweier gegebenen Flächen nten Grades enthalten, 
für [Un + Din +2)(n +3) — 2] Bedingungen gelte, und daß, wenn die 
gegebenen Flächen durch die Sleichungen N = 0 und N’ = 0 ausgedrückt 
find, alle Flächen nten Grades, welche diefen Bebingungen- ‚genügen, dur) 


die Gleichung Na = 0 | a) 


auszudrücken find, wo A einen willkuͤrlichen conftanten Factor bedeutet. — Die 
genannte Durchfchnittscurve, C, der beiden Flaͤchen nten Grades, welche, 
zufolge des vorigen $., von einer Ebene hoͤchſtens in n? Punkten geſchnitten 
werden kann, iſt durch das Gleichungsſyſtem 
N=0 ; N=0 | (3) ” 

ausgedrückt; und es leuchtet ein, daß wir an die Stelle einer biefer beiden 
Gleichungen auch die Gleichung (1), nachdem wir darin dem A irgend einen 
beftimmten Werth beigelegt haben, feßen koͤnnen. Um bie Projection dieſer 
Eurve, C, auf einer der Cordinatenebenen, z. B. auf ber. Ebene der xy zu 
finden, brauchen wir nur eine der veraͤnderlichen Coordinaten, 5.2. 2, zwi⸗ 
ſchen den beiden Gleichungen (3) zu eliminiren, und Die Sinalgleichung der 





*) Diefer Sag und der vorhergehende iſt guerfi von Herrn Plüder in den An- 
nales de malhé m. T. XIX, aufgeftellt und bewiefen worden. 


— 
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$. 78. Elimination, welche, im Allgemeinen, vom n?ten Grabe ſeyn wird, iſt Die 
Gleichung jener Projection. Wir koͤnnen daher bie Durchſchnittscurve C, 
wenn und das Gleichungsſyſtem (3) gegeben if, auch durch die Gleichuns 
gen ihrer Projectionen ausdrücken, wobei indeſſen nicht außer Acht zu laſſen 
ift, daß ein Gleichungsſyſtem von zwei biefer Projectionen, im Allgemeinen, 
einen größeren Umfang bat als das Gleichungsſyſtem (3). Denn bie Gleis 
chungen der beiden Projectionen, welche, im Allgemeinen, vom n’ten Grade 
feyn werden, find zugleich die Gleichungen zweier projicirenden Cylinderflaͤ⸗ 
chen ($.32), und da dieſe vom n’ten Grabe find, fo fchneiden fie ſich niche 
nur in der Curve C, toelche dag Gleichungsſyſtem (3) ausdrückt, fondern 
noch in einer oder mehreren anderen Eurven, welche, in Beziehung auf zwei 
Eoordinatenebenen, diefelben Projectionen als die Curve C haben. Ein 
Gleichungsſyſtem von zwei Projectionen der Durchfchnittscurve zweier 
Slächen nten Grades drückt alfo, im Allgemeinen, mehr als diefe Curve 
and. Auf Ähnliche Weife erhellet, daß ein Gleichungsſyſtem von zwei Pro; 
jectionen der Durchfchnittscumse einer Släche nten und einer Fläche pfen 
Grades, im Allgemeinen, mehr als dieſe Durchfchnittscurve ausdrückt. Um 
dies durch ein Beifpiel noch mehr zu verdeutlichen, wollen wir annehmen 
die Eurve C ſey bie DurchfchnittScurve einer Fläche zweiten Grades und 
einer Ebene, und alfo eine Linie gtveiten Grades (9.44). Die Gleichungen 
von zwei Projectionen biefer Eurve C find zugleich die Gleichungen zweier 
Cylinderflaͤchen zweiten Grades; dieſe Flächen aber ſchneiden fich nicht nur 
in der Curve C fondern noch in einer zweiten ebenen Curve C’ ($.69), 
und «8 hat alfo die Curve C, in Beziehung auf zwei Eoordinatenebenen, 
diefelben Brojectionen als die Curve C. 


$. 79. 

Wenn N=0 und N’ = 0 die Gleichungen zweier Slächen nten 
Grades bedeuten, fo gehet, wie wir im vorigen $. gefehen haben, jede Fläche 
deren Gleichung die Form 

NAN =0 (1) 


hat, durch die Durchfchnittschrve jener beiden Slächen. Es ift richt einzu⸗ 
ſehen, daß auch umgekehrt die Gleichung einer jeden Flaͤche, welche die 
Durchſchnittscurve der beiden zuerſt genannten Flaͤchen enthaͤlt, auf die 
Form (1) wird gebracht werden koͤnnen. Beſteht dieſe Durchſchnittscurve 
aus zwei von einander abgeſonderten Curven, und laͤßt ſich durch die eine 
derſelben eine Flaͤche vom Grabe p legen, welcher niedriger als der nte 
Grad ift, fo wird fich, in der Bleichung (1), A fo beftimmen laflen, bag 

der 


zn u 2 cz ww. ee wuwwuervwve nn ww, — — — — 


— 388 — 


‚ber eofte Theil derſelben in zwei Faetoren zerlegbar wird, von welchen ber 5. 79. 


eine’ gleich Null geſetzt, bie Gleichung der Fläche pten Grades giebt, oder 
mit anderen Worten, daß, wenn P = 0 die Gleichung dieſer Fläche bedeu⸗ 
tet, für ein gehörig beftimmtes A, 

if. Da nun aber der Ausdruck N--AN’ im Allgemeinen vom Grade n, und 
der Ausdruck P, nach der Vorausfegung, vom Grabe p, fo ift der Ausdruck 
Q, im Allgemeinen, vom Grade (n-p); woraus, wie man leicht einficht, der 


Lehrſatz [54]. Wenn unter den Eurven von einfacher oder dops 
pelter Kruͤmmung, in welchen fich zwei Slächen nten Grades fchneiden, 


eine oder mebrere sorbanden find, durch welche eine Släche vom pten 


Grade gelegt werden Fann, fo Fann, im Allgemeinen, durch die übrigen 
eine Släcdhe vom (n—p)ten Grade gelegt werden. 


folgt. 
Wenn alfo zwei Flaͤchen zweiten Grades ſich in zwei Curven ſchneiden, 


von welchen die eine von einfacher Kruͤmmung iſt, ſo iſt es auch die an⸗ 


dere, was wir ſchon in $.69 gefunden haben. — Wenn ferner zwei Flaͤ⸗ 
chen dritten Grades ſich in zwei Curven ſchneiden, von melchen die eine 
von einfacher Krümmung ift, fo Fann durch die andere eine Fläche zweiten 
Grades gelegt werben; u.f. f. 

Aus dem vorigen Lehrfage laſſen fich manche intereſſante Corollare 
ableiten. Nehmen wir z. B. eine gerablinige Fläche zweiten Grades und 
befchreiben auf derfelben ein ſchiefes Sechseck, fo können wir das Spftem 
der drei Ebenen, welche refpective Die erfte und zweite, Die Dritte und vierte, 
bie fünfte und fechfte Seitenlinien beſtimmen, als eine Släche dritten Gras 
bes, ferner das Syſtem der drei Ebenen, welche refpective bie zweite und 
dritte, die vierte und fünfte, die fechfte und erſte Seitenlinie beftimmen, als 
eine andere Fläche dritten Grades anfehen. : Diefe beiden Flächen dritten 
Grades ſchneiden ſich in neun geraden Linien, von welchen ſechs, nämlich 
die Seiten des Sechsecks, auf der Fläche zweiten Grades liegen; bie übri- 
gen drei Durchfchnittslinien, nämlich diejenigen Geraden, in welchen fich 
die Ebenen der einander gegenüber liegenden Winkel: fchneiden, liegen alfo, 
zufolge unferes Lehrſatzes, auf einer Ebene. Wir haben demnach. den folk 
genden Sat, aus welchem mir den daneben ſtehenden vermittelt der Reci⸗ 
procität ableiten. 


Lehrſatz [55]. In jedem auf ei Lehrſat; [56]. In jedem auf ei 
ner geradlinigen Släche zweiten Bras ner geradlinigen Släche zweiten Gra⸗ 
IL 25 


6. 79. des befinälichen Sechsecke liegen die..des befindlichen Sechsece ſchnei⸗ 
geraden Linien, in welchen ſich die den fich Die geraden Linien, welche 
Ebenen der einander gegenüber fies die Eckpunkte der einander gegens 
benden Winkel ſchneiden, in einer uͤber ſtehenden Winkel verbinden, 
Ebene. in einem Punkte. 


Es ſeyen 





| N=-0 ; NVN=0 ; V=0 
bie Gleichungen von drei Flächen nten Grades, welche eine Fläche vom 
pten Grade, deren Gleichung 
== 0 
ift, in einer und berfelben Curve C ſchneiden, und es ſey p<n. Se zwei 
der zuerft genannten drei Flächen fchneiden fich alsdann, zufolge des Satzes 
(54), nicht nur in der Eurve C, fondern noch in einer andern Eurve, E, 
E, E’, und durch jede dieſer andern Eurven kann eine Släche gelegt wer⸗ 
den, welche vom Grabe (n—p) if. Wir haben daher 
N+/N.=PQ’=0 ; N+YN=:W'=-0, 
wo A und A” gehörig beftimmte conflante Factoren, QO’ = 0 und Q’ = 0 
aber die Gleichungen von zwei beftimmten Flächen (n—p)ten Grades be- 
deuten, welche refpective die Eurven E’ und E’ enthalten. Durch Subtrac- 
tion ergiebt fich 
„N’— I'N" = P(Q" _ oO) = 0 
Die Gleichung AN’— AN” = 0 drüct, im Allgemeinen, eine Fläche aug, 
welche den Durchichnitt der Flächen N = 0 und N” = 0, d. i. die Eur: 
ven C und E enthält; und da ber erfte Theil diefer Gleichung dem Pros 
ducte P(Q’— Q)) identifch ift, fo ker diefe Curven, C und E, auf der 
Fläche P= 0 und der Flähe Q’—Q’ = 0; da ferner bie Eurve C, ber 
Vorausſetzung zufolge, auf der —5 P 0 liegt, fo liegt die Eurve E 
auf der Fläche Q’—Q’ = 0, welche vom Grade (n—p) ift, und. durch 
den Durchfchnitt ber Flächen X” =0 m QA=0 geht. Wir. haben 
Daher den 


Lehrſatz [57]. Wenn drei Flaͤchen nten Grades durch eine und 
diefelbe Curve geben, welche auf einer Släche pten Brades liegt, fo 
fchneiden fich die drei Slächen (a—p)ten Grades, welche fich durch jede 
der Zweiten Durchfchnittscurven von je Zwei jener. Slächen legen laffen, 
in einer und derfelben Eurve. 


Drei Flaͤchen nten Grades _ | 
N=0.;, N=0 ; N=0.. .@) 





sum. 
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fchneiben fich, im Allgemeinen, in n?- Punkten ($. 77). Jede andere Flaͤche 6. 79. 
nten Grades, welche durch diefelben m? Punkte geht, iſt durch die Gleichung | 


NHAN HIN =0 68) 
darzuſtellen, und die Coordinaten der genannten n? Durchſchnittspunkte koͤn⸗ 
nen durch: Entwickelung eben ſowohl aus den drei Skeichungen: (2) als aus 
irgend. zwei derſelben mul Der Gleichung (8) gefunden werden. Haben nun 
die Flaͤchen (2) eine ſolche Geſtalt und Lage, daß ſich unter denn? Durch⸗ 
ſchnittspunkten dus Anzahl gleich pn? Befindet, welche auf einer Flaͤche, 
P = 0, vom pten Grade liegt; und p < n. if, fo muß nothivenbigermeife 
der erſte Theil der Gleichung (3) durch eine gehörige Beſtimmung von A und 
x” in zwei rationale Factoren zerlegbar werden, von welchen der eine gleich 
P, alfo vom Grade p, und der andere folglich vom Grade In—p) ifl, und 


\ hieraus ergiebt fich Teicht, daß alle übrigen Durchfchnittspunfte der Slächen 


(2) auf einer Släche vom Grade (n—p) liegen. Daher der 


- Kebrfag [58]. Wenn von den Durchfchnittspunkten dreier Flaͤchen 
nten Grades, deren Anzahl: n? iſt, pua Durchſchnittspunkte ſich auf einer 
Stäbe pten Grades befinden; fo liegen die. übrigen (n—p)n? Durchs 


fehnittspunfte auf einer Släche (n—p)ten Grades. 


Wir erhalten hieraus, und vermittelſt der Reciprocitaͤt: 


Lehrſatz [59]. Wenn von den Lehrſatz [60]. Wenn von den 
acht Durchſchnittspunkten dreier acht gemeinſchaftlichen Tangential⸗ 


Slaͤchen zweiten Grades vier in ei ebenen dreier Flaͤchen zweiten Gra⸗ 


ner Ebene liegen, fo liegen die vier des vier durch einen Punft geben; 
übrigen gleichfalls is einer. Ebene. - fo geben die vier. übrigen gleichfalls 
| | durch einen Punft. 


$. 80. 

Aufg abe fueg. Ks iſt eine Släche nten Brades und die Richtung 
einer geraden Kinie gegeben. Mon foll den Brt des Punktes P finden, 
welcher fo liegt, daß, wenn man durch ihn eine Berade der gegebenen 
Richtung parallel zieht, die algebraifhe Summe aller Abfchnitte diefer 
Geraden, welche einerfeits von dem Punfte P und andererfeits von der 
gegebenen Släche, begrenzt werden, eine gegebene Größe babe. 


Es ſey bie gegebene Flaͤche vom dritten Grade,’ und ihre Sleichmng in 


rechtwinkligen Coordinaten 
25* 








22’+by’-rcx’+-dxz’+ey2?’-+H4zy?-+g2y!-+hyx?-+-kzx?-+-mxyz 
+. 2 + by + cz +-dxz Hreyz +fxy 

A -0.0 
+az+b’y+rcx 


m 


ra 


Bereichnen wir die Eoordinaten des gefuchten Punktes P durch x, yi 2’, 
und transformiren Die Gleichung (1), indem ngerx--x', yFY,m+r7 re 
fpective für x, y, z fegen, fo erhalten wir eine WBleichung, Diamkbir- durch 
B bezeichnen wollen. In diefer Gleichung B ift dag. Aggeegat der Glieder, 


welche drei Dimenfionen der laufenden Coordinaten enthalten, 


az°+-by°’+cx’+-daz’+eyz’+fxy’+gzy’+hyx’+ kzx’+mayz , (2) 
und das Aggregat der Glieder, in welchen nur zwei Dimenfonen ber lau 
fenden Coordinaten x, y, z vorfommen, | 

|3a2°-+ 2dxz-+ 2eyz + gy?-+ ka’ may} -z 
+ |3by’+ 2fxy + 2gyz + ez’+-hx’ + mxz | .y (3) 
+ |3cx’-+2hxy+ 2kxz+dz? + fy? + myz| x 
+32 +-by’+cz’+dxz +eyz+fay 
Transformiren wir nun die Gleihung B wiederum und zwar in Polar- 
coordinaten der dritten Art, indem wir 
x= ucosa ; Jy=ucaß ; Z == UcosyY 
fegen (6. 1F. 7), fo erhalten wir eine Gleichung von der Form 
Mau’ +Mw-+Mu+M, = 1) 1 
worin .M;, M,, ic. Sunctionen von a, P, y, x, y und 2 ſind Aus die⸗ 


ſer Gleichung erhaͤlt u drei Werthe, deren algebraiſche Summe gleich — 


iſt. Legen wir den Größen a, 8, y diejenigen Werthe bei, welche die Win⸗ 
fel ausdrücken, die die gegebene Richtung mit ben drei Eoordinatenachfen 
bildet, und bezeichnen wir die gegebene Größe der Summe der in der Auf 
gabe genannten Abfchnitte durch C, fo haben wir nun Ä 


-— = =(C oder M. CM. =0 . 6) 


Die Aubdruͤcke von M, und M, ergeben ſich durch die genannte Subſtitu⸗ 
tion unmittelbar aus den Ausdruͤcken (2) und (3), und bie Bleichung ) 
iſt demnach 
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. [83008 ?y-HBdoosacosy-+2ecas/dcasy-+gcos’9-+-kcos’r-+-moosacosA]-z' 
+ [3beo2?B4-2feose.cosß +-2gcosßeosy-+-8008?y +-heos?e-+Hmcosacosy] y 


+ [30c0s°a-+2hcosacos+-2kcasacosy+-doos” y-Hfco®’@-Hmcasßeosy]-z\ _ 0 


" +8cos ’rrbeos’ +6 cos’ + d’cosacosy -+e'oosßcosy-+-f casacasf 
.0|200#°y+beos’P-rcemaisesuplaasu.cas”y-1-ecosflcos"y-+-fooeenos’ A}: 

Zu +goosycoe? + hoodenst®- koosycos"u-1-meosacosflcosy 
Diefe Gleichung, welche außer x, y, zZ nur gegebene Größen enthält, iſt 
in Beziehung auf x, y’ und z’ vom erften Grade. Der Ort des Punktes 
P it demnach) eine Ebene. 

 Ebenf® wie wir hier mit der Gleichung einer Släche britten Grades 
verfahren HE/ WW wir offenbar mit der Gleichung einer Fläche von 


$. 80, 


6) 


irgend Mn&ineßrade n verfahren, und daraus folge, daß ber gefuchte Ort 


für eine Fläche nten ‚Grades gleichfalls eine Ebene ſeyn wird. 

MWenn- die gegebene Größe C gleich Null ift, d. 5. wenn bie Summe 
der, auf der einen Seite des Punktes P liegenden Abfchnitte der Summe 
der, auf der andern Seite liegenden gleich ift, fo wird die Ebene, welche der 
Drt des Punktes P ift, eine Diametralebene der Fläche genannt. Wird 
die gegebene Richtung verändert, fo verändern fich Die Werthe von a, ß 
und y, und dann verändert fich, im Allgemeinen, auch die Lage der Diame⸗ 
tralebene (5). Einer jeden Richtung ift daher eine Diametralebene einer ge- 
gebenen. Fläche zugeordnet, und jede Fläche bat, im Allgemeinen, unendlich 
viele Diametralebenen. 

Fehlen in der Gleichung (1) ale Glieder von zwei Dimenſionen, oder 
in der Gleichung einer Flaͤche nten Grades alle Glieder von (n—1) Dimen⸗ 
fionen, fo gehen alle ihre Diametralebenen durch einen und denfelben Punkt, 
nämlich durch den Anfang der Coordinaten. Auf allen Geraden, welche 
durch diefen Punkt gesogen werden, ift dann die Summe der auf der einen 
Seite ‚liegenden Abfchnitte ber Summe der auf der andern Seite liegenden 
eich. 
Enthalten bie Glieder von n Dimenfionen der Gleichung einer Släche 
nten Grades nur zwei von den veränderlichen Coordinaten x, y, z, fo find 
alle Diametralebenen der Fläche auf einer und derfelben Ebene fenfrecht. 

Finden die beiden zulegt genannten Fälle zugleich Statt, fo fchneiden 
ſich alle Diametralebenen der Zläche nten Grabe, im Allgemeinen, in einer 
und derfelben Geraden. 

Enthält die Gleichung einer Flaͤche nten Grades nur das eine Glied 
az“ oder by® oder cz" von n Dimenfionen, fo find, im Allgemeinen, alle 
Diametralebenen einander parallel. 


5.80. 


Schlen in biefem fetten Falle zugleich die Glieder (n-Al)ter Dimers- 
fion, fo’ bat die Flaͤche nur eine einzige Diametralebene, und biefe Ebene 
teilt jede Sehne ber Flaͤche, welche Richtung fle auch haben mag, fo, daß 
die Summe ber auf ber einen Seite der Ebene en Abfchnitte der 
Summe der auf der andern Seite liegenden glch if. 

Ale dieſe befonderen Säle ergeben ſich leicht durch bie Betrachtung 
der Gleichung (5), fo dag wir ung begnügen, fie genannt zu haben. 


Hat die Gleichung. einer Fläche nten Grades nur Glieder yon einer 
geraden Anzahl Dimenfionen oder nur Glieder von cm wngwaben, Añzahl 
Dimenftonen, fo wird jede durch den Anfangspunft gezogent gerade Linie 
von der Fläche fo gefchnitten, daß fich auf. beiden Seiten: des Anfangs⸗ 
punftes eine gleiche Anzahl Abſchnitte befindet, die einzeln einander gleich 
find. Der Anfangspunft der Eoorbinaten heißt alsdann der Mittelpunft 
der Fläche. Eine Släche Faun unendlich viele Mittelpunfte haben. > 


Aufgabe [113]. Es find zwei Slächen nten Brades und die Rich⸗ 
tungen zweier geraden Linien gegeben. Man foll den Urt des Punftes 
P firiden, weldyer fo liegt, daß, wenn man durch ibn eine Gerade an die 
eine Släche der einen Richtung parallel, und eine andere Berade an die 
andere Släche der zweiten Richtung parallel ziehe, Das Product: der Abs 
fchnitte auf der einen Geraden und das Product der Abſchnitte auf der 
andern Benaden, welche Abfchnitte einerfeits von dem. Punfte P und 
andererfeits refpective von den Slächen begrenzt werden, in einem gege 
benen Verbältniffe fieben. 


& fi 
tyen N =0 ab N = 0 


die Gleichungen ber gegebenen Flächen in rechttwinkligen Cootdinaten. Be 
zeichnen wir die Aggregate der Glieder von n Dimenſionen reſpective durch 
A, und A,, die. conftanten Glieder durch C, und C,, endlich die Aogregate 
aller übrigen Glieder durch Bi und B,, fo iſt M 

N =z4A,-+B+CG=0 - Bu (6) | 

N =4+B,+0 20. Zu ’ 
Sind x, y’, z’ bie Coordinaten’ bes Punktes P, und ſetzen wir xX, 
y+yı z+z reſpective für x, y, 2, fo verwandeln ſich die Gleichungen 
6) in 
8 A D, N, = 0 60) | 
A,+D +N, =0 ol 


Terioe 


- u we m ie 
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wo D,, D, die Aggregate aller Glieder bezeichnen; welche in Beziehung auf 6. 80. 


x, y und.z von der Ifien, 2ten ...(n—2)ten und (n — Dten Dimenſion 


“find, N’, N’ aber: biejenigen Ausdrücke ‚bedeuten, welche aus N,, Ns durch 


bloße Subftitution von x’, y, zZ für x, y, z hervorgehen. Teansſormiren 
wir die Gleichungen (7) indem wir 
x ucoſso; y= ucoß ; z = ur 
fegen, fo- fommt - 
zu ' Qu+Rı+N = 0 I. (8) 
.Qu+-B+-N,=0, ” en 
worin R,, R, die Aggregate aller Glieder. begeichnen, welche in Beziehung 
auf u von der erfien bis (n — Uten Dimenfion find, Qı, Qs ober Aus 
drücke bedeuten, bie nicht u fondern nur a, Pf, y enthalten und die bios 
aus den Aggregaten Au Az hervorgegangen fi MG Aus einer jeden dieſer 
Gleichungen erhält u eine, Anzahl von n Werthen, deren Produ helaun⸗ 


termaßen N d 
4 2 
| RR und Q 
find. Legen wir den Größen a, P/ Y in diefen beiden Ausdrücken refpective 
diejenigen Werthe bei, welche bie in der Aufgabe genannten Richtungen 
beftimmen, und nennen das gegebene Verpältniß 1:2, ſo haben wir, in 
Folge der Bedingung der Aufgabe, | 
NET ober. NL QN, = J | 
E8 enthalten Q, und Q, nicht x, y, zZ’ fondern nur a, A, y, welchen 
Größen sonffante Werthe beigelegt worden find, und N’,, N’z gehen wieder 
in N, Na über, wenn wir die, jegt nicht mehr nöthigen Accente von X, 
gr z weglaflen, fo daß, wenn wir die Eonflante EI durch —ı= begeichnen, 
N, +uN, = 0 0909) 

hervorgehet, welches die Gleichung des geſuchten Ortes iſt. Dieſer Ort iſt 
demnach eine Flaͤche nten Grades, welche die Durchſchnittscurve der. beiden 
gegebenen Slächen N, = 0, N, = 0 enthält ($. 78). 

Nachdem wir biefe Aufgabe gelöft haben, wollen wir drei Flaͤchen nten 
Grades betrachten, welche ſich in einer und derſelben Curve ſchneiden. Sind 

N—0O und N.20 

die Gleichungen von zwei dieſer Flaͤchen, ſo laun vr dritte immer durch 
die Gleichung u 


ud 


— 0 —-- . 


| ; 0 10) 
6.80. Fehlen in dieſem letzten Falle zugleib " 
fion, ſo bat bie Fläche nur eine + —— confianten Werth hat ($. 78). 


theilt jede Sehne ber: Sl” — * oo mit biefer dritten Släche (10) 
die Summe ber amf ur 5 Pe iQ, 
Summe ber WET “=. i 
U ngten Gleichung A nur in erſter Potenz vorkommt, 
bie wir jegt als nicht gegeben betrachten, immer, und 
pe fo beftimmt werden, daß bie eben genannte Gleichung 
fo —— und hieran fließt. ber folgende | 
‘ peı]. Wenn drei Slächen nten Grades eine und diefelbe. 
ebef —** haben, und von einem Punkte P einer dieſer Flaͤchen 
parhfbnn an die beiden andern Slächen zweien beltebigen aber uns 
ze —* Richtungen parallel gezogen werden, ſo iſt das Product 
Abfehnitte, welche auf der einen Beraden von dem genannten Punfte 
D und der zweiten Släche begrenzt werden, zu dem. Producte der Abs 
hnitte, welche auf der andern Geraden von demfelben Punkte P und 
der dritten Släche begrenzt werden, in einem conftanten Derbältniffe, wo 
auch. jener Punkt P auf der erften Släche mag angenommen worden feyn. 
Wir wollen noch bemerken, daß die vorige Aufgabe (113) folgenders 
maßen. leicht verallgemeinert werden kann. „Es find eine Anzahl, m, Flaͤ⸗ 
chen nten Grades und die Richtungen eben fo vieler Geraden gegeben; es 
fol der Drt des Punktes P gefunden werden, welcher fo liegt, daß, wenn 
man durch ihn m gerade Linien den gegebenen Richtungen parallel zieht, 
das Product der Abfchnitte auf der erften Geraden, welche von der erften 
gegebenen Fläche begrenzt werden, das Product der Abfchnitte auf der zwei⸗ 
ten Geraden, welche von ber zweiten gegebenen Släche begrenzt werden u. 
f. f. eine ebenfalld gegebene Gleichung oder zwei folche Gleichungen . befrie- 
digen.” Auch iſt leicht einzufehen, daß der gefuchte Dre des Punktes P, in 
dem Salle einer gegebenen Gleichung vom Grade r zwifchen ben genannten 
Producten, eine Fläche vom Grabe rn, in dem Falle zweier gegebenen Glei- 
chungen zwifchen jenen Probucten aber, eine Curve von doppelter" Krüm- 
mung feyn mird. 0 u 
Aufgabe [114]. Es iff eine Släche uten Brades und ein Punk P, 
der nicht auf diefer Släche liegt, gegeben. Um den Punkt P drebt ſich 
eine gerade Linie, welche von der Släche in n veränderlichen (reellen 
oder imaginsiren) Punkten pi, Pr Ps ---: Pu gefchnitten wird, und auf 
diefer Beraden bewegt fich ein Punkt P, fo, daß immer nn 
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ı 131 2: 1 _ 
Dr tr DB u 
ift. Es foll der Ort des Punktes P, gefunden werden. 
: Wir nehmen ‚den gegebenen Punkt P zum Anfangepuntte rechtwinti— 
ger Coordinaten, und alsdann ſey 
Arszybyter+d = 0 
die Gleichung der gegebenen Zläche, in welcher A das Aggregat aller Glie- 
ber bezeichnet, deren Dimenfionen höher als die erfte find. Trangformiren 
wir diefe Gleichung in Polarcoordinaten indem wir x = ucosa; y= ucosf, 
Z = ucosy feßen, fo erhalten wir eine Gleichung, welche in Beziehung auf 
u vom nten Grade ift, und deren letzte Glieder 
(ac0sy + bcosß -+ ccosa)u + d 
find. Begeichnen wir ihren verfchiedenen Wurzeln durch u, U Ug . "U 
fo ift befanntermaßen | 
3, 1... 44 _ > a008y-+ booeß+ com 
Un u.Ia Un " d 
Da aber .augenfcheinfich Pp, = u, Ppı = U ...- Pen = un, fo. haben 
wir auch, zufolge der Bedingung der Aufgabe, | 
— 1 _ ———— Ccos es 
PP, ” Ä 
oder, wenn wir den Radius vector von P, durch u’ bezeichnen und bie 
Nenner wegfchaffen, 
| aufcosy + bu'cosß + cwcosa +-d = 0 
Kehren wir zu rechtwinkligen Coordinaten zuruͤck, und bezeichnen diejenigen 
des Punktes P, durch x’, y, z, fo daß alſo ulcosy = z', uUcosf V, 
wcosa.—= x, fo ergiebt fich aus der legten Gleichung 
az +-by+caX+d= 0 
als die Sleichuns des geſuchten Ortes, welcher demnach eine Ebene iſt. 


§. 81. 

Nehmen wir irgend einen Punkt P auf einer Flaͤche nten Grades zum 
Anfangspunfte rechtwinkliger oder ſchiefwinkliger Coordinaten, und beziehen 
dieſe Flaͤche auf ein ſolches Coordinatenſyſtem, ſo wird ihre Gleichuns 

N=0. | (1) 
kein conſtantes Sieb enthalten, weil für x = 0 und y = 0 ) auch z=0 


& 80. 


6.61, aus dem Verhergehenden Elar, daß Mich diefe Tähgente ber Curve C im 





Punkte P zugleich in den beiben Tangentialebenen befindet, 

Punkte P an ber Bläche M und an der Släche N gelegt — 
und daß fie folglich die Durchſchnittslinie dieſer beiden Tangentialebe nen 
iſt. Hieraus folgt zugleich, daß, wynn ſich drei oder mehrere Flaͤchen in 
einer und derſelben Curve C (neben; die verfchiedenen. Tangentialebenen 
dieſer Slächen in einem, auf der Eurve C befindlichen Punkte P nicht nur 
diefen Punft P, fondern eine und dieſelbe Gerade, naͤmlich die Tangente der 
Curve C im Punkte P, mit einander gemein haben. Ferner iſt klar, daß, 
um bie Tangente einer Curve C in einem Punkte P zu erhalten, nichts 
weiter erforderlich ift, als bie Tangenfialgheneh zweier, dieſe Eurve enthalten: 
der Slächen im Punkte P zu conftruiren, daß alfo dieſelbe Tangente auch 
als die Durchfchnittslinie der Tangehfialebenen zweier projicirenden Cylinder 
im Punkte P conftruirt werden Fann, und endlich daß die Projectionen der 
Tangente einer Eurve C im. Punkte P. Tangenten ber Projectionen der 
Eurve C in den Projectionen des Punktes P find. Die Tangente einer 
Enrve im Raume kann. daher immer durch die Gleichungen ber. Tangenten 
von zwei Profestionen ber Curve Hagefteht werben. FR z. B. die Tan 
gen berjeuigen Curve, deren Gleichungen 

Y parken 5, Den: | (5) 

find, ausyubräcen, und iſt s'y'z’ der gegebene Berührungepunkt, fo haben 
wir auf der Stelle | 

u | ‚Yy+Xz= R 5 —E— rn” | (6) 
FF Gleichungsſyſtem biefer- Tangente. — ft. ferner die Tangente an ber 
ſphaͤriſchen kinie zweiten Grades ($. 41), deren Gleichungen 

5 Y + Pr 0; Abt? = 0 . (7) 
find 1 darzuſtellen, und iſt wieder xyz ber gegebene Derüßrungspunft, fo 
können twir dag Spftem ber beiden Gleichungen _  - 

\ \ zıryytrxer ; azz—b’yy—c'xz = 0 , (8) 
von welchen bie eine die Tangentialebene an ber Kugelfläche und bie andere 
die Tangentialebene an ber Kegelfläche ausdrückt, als Gleichungsſyſteim fuͤr 
die Tangente der Eurve nehmen. Wir fünnen aber auch biefelbe Eurve (7), 
indem mir nach einander x und y zwiſchen ihren Gleichungen (7) eliminis 
ven, dur) die Gleichungen | 

IHN y’=ch? ; (a 2+b)24(b’-)2’= ba | 9) 
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17] j darftellen, und: demgemaͤß die Tangente im „Punkte xyma dutch das ii 6. 81. 


chungsſyſtem 
4 | er zebyyyact?; Armor -greahe jcıo) 


iun ausdruͤcken, wobei wir ſogleich seine diefe Gleichungen (10) aus 
Ani den Gleichungen (8) ergeben, wenn dieſen nach einander x und 
id y eliminiren, wie ed, nach dem vo 1, offenbar auch feyn muß. 
Me. Iſt der Punkt P einer Eurve di mung O, welche die Durch: 
mit ſchnittscurve zweier Tice unl m und nten Grade iſt, ein 
Li) — — oder iſolirter Punkt einer n, oder liegt er auf einer 
# vtelfachen oder ifolirten Linie einer t Flaͤchen fo iſt er ein viek 
[1 facher oder ifolirter Punkt ber Yie vielfachen’ und Tfolirten 
ta Punkte der Eurven im Raume werden wir alſo auffinden koͤnnen, wenn 
I. wir im Stande find, die vielfachen And ifoirten Pantte und Linien der 
at Flächen aufzufinden 
ıı 
# Aufgabe [115 ten Brades in rechts 
winkligen ‘oder fch eben. Es follen die 
J vielfachen und ifoli 1€ gefunden. werden, 
wenn fie. dergleich — 
Wir ſetzen x+ &, y, z in’ bie gege: 
"bene Gleichung ber unkt der Coordinaten 
" nach dem noch unb Sind nun 
j die vier Tegten Glie win A, B,'C und D 
‘ Functionen von x’, De 


A=0 ; B=0 ; C=0-; D=0. 
Findet ſich alsdann ein Syſtem von Werfhen von x, y, 2, twelches dieſe 
vier Gleichungen zu gleicher Zeit befriedigt, oder finden fich mehrere folche 
Spfteme, fo hat bie gegebene Fläche einen oder mehrere wielfachen Punkte, 
deren Eoorbinaten x, y’; 2 auf dieſe Welle gefunden find, und welche auch 
ifofirte Punkte ſeyn koͤnnen. Finden ſich aber zwei Functionen & = g(z) 
und Y = (zZ) von ber Vefchaffenheit, daß ſie an die Stelle von x und 
y in bie genannten vier Gleichungen gefeßt, dieſe Gleichungen für jeden 
Werth von z’ zugleich befriedigen, fo dat die Fläche eine vielfeche Anl, 
deren Gleichungen 
—E 3: ya) t: 

auf dieſe Weife, gefunden: ſind, und wmelſche auch eine iſolirte linie ſeyn 


s.sı. kam — Die Nichtigfeit des Verfahrens iſt aus dem oben Geſagten eis 


leuchtend. 
(Wenn man im Stande iſt die gegebene Sleichung der Flaͤche nach 


einer der drei Größen x, Yı 2 anfzulöfen, fo läßt fich zumeilen aus bem 
Ausdrucke der Wurzel eine Öfeichung der vielfachen oder ifolirten Linie Der 
Flaͤche unmittelbar auffinden. Wir werden biervon fpäter (in $.92) ein 
Beifpiel geben.) 

eifpielL Es * * 

Beiſp ſey L —* ER 

die Gleichung ber gegebenen Fläche is rechtwinkligen Coorbingten. Mr 
fen x x, y+Yy, 24 refpective für x, y, z, und finden dann die 
legten vier Glieder der transformirten Gleichung, nämlich) 

we 327 — Okyy— kr r (zZ ky?—ka”) .; 
woraus wir die Sleichungen PR 
bilden, weiche fämmtlich von den Beben! =0d, y=0,7=0 be 
friedigt werben: Der Anfangspunft der Enorbinaten ift daher ein vielfacher 
Dunkt der Fläche. Daß biefer Punkt Eein Wolirter fey, fehen wir daraus, 
daß jede, bie pofitine Seite der Achſe ber z*fchneidende. und der Ebene 
der xy parallcie Ebene, z= h, die Fläche ih einem reellen Kreife, 


y”’+x? - , fehneidet, wie Hein auch der Abſtand h von ber Ebene 


der xy ſeyn mag. 

Beifpiel IL Es fen feiner in rechtwinkligen Coordinaten 

2’ — 32" — ky?— kx? = 0 

bie Gleichung der gegebenen Fläche, worin a eine pofitive Groͤße bebeute. 
Hier finden wir, nach dem angegebenen Verfahren, die vier Gleichungen 
3-27 =- 0; y-0; 7 =0; Pr 0, 
welche ebenfalls fammtlich durch x = 0, y = 0, z = 0 befriedigt wers 
- den. Eine, der Ebene der xy parallele Ebene, deren Sleichung z=h, fans 
bet die Kuss in einer Curve, Deren uns | 


„’+ır’=- -G-3) . 


fich durch Elimination von z etgiebt. Die Gleichung drücke einen Kreis 
ang, wenn h> a, und fie Brück .eine imaginaire Eurve aus, wenn nicht 
h> a, mit Ausnahine des einzigen Falles,. in welchem h == 0, wo fie 


dann «inen - Punkt, ben Anfangspunkt ber Coordinaten nämlich, darſtellt 6. 81. 


Hieraus iſt klar, daß der Anfangspunkt der Coordinaten ein iſolirter Punkt 
der Flaͤche iſt. 
Beiſpiel I. Esfy 
(2? +y? +22 + 80?)?(y? 43) (5y?-+5x +40) = 0 
die Gleichung der gegebenen Zläche. Hier finden wir, nach derſelben Ver⸗ 
fahrungsart, die folgenden vier Gleichungen 
| ‚A+HR)a@+y’+rr+8chz = 0, 
12(y”42°) (z’+y?+x?+8c?) + (z’+y”+x?+8c?)? —100°(5y*45x°+4o?)|y =0, 
— + (z’+y?+x?+8c? ’—100Sy*Höx'Hc)|x =0, 
A+-PHRHSO PH) EP Hör Hi? -0 , 
in welchen wir, der Kürze wegen, die Accente weggelaſſen haben. Die erfie 
Gleichung wird befriedigt, wenn 
1) y?+x? = O, oder 2) 22 2x— ='0, ober 3) z = O. J 
Es kann aber nicht y? +x? = 0 ſeyn, weil dies bie letzte Gleichung auf 
c* = 0 reducirt, und eben fo wenig kann 2+-y? +2? +80? = 0 feyn, 
weil diefe Gleichung durch Feine reellen Werthe von x, y und z gu befrie 
Bigen if. Wohl aber kann z = 0 fenn; denn dies reducirt bie letzte Gleis 
hung auf 
(„?+xX?+8c?)’(y? ey +5’ dc) - 0 , ur 
eine Gleichung, welcher wir auch‘ Die Form 
\ Hr) HR Ic) = 0) 
geben können. Segen wir nun in bie zweite und dritte Gleichung z = 0 
and ”P+x?—c? = 0, fo reduciren fie ſich auf 9cy = 0 und Ic'x = 0, 
und fliehen dann mit ?+-x— — 0 im Wiberfpruche. Gehen wir 
drz=0 mb y2 4xꝰ — 4 = 0, fo werden jene beiden Gleichungen 
zugleich befriebigt. Sämmtlidyen vier Gleichungen wird alfo zu gleicher 
Zeit genügt durch die beiden Relationen 
z=0 und y x -4e⸗ 20 
Dieſe letzten Gleichungen druͤcken einen in der Ebene ber xy liegen⸗ 
den Kreis aus; und dieſer Kreis iſt eine boppelte und zwar iſolirte Linie 
der Flaͤche. 


Aufgabe [116]. Es iſt die Gleichung einer Flaͤche nten Grades 
und ein Punft A gegeben. Man ſoll den Ort des Punktes P finden, 


— 00 — 


5 sı. welcher fo liegt, Daß die Gerade AP der Summe der Abſchnitte auf dies 
fer felbigen (verlängerten) Geraden gleich fey, welche einerfeits von dem 
Punfte A und andererfeits von der gegebenen Släche begrenzt werden. : 

Nehmen wir ben Punkt A zum Anfangspunft rechtwinkliger oder fchief: 
winfliger Coorbdinaten, fo ift irgend eine Gerade AP burch die Gleichungen 
xeız ; =-P (11) 
ausgedrückt, wo a und 4 zwei unbeflimmte Eoefficienten bedeuten. Segen 
wir biefe Werthe von x und y in die Gleichung der gegebenen Släche nten 
Grades, fo erhalten mir eine Gleichung in z vom nten Grade, welche 
wir durch 





B„z" + B„-ı2"! u + B,z + B, == 0 


begeichnen. Die Wurzeln diefer Gleichung find offenbar die anf die Achfe 
ber z projicirten Abfchnitte der Geraden AP, welche fämmtlic) von dem 
Punkte A und von der gegebenen Zläche begrenzt werden; ber Ausdruck 


Bʒ iſt demnach der Summe dieſer Projectionen gleich, und wenn wir 
jetzt ie Koordinaten des Punktes P. x, y und z nennen, ſo iſt 


B.-ı | M ' 
nd: ui | 





woraus wir 


den Gliedern ber nten und (n — I)ten Dimenfion der gegebenen Gleichung 
durch Subftitution von. a und 4 fuͤr x und y hervorgehen. Bezeichnen 
wir daher bie ‚beiden Aggregate jener Glieder durch An und An-ı, fegen 
in die Gleichung (12), zufolge ber Gleichungen al), für « und ß wieder 
— und 21. und ſchaffen ſodann den gemeinſchaftlichen Nenner z"-ı fort, 
eo fommt | 
At =0 00.0000 (083) 

als die Gleichung bes gefuchten Ortes. ice Ort ift demnach ebenfalls 
eine Släche nten Grades, deren Gleichung aus den Gliedern nter und 
(n—I)ter Dimenfion der Gleichung ber gegebenen Bläche befteht. Zufolge 
des oben Gefagten iſt daher der Punkt A im Allgemeinen. ein vielfacher 
ober ifolirter Punkt der gefuchten Fläche. 

6. 82, 


Aufgabe [117). rei gegebene fefle iibenen werden: von einer 


Baz + Bn- 0 (12) 
erhalten, Nun find aber B. und Ba-ı diejenigen Ausdrücke, toriche aus 4 
vierten 


gr we ua] 
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vitrten-veränderlichen Ebene fo gefdmitten, daß"die dadurch entſteben⸗ $. 82. 


den Tetraeder einen gegebenen conftanten Rauminbalt baben; es foll der 


Ort desjenigen Punktes O gefunden werden, in welchem die Verbin: 


dungslinien der Halbirungspunfte je zweier einander gegenüber liegender 
BAanten eines jeden diefer Tetraeder fich fchneiden. 


Wir nehmen die drei gegebenen feften Ebenen gu Coordinatenebenen, 


und bezeichnen den gegebenen conſtanten Rauminhalt durch a?. Sind nun 
x, Y, Z die Abfchnitte, welche die vierte veraͤnderliche Seitenebene bes Te⸗ 


traeders reſpective auf den Achſen der x, ber y, der 2 abſchneidet, fo iſt der 


Rauminhalt des Koͤrper — 
| 19x’ =. 5, . Be 
wo 2,die, in $. 14 angegebene Sebeutung bat. Die Eoordinaten. x, y, 2 
des Punktes O aber find, zufolge 9.12 (Lehrſ. 2), 


xl! ; yely ; zeiy 


. Eliminiren wir x, y’ und z’ zwifchen den aufgeſtellten vier Gleichungen, 


und beseichnen, der Kuͤrze wegen, ne durch m?, ſo kommt 


.ıXyz= m. | eo - (DD 
ale Gleichung des geſuchten Ortes, welcher denmach eine Flaͤche des Zten 
Grades iſt. 

Was die Geſtalt dieſer Flaͤche betrifft, ſo ſehen wir zunaͤchſt, daß ſie 
ſich ins Unendliche erſtreckt, da für alle Werthe von. x und y, wie groß 
fie auch feyn mögen, z reell iſt. kegen wir der Ebene der xy eine parallele 
Ebene, deren Gleichung 

2 = h 
ſeyn mag, fo finden wir für die Brojction des Durchſchnitts oder für die 
Durafanitecurne ſelbſt 
h an 
Dieſe Durchfchnittschtve:äft. alſo eine Hyperbel, ‚deren Aſymptöten in ben 
Ebenen der xz und yz liegen. Ale Durchfchnitte, welche: von- Ebenen -ges 
bildet werden, die ber. Ebene der. xy parallel liegen, find demnach ähnliche 
Hyperbeln. Daffelbe findet Statt bei ben Durchichnitten der Ebenen, welche 
den anderen Coorbdinatenebenen parallel find. Je weiter eine folche Durch 
fchnittsebene von ber ihr parallelen Coordinatenebene entfernt iſt, defto klei⸗ 
ner ift die Potenz der Hpperbel. Ä 
II. / 26 


$. 80. 
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Fehlen in dieſem letzten Falle zugleich bie Glieder (nAl)ter- Dimen⸗ 
fion, fo hat die Fläche nur eine eingige Diametralebene, und biefe Ebene 
theilt jebe Sehne ber :Bläche, welche Richtung fie auch haben mag, fo, daß 
die Summe der auf ber einen Seite ber Ebene liegenden WUbfchnitte der 
Summe ber auf ber andern. Seite liegender ginkh iR. . 

Alle dieſe befonderen Faͤlle ergeben ſich leicht durch bie Betrachtung 
der Gleichung (5), ſo daß wir uns begnuͤgen, ſie genannt zu haben. 


Hat die Gleichung. einer. Flaͤche nten Grades nur Glieber yon einer 
geraden Anzahl Dimenſionen oder nur Glieder von eind uageraden Añzahl 
Dimenftonen, fo wird jede durch den Anfangspunkt gezogent gerabe Linie 
vonder Fläche fo gefchnitten, daß fich auf. beiben Seiten: des Anfangs: 
punftes eine gleiche Anzahl Abſchnitte befindet, bie eingeln einander gleich 
find. Der Anfangspunft der- Eoordinaten heißt alsdann der Mittelpunkt 
der Fläche. - Eine Fläche kaun unendlich viele Mittelpunfte baben. — 


Aufgabe [113]. Es find zwei Slächen nten Grades und die Rich⸗ 
gungen zweier geraden Kinien gegeben. Man foll den Ort des Punktes 
P firiden, weldyer fo liegt, daß, wenn man durch ihn eine Gerade an die 
eine Släche der einen Richtung parallel, und eine andere Gerade an die 
andere Slädhe der zweiten Richtung parallel zieht, Das’ Product. der Abs 
fchnitte auf der einen Geraden und das Product der Abfchnitte anf der 
andern Beraden, welche Abfchnitte einerfeits von dem. Punfte P und 
andererfeiss refpective von: den Slächen begrenzt werden, in einem gege⸗ 
benen Verhaͤltniſſe ſtehen. 


Es fe 


die Gleichungen der gegebenen. Flachen in rechtwinkligen Coordinaten. Bo 
zeichnen wir die Aggregate der Glieder von n Dimenſionen reſpective durch 
A, und A,, bie conflanten Glieder durch C, und Cu endlich die Rogtegate 
aller übrigen Sieber durch Bi und B,, fo iſt 
N, =A,+Bı,+C, = 0° (6) 5 
N=A,+B+0=0. W 
Sind x y’, die Coorbinaten’ des Punktes P, nnd feßen wir X-+-x', 
y +y , Z+Z reſpective für x, y, 2, fo verwandeln ſich die Gleichungen 
6) in 
8 A, +D,+N, =0 B a | 
A+D+-N,=0 N 





u Fr Gin u ee See ee ———5757577* 


| termaßen 
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wo D., D, die Aggregate aller Glieder bezeichnen, welche in Beziehung auf 6. 80. 


x, y und z von der Iſten, 2ten ...(n—2)ten und (n—Lten Dimenßon 


“find, N,.N’ aber biejenigen Ausdrücke bedeuten, welche aus N,, Ns durch 


bloße Subftitution von x, y’, Z für x, y, 2 bervorgehen. Teansformiren 
wir die Gleichungen (7) indem wir | 
x= UCoa ; y= ucosß ; Z = Ucosy 
ſetzen, ſo fommt | 
. F Qu+B,+N, = Pa (6) 
. Qu +-R,+N, == 0 N “ N 
worin R,, R, die Aggregate aller Glieder. bezeichnen, welche in 1 Beriefiung 
auf u von der erfien big (n — I)ten Dimenfion fi nd, Qu, Qz ober Aus⸗ 
drücke bedeuten, die nicht u fondern nur a, A, y enthalten und die bios 
aus den. Aggregaten A,, A, herporgegangen —9 Aus einer jeden dieſer 
Gleichungen erhaͤlt u eine Anjzehl von n Werben, Deren Productt bekann⸗ 
EN N 

=, mn 

finb. gegen wir den Größen c, » 7 in dieſen beiden Ausdruͤcken reſpective 
diejenigen Werthe bei, welche die in der Aufgabe genannten Richtungen 
beſtimmen, und nennen das gegebene Verhaͤlinig 1: 4 ſo haben wir, in 
Solge der Bedingung der Aufgabe, | 

!: 
S = Zr oder. QN,— RN, = 0 . 

Es enthalten Q, und Q, nicht x f y, z’ fondern nur @, PR 7 welchen 
Größen conftante Werthe beigelegt worden find, und N’, N’ gehen wieder 
in N, N, über, wenn wir die, jeget ‚nicht mehr nöthigen Accente von x, 


Y z weglaflen, fo daß, wenn wir bie Eonflante En durch — u. begeichnen, 
| N+ıS =0 © 

hervorgehet, welches die Gleichung des geſuchten Ortes iſt. Dieſer Ort iſt 
demnach eine Fläche nten Grades, welche die Durchſchnittscurve ber beiden 
gegebenen Flächen N, = 0, N, = 0 enthält ($. 78). Ä 

Nachdem mir Diefe Aufgabe gelöft haben, wollen wir drei Flaͤchen nten 
Grades betrachten, welche fich in einer und derfelben Eurve fchneiden. Sind 

N, =0 un N, = 0 " 

die Gleichungen von zwei biefer Slächen, fo Tann die, dritte immer Bund 
die Gleichung 
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6.83; genden Punkten des Syſtems (I) eben fo viele Punkte des Syſtems (S) 


entfprechen, die, im Ulgemeinen, nicht in gerader Linie liegen; e8 wird ſo⸗ 
mie einer Geraden nicht eine Gerade und auch einer Ebene nicht eine Ebene 
entfprechen. 

Der Kürze wegen wollen wir die Zähler in ben Ausbrüden (1) durch 
A, B, C, und die Nenner durch Aı, Bi, Cı bezeichnen. St 

v+burat+1=0 (2) 

. die Gleichung irgend einer Ebene im Syſteme (S), fo entfpricht ihr im 
Syſteme (>) eine Flaͤche, deren Gleichung 


C B A 


eor+rbz +3 —- +1=0, 


A, 


oder, nachbem die Nenner fortgefchafft find, 
cA,B,C-+bA,BC, +aAB,G,+A, BC, =0  . 0) 
it. Diefe Stäche ift im Allgemeinen, wie wir fehen, vom dritten Grabe. 
. Einer Ebene im Spfteme (S) entfpricht baher, im Allgemeinen, eine Flaͤche 
dritten Grades im ‚Spfteme (>). Welches nun auch bie Ebene (2) feyn 
mag. d.i. welche Werthe bie Eonftanten a, b, c auch haben mögen, fo 
enthält die Fläche (3) immer ſechs fefte gerade Linien; denn bie‘ ie Gleichung 
(3) wird befriedigt, wenn 
Iſtens A= 0 und A, = 0, oder 2tens B = 0 and B =0, 
oder Ztens C= O und C, = O, oder Atens AA= O und Bi = 0, 
oder tens A— 0 und Ch, =0, oder nd B = 0 und CG=P, 
welche ſechs Gleichungsſyſteme ſechs gerade Linien ausdruͤcken, von denen 
drei ſich in einem Punkte ſchneiden, und drei mal drei in einer Ebene liegen. 
In dem beſondern Falle, in welchem die Ebene (2) ‚einer Coordinaten- 
achfe, 4.3. der Achſe der v, parallel iſt und alſo on | 
burat+l=0 - (4) 
sur Gleichung bat, entfpricht ihr eine Släche, deren Gleichung - 


bp+ag+l = 0 oder bA,B-raAB, +A,B, = 0, (5) 


und welche alfo vom zmeiten Grade iſt. — Auf gleiche Weiſe entſpricht 
einer, der Achfe der u parallelen Ebene 

cev+at+L} = 0: (6) 
die guche iweiten Grades | en . 
CACHAGHH+AO=0 5; 0... M 
und einer, ber Achſe der t parallelen Ebene Zur 
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eyrbtrl=0. 8-58 
die Zlache zweiten Grabes | “ | | 
BC+b’BG+BC=0 . 60 

Die Flaͤche (5) enthält, was auch a. und b ſeyn mögen, bie drei Ge: 
raden, welche refpective Durch Die drei Gleichungsfpfteme 


A, =0 0 . B=0 
BEER 


ausgedruͤckt find. 
Die Flaͤche (7) enthält d bie drei Gereden 
Ar =l. , A. 0 jez 
G=0| 1220| ‚6 =0: 
‚Die ‚Bläche, (9) ‚enthält die drei Geraden 
B=-0) B-0]60260 
01 20 8201: zol 
In demjenigen befondern Sale, in melchem die Ebene (2) durdy eine 
der Eoordinatenachfen, z. B. durch die Achfe der v gehet und alfo 


u=-g ö '@ 
sur Gleichung bat, entſpricht ihr eine dlaͤche 
—26* oder. AB = gAB, , a 


welche fomit vom zweiten Grade ift, und, was auch g ſeyn mag die vier 
Geraden 


A20 B=0 ‚6 A=0 , A, = 0 
Werne 132316* Bao De! 
enthält. — Auf gleiche Reife entſpricht einer, durch die Achſe ber u geben 


den Ebene ont 
vs = ht J (12) 

die Flaͤche zweiten Grades a — 
AO = hAC;, N EEE (13) 


welche Durch. die vier een u VVVVVV———— 
AO. 2. 3 0 5. A=0.), (A0 
—— 
oe; und einer, durch die Achſe der t Shhenden Sene 


Si a e een Soabes HT 
8 u. | BC BE W as. 


—- — in — — — I 


$. 83. welche die vier Geraden 
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B =0 -0,. <XB=0,3.,.,B=-0, 
B, =0 1020 tool’ lcse 
enthält. 


An demjenigen beſondern Falle aber, in welchem die Ebene (2) einer 
Eoordinatenebene, z. B. ber Ebene der tu parallel ift, und alſo | 


v-7 
sur Gleichung hat, entſpricht ihr eine Ebene, welche durch die Srihung 
ü = y0, , 4 
dargeſtellt iſt, und Bin mas auch + ſeyn mag, durch 2 Sera ’ 
50-0; v0} = 
geht. — Auf gleiche Weife entſpricht einer, der eben der, iv parallefen 
Ebene | 
or. 8 oo 
eine, Eben⸗ u I ar a we. Di. MWeitbinin \ 
re RR, u ‚B= — EEE: Sauer id 
welche durch die Geraddee N 


B = 0 ; B. == 0 J 
geht; und einer, der Ebene der uͤx Parolen Ehen u ur 


! 2 '('t=Qü 4 

eine Ebene u | 
oe FE ÄArde aA, Ip: et dere Mies oe 
welche die Serade u: 
| Am=0 ;. A 3: FE 
enthält. ur ! Ir, } 
Den drei: Eoorbdinatenebenen t = O.; jun‘ —— 3 v0 entſprechen 
vefpectine die drei Ebenen A=0 ; B=0 ; C=0 . 2" 


Zweien Ebenen E, B, deren Gfeichtingen shall oh 
; v+burat+l=0 ; dr Hburat+l= 0 (16) 
find, entfprechen, nach dem vorher Gegeigten, zwel Flaͤchen dritten Grades, 
welche fi ch in: den, vorher angegebenen ſechs Geraden. und außerdem in eis 


nier Curve 27 ſchneiden, Die im Allgemeinen von: doppelter Kruͤmmung, und 


deren Projectionen im. Allgemeinen vom: britten Grade ſeyn werden. Den 
Diefe beiden Flächen fchneiden ſich als Slächen dritten Grades in einer Linie, 
deren Projectionen vom neunten Grade find; da aber. Pie genannten; ſeche 
Geraden in der Projection wiederum: ſechs Gprade geben, fo beſteht die Pro⸗ 
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jeetion der Durchſchnittscurve aus dieſen letzten ſechs Geraͤden und aus ei⸗ 6. 83. 


ner Linie dritten Grades. Der Durchſchnittslinie l ber ‘beiden Ebenen r B 
E, entipricht offenbar jene Eurve 2. | 
Diefe Eurve A laͤßt fich jedesmal auch ald Durchſchnittscurve zweier 
geradlinigen Flaͤchen zweiten Grades conſtruiren. Denn druͤcken wir die 
Durchſchnittslinie I der beiden Ebenen E, E’ durch zwei ihrer Projectionen 
aus, indem wir nach einander u und t zwiſchen ben Gleichungen (16) eli⸗ 
winiren, ſo haben wir | 
—*7 be’)v + (ab’ — ba)t + (b — -b)=0, 
— ca)v-+ (ab — bahu-G- .) = : 0 Mi 
oder Fürzer 
av + yt+-h = ‘0 I: 
. Öv+yu+k =0 .., 
Diefen projicirenden Ebenen entfprechen; nach dem vorher Buy, bie 
beiden Flaͤchen zweiten Grades: 
j ad, C+YAG;+hA,C, = OU 
. . 8BiC-ryBC,+-kB,C, = 0° 
und Be Slachen ſchneiden ſich in der: Seraden | 
u Auer u un 
und. in, der Eure 1. J 
Iſt die Durchſchnittslinie ı ber beiden Ebenen E und - E: einer der 


| Eoordinatenebenen, z. B. ber Ebene der tu. parallel, ‚fo. ß nd ihre Projectionen 
durch 


v- y und Burea-+1 = -0 

barzuftellen, und diefen projicirenden Ebenen entfprechen die Slächen 
0 yC, und BA.B-HaAB, -+A;B, : =0, . 

von welchen die erfte eine Ebene barftellt; die der Geraden 1 ent ſprechende 

Curve 2 iſt daher in dieſem Falle eine ebene Curve und mar ı eine einie 

zweiten Grades. 

Iſt die Durchfchnittslinie 1 ber beiden Ebenen E und E einer pn 
Eoorbinatenachfen, WR. der Achſe der. v parallel, ſo ſind ihee Prolectie⸗ 
nen durch | - 
u= ß und t =.'0, 
aucludricken, und den projicirenden Ehenen entſprechen die Ebenen 
B= Bi und A— a, ı 


deren Durchfchnitt A eine gerade Linie ift. 


6. 83. 
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Wir uͤberlaſſen es dem. Leſer, die hier erhaltenen Reſaltate noch einmal 
sufammen zu faſſen, und wenden uns zu einer allgemeinern Verwaundtſchaft, 
von weicher bie im segenmärtigen $, aufgeſtellde ein beſenderer Kan iſt. 

EEE . 


Es fegen., x, * 2 die rechtwinkligen ober ſchiefwinkligen Loerdivalen 
eines Syſtems von Punkten (Sy und t, u,v die, auf dieſelben oder auf 


andere Achſen bezogenen Coordinaten eines Syſtems (S), Die Punkte bei⸗ 


der Syſteme ſeyen durch die Gleichungen en: 
(a,2 + biy P ex + di)v Ha 2 + buy + ch + on = 0 
+(a’ zb” ıy+rc "xH-d,)t+ a” z+b”", y+rc m +1 
(92 + bıy + x 4 d)v-r (dszrb‘ ay-+-tx + d’,)u N 0 (0) 
+(2”, zZ +b’,y + ed’ "X + d’,)t +2", 7 +b",y —C ec” 2X +l 
(Ag bey CK + As)v las bsy Hr CoR N =! 
+(a’,z2+b",y+ 0" +d")t+a”,z-+b", yo X * 


anf 


auf einander begogen, in welchen, a;i by 2c: 45 willkuͤrliche Conftanten bedeu⸗ 


ten. Da dieſe Gleichungen ſowohl in Beziehung auf x, y und z als in 
Beziehung auf t, u und v vom exxſten Grade ſind, ſo gehören zu beſtimmten 
Werthen x, y, zZ’ von x, y, 2 beſtimmte und einfache MWertbe t, u, vV’ 
von t, u, v, und umgekehrt. Es entfpricht daher einem reellen Punkte 

im Spftem (3) ein reeller Punkt a im Syſteme (S), and umgekehrt. 
Vereichnen wir die Gleichungen (1), ber Kürze wegen/ u 
u "AvH#Bu+Ct#D #0 Be 
Av+Bu-+ Ct-+D, * 0 / E | 

‚Asv+ Bau + Gt +D, = ‚oO 


wo denn A Bu xc. lineare Sunctionen von x yı z bedeuien, fo erhalten 
wir durch Entwicklung 


Zu x Be ı en 
23 uns ö. 6) 


“oe, 264 


or in . R- ° FR‘. 
wenn wir nämlich | 
A.B.D. - A,B,D, #A:B,D, — A,B.D, #A,BiD,; — A,B.D; =. Mm 
AGD, —A,0D; HA,C,D; — A,C,D, + AsC.D, — AsCıD, = N.: 
B,C,.D,;, — B,G;D, + B.C,D, — B,C,D; + B,C,Dı —B;C.D, =. 2 1. 
A,B,C, — A,B.C, + A;B, 6, — A;B,Cı + AsB.Cı — AsB,C, =R 
fegen, fo daß‘ M, N; Q, R -Suncflönen vom ‚dritten Grade bedeuten. Wir 
bemerken nun. zunaͤchſt Solgendes:/ Die en 
M=-0 ; N=0:; Q0=90 5; Ren. mi 


fiellen vier Flaͤchen britten Grades: bar, uidıdiefe vier Klächen gehen ſaͤmmt⸗ 5 8a 
lich durch. eine und ;biefelbe beſtimmte Eutve, deren Projertimen vom ſechs⸗ 

ten Grade ſind. Um dieſe Behauptung zu erweiſen, ‚bringen wir vwärten Da 
die Gleichungen M=0wb N = 0 auf die Sormen, .. 

M= (AD, —A,D)B,-+(A,D,-— AD JBa+ (AD ‚ÄD)B, = 
. N = -(&D,—A,D,)C, AuPe- ADC ADıADa0 = 0, 

und ſetzen zu gleicher Zeit Pe 

er : AsDa— AsDs: = 0- nd. ADyr AD, = 0. 


Diefe beiden letzten Gleichungen drucken zwei Flaͤchen seiten — * ans; 
welche ng in’ "ber Durchfchaittslinie, Gh: der beiden Senen 
eo, Deo = 
fchneiden. Da’ fich dieſe felbigen Flaͤchen aber "in einer Curve ſchueien, 
deren Projectionen vom vierten Grade find, fo ſchneiden fie ſich nicht nur 
in der Geraden G, ſondern noch in einer Curve K, deren Pröjectionen som 
dritten‘ Stade ſeyn muͤſſen "Su alle Bantte Biefer ‚Eure K iſt nun 
gleicher: Jeit 
AD,—-AD =0. und A —R =0° 


| IE E J As A⸗ und “ — A, ln 
oo BE Deut 2 Eee er 
biglich Auch... ee ie ne ne er 


Dr ober AD Ad 0, . 35 


Fuͤr alle Punkte der Curve K werden. ſomit bie drei Glieder der. Gleichung 
M = 0 und die drei Glieder der Gleichung N =,0 annullirt. . Die beiden 
| Slähen M= 0 und N = 0 fihneiden fich alfo in der Curve K, deren 
Projectionen vom dritten Grade find. Da aber bie Projectionen ihrer 
Durchfchnittscurve vom neunten Grade find, fo ſchneiden ſie ſich nicht nur 
in der Curve K, ondern woch in einer Curve eb Deren Profeeionen vom 
fechften ſeyn muͤſſen. J— me 
| Multipliciren wir bie Sleichung M == 0) mit CD, — ed), | bie 
| Gleichung Næ O mit Bih, — B, DDOQ and addiren die, Produche- ſo Fon 
@r.. (CD, — — GD,)M s# (BDi—BD.)N: =0.: er 8 
wodurch einenFlaͤche som fünften Grabe dargeſtellt wird; / wache nothwen⸗ 
digerweiſe die Durchſchuletscurve ber beiden Flaͤchen M— O, N = O ent 
haͤlt. Setzen wir für Mi und: N die von ihnen vertvetenen Ausbruͤcke, und 


“N 


nn — €" — 
——8 
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&..84. . verrichten ‚baum die Angebeuteten- Multiplicationen ſo ergiebt fich,. daß bie 
Gleichung ;diefer Fläche: fünften. Grades in zwei Factoren, nämlich in 
[BGB BICD.+B,GBı=BC.De+B,CiD.- —B.0:D, 1 —R D 4J -0 

oder was daſſelbe if, in 
Q- SAD —A,D;t =0 _ j 
serfälle. Diefe Fläche fünften Grades befteht daher aus der Flache Q=0 
und der Släche A,D,—A,D, = 0, von welchen die Ießtere, wie wir ge⸗ 
zeigt haben, die Curve K enthaͤlt; es muß ſolglich die Flache Q=0 bie 
Eurpe L. ‚enthalten. 
Multipliciren wi⸗ ‘ie Gleichung M- = 0 mit AO die 
Gleichung N= 0 mit (&B—A:Bı), und abbiren bie Producte, fo kommt 
. — A,Cı)M + (AB, — AsBı) N =—., 
woducch eine Släche ‚fünften Stabes außgedrückt mird,. welche nothiwendiger 
weiſe die Durchſchnittscurve der beiden Flächen M = 0. und N = Q. ent: 
haͤlt, Seen. wir für Meund N. die-von. ihnen, vertretenen Ausdruͤcke, ſo 
ergiebt ſich, daß die Sleichuns dieſer Flaͤche fünften Grades in zwei Facto⸗ 
ven, nämlich in. . - u 
OR: —E —20 
zerfällt. Dieſe Flaͤche fünften Grades beſteht demnach aus der Flaͤche R⸗ 0 
und der Släche A,D,—A,D, = 0, von welchen die Iegtere die Curve K=# 
enthält; es muß folglich die Fläche R = 0 die Curve L = 0 enthalten. 
Es enthalten- alfd ſaͤmmtliche vier Flächen britten Grades 
M=0; N=0;Q0=0 R=0 
ale und? Biefelbe Turve L;' deren —2* vom kafen, Grade ef 
fba8 wir behauptet Naben. oo | nn | 


me Sm im "Spfieme &ı. deren Beichung 


s+glrblttke-0 | Ze 6 
kon mag, ep im Spfteme (I) eine Fläche, deren Bruns | 
il Q+gN+IMrIR=0 Io N (5) 


and welche felgluch vom’ dritten Gtade iſt. Welche Werthe nun auch g, h 
und k haben mögen; fo enthält- die Fläche (6) immer: die Curve L, »weil 
die, Coordinaten eines jeden Punktes Diefer Euroe hie Sunctionen.M, N, @ 
und R zu gleicher Zeit annulliren und alſo die Gleichung (5) befrichigen. 
Diele. Curve I merken. wir die Cardinalcurve: des Syſtems (I) nennen. 
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| * 
Zweien Ebenen im. Eyſteme (S) entſprechen zwei Flaͤchen dritten Gra⸗ 6. 84. 
de⸗ im Syſteme S), welche ſich in ber Cardinalcurve dieſes Syſtems, 
und außerdem in einer zweiten Curve ſchneiben, die im Allgenieinen von 
doppelter Krümmung ik, und deren Projectionen vom dritten "Grade ſind 
Der: Durchſchaittslinie J. jener beiden Ebenen entſpricht demnach die zweite 
| Durchſchnittscurve 2 dieſer beiden Slaͤchen/ deren Peer vom: Dritten 
Grade find. 
Allen: Ebenen im Spfteme S, welche einer und berſelben Ebene pa⸗ 
rallel ſind, entſprechen Flaͤchen dritten Grades im Syſteme (S), welche ſich 
in der Cardinalcurve dieſes Syſtems und in einer und derſelben zweiten 
| Eurve 4° fchneiden. : Denn 'fegen wir in der Gleichung (4) g und h com 
fiant, k aber. veränberlich, fo drückt fie unendlich ‚viele parallele Ebenen auf; 
| die ‚Gleichung (5) ſtellt aber ‚unter berfelben Annahme eine Unendlichkeit 
| von Slächen dritten. Grades dar, welche ‚durch die Cardinalcurve und durch 
| eine und dieſelbe Curve X gehen, bie bie zweite Durchfchnittrurne der bei⸗ 
den Flaͤche 
| Q+gN+M= 0.8 R=0 
iſt. Alle dieſe zweiten Durchſchnittscurven 2 der, parallelen Ebenen entſpre⸗ 
chenden, Flaͤchen dritten Grades bilden in ihrer kontiuattit rine Se 
dritten Grades, welche durch die Gleichung 
ei B=0. 
Sarg wird. Diefe Flaͤche R=0 aathal⸗ demnach ale Vuntte bes 
Syſtems (F), welche unendlich entfernten Punkten des Syſtems (S) ent⸗ 
ſprechen, und umgekehrt entſprechen allen Punkten der Flaͤche R =: O. im 
Syſteme (A). unendlich entfernte Punkte im Syſteme (SI, mas auch. ſchon 
daraus hervorgeht, daß, zufolge der Gleichungen (3), für R= 0 im Allge⸗ 
meinen t, u, w gleich oo werden. = 
Ordnen wir die Gleichungen (1). nach Zı Yı X; und enttwicheln dieſe 
Größen aus ihnen, fo erhalten wir 


ey; = — 


wo =, v o und R’ Sunctionen des dritten Grades von t, u, v find. 
Auf gleiche Weiſe wie vorher laͤßt fi nun zeigen, daß jeder Ebene im 
Syſteine (Z) eine Zläche dritten Grades tm Syſteme (S) entfpricht, und 
Baß alle dieſe Flächen dritten Grades eine: und diefelbe Curve L/, 'die Car! 
dinalcurve des Syſtems (S), enthalten, deren Projectionen vom fechften 
Grade find, und daß allen unendlich entfernten: Punkten im. Syſteme (2) 
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$. 84. Punkte im Syſteme (8) entſprechen, weiche fammilich auf bir Släche 
R=6® liegen. . 
ur Die in dein aorigen $ bargeſtellte Art ber Berivanötichaft weier Sy 
fine von Punkten iſt offenbar. im. ber bier betrachteten als ein fpecieller: 
Fall enthalten. Denn fegen wir in den Gleichungen (2) die Conflanten 
der linearen Functiouen B;,.C,. Ası (3, As und B, gleich Null, ſo zieben 
dieſe Gleichungen ſi ſich auf 
- Av+D,=0: ; Bu-+D; =0; Ct£D,= 0. Ä 
— * woraus wieeee BE 
BaREER VE NER WEDER 
A,’ Bi’ G: nn 
erhalten, welches Ausdruͤcke von der Zorm A) bes vorigen $. find: 
Es konnen aber die Conſtanten in den linearen Sunctionen Ay, Bi, ꝛc. 
auch ſo beſtimmt werden, daß einer Ebene in dem einen der beiden Syſteme 
eine Flaͤche zweiten Grades in dem andern Snfieme ensfpricht. 


= Diefe Art ber Vawendichaten erhalten wir z. B., wenn⸗ wir die eben 
genannten: Conſtanten fo beftimmen, daß die Gleichungen: a des vorigen 
$. die Form 
(az+bytex+d)v+{az+b’ yrexz+d)ut(a” z+b”y+c ng4d” — R id” =0, 
a a 0 yw+u=0, Fr . an 
ME | wvw+ti=0, 7 
ober, indem wir bie: Imearen Functionen von x, 'yr 2, in ber erſten Glei⸗ 
chung zur Abkürzung Durch. A, B, C und D begeichhen, die Som. 


8R 


Av BU-Ct -D - 0 en 
yrau=0 7. ( 
'xwv+zt=0 
annehmen. Alsdann ergiebt fich durch Entwicklung 
—Dz , _ Dy rt _ DX 
* Az—By—Cx 2 u  Az—By—Cx ’ '-% By 9 
and einer Ebene : 2 | N 
v+giHbt+k -0 5. (3) 
in Bein ‚einen Syſtem entſpricht eine Flaͤche in dem andern, deren Gleichung 
„De—gy—bx) = k(Az—By— %) :  : ©... 


burch Subſtitutien der: Ausdruͤcke (2) in die Gleichung (3) hervorgehet. 
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Diefe Flaͤche iſt augenſcheinlich vom zweiten Grade, ba A,B, C und D 4 55. 


Functionen vom erſten Grabe ſind. Sie enthält, welche Werthe g, hund 
k auch haben mögen, diejenige Linie zweiten Grades, in welcher die Ebene 
D O die Flaͤche Az By=( ex =.0 ſchneidet, und den Anfangopuntt 
der Coordinaten. 


Bei der in Rede ſtehenden Art der Verwandtſchaft entſpricht demnach 
einer Ebene des Syſtems (S) eine Flaͤche zweiten Grades im Syſteme 
(Z), und alle dieſe Flaͤchen zweiten Grades. enthalten eine fefte Linie zwei⸗ 
ten Grades, welche wir die Cardinalcurve des Syſtems (I) nennen 
werden, und einen feiten Punkt, welcher der Cardinalpunkt des Spftemg 
(2) heißen mag. Es iſt leicht einzufehen, Daß auch jeder Ebene des Sy: 


ſtems (I) eine Släche zweiten Grades im. Syſteme 8) entfpricht, welche 


Durch eine fee Linie zweiten Grades und einen feften Punkt, durch bie 
Eardinalcurve und den Cardinalpunkt des Syſtems (S) r gebt. 


Verändern wir in der Gleichung (3) bloß bie Conſtante k, fo: druckt 
fie eine Reihe paralleler Ebenen aus. Die Gleichung (4) aber ſtellt unter 
derfelben Annahme. eine Reihe Slächen. zweiten Grades bar, welche ſaͤmmt⸗ 
lich nicht nur die Cardinalcurve und den Cardinalpunkt, ſondern auch ein? 
zweite fefte Linie zweiten Grades enthalten, diejenige nämlich in welcher: bie 
Slähe Az By— Cx = 0 pon ber Ebene z- gy—hıx.= 0 gefchnitten 
wird, und melche daher durch den Earbinalpunft geht. Alten unendlich. ent: 


fernten Purtkten bed Syſtems (S) entfprechen demnach mur Punkte bes 


Spftenis (I), welche auf der Släche Az—By-—-Cx = 0 liegen. Es wird 
alfo die Fläche zweiten Grades im Syſteme (S), welche einer Ebene im 
Spfteme (>) entipricht, fich ind Unendliche erftrecken, wenn diefe Ebene 
bie Fläche Az-By— Cx = 0 fchneibdet oder ‚berührt, und jene Fläche, wird 
in einem endlichen Raume enthalten ſeyn wenn Bi Ebene mis der Bra 
Az—By— (x = 0 feinen Punft gemein bat. 


Zweien ſich ſchneidenden Ebenen rn Ä 
v+gi+kt+k=0° 5 vrguiltHW 0, 
entfprechen zwei Zlächen. zweiten Grades - | | 


Daz-gey— hx) = KA By) ; 
Dz—gy—hx) = K{Az- By—Cx) , 


welche bie Cardinalcurve und den Cardinalpunft, und folglich noch eine 
zweite, Durch ben Eardinalpunft gehende, Linie zweiten Grades. mit. einander 
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$. 85. gemein haben. Dife kette Linie zweiten Grades iſt es, weiche der. Dust. 
ſchuittslinie jener beiden Ebenen entfpricht.. 
BBei der in Rede fiebenden Verwandtſchaft eutſprechen dannach gera⸗ 
den Linien des einen Syſtems Linien zweiten Grades in dem andern Sy: 
fieme, welche fammtlich durch den Cardinalpunkt dieſes letztern gehen, und 
die Cardinalcurve deſſelben in zwei reellen oder imaginairen Punkten ſchnei⸗ 
den oder in einem Punkte beruͤhren. 

Einer Ebene im Syſteme (S), welche durch deſſen Cardinalpunkt geht, 
und deren Gleichung v Pgu ht = 0 iſt, entſpricht in dem Syſteme (>) 
eine Ebene, deren Gleichuig z-gy—hx = 0 iſt, und welche alſo durch 
den Cardinalpunkt dieſes letztern Syſtems geht. Den durch den Cardinal⸗ 
punkt eines Syſtems gehenden Geraden entfprechen daher blog Gerade, 
welche durch den Cardinalpunft bes andern gehen. 

Einer Släche nten Grades in einem ber beiden Syſteme entfpricht in 
dem andern eine Fläche, welche im Allgemeinen vom 2nten Grade iſt, und 
welcher.der Cardinalpunkt als. vielfacher Punkt. und..die Carbdinalcurve alg 
viefache inte angehört. Namentlich) entfpricht einer Fläche zweiten Grades 
eine Flaͤche vom vierten Grade; geht jene Fläche zweiten Grades nur burch 
den Earbdinalpunft, nicht aber durch die Cardinalcurve ihres. Syſtems, ſo 
rebucirt fich: dieſe Fläche vierten Grades auf eine Fläche vom dritten Grade; 
geht aber. jene. Släche- zweiten ‚Grades durch die Cardinalcurve ohne ben 
Cardinalpunkt gu enthalten, fo rebucirt fich dieſelbe Flaͤche vierten. Grades 
auf eine Fläche vom zweiten Grabe, welche die Cardinalcurve, nicht ‚aber 
den Cardinalpunkt in ihrem Syſteme enthält. Alles dies ergiebt fich, wie 
‚mon leicht einfehen Wi, aus ben Gleichungen. (1) oder (2) unmittelbar. 


Particulariſi iren wir die in Rede ſtehende Verwandtſchaft dadurch, daß 
wir a ⸗bd d d 9 ſetzen, fo enthält der erſte 
Theil der Gleichung (4) keine Glieder zweiter Dimenſion, ſondern dieſe Glie⸗ 
der find ſaͤmmtlich in dem zweiten Theile befindlich, und das: Verhaͤltniß 
ihrer Coefficienten iſt daher für alle Werthe von g, h und k ein und daſſelbe. 
Daher find alsdann alle Slächen (4), welche den Ebenen (3) entfprechen, 
bomothetifch; und es entfprechen den Ebenen des einen Syſtems in dem 
andern Syſteme Slächen zweiten Grades, melche homothetiſch And und den 
Cardinalpunkt diefes letztern Spftems enthalten... 


. Partienlarificen wir dieſe Verwandiſchaft ferner, indem wir noch 
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am —b — 6“ und byo — 2* b O ſeben obere . 86. 
die Gleichungen 0), wenn mir © — durch —r” bezeichnen, | in 


vw—-yu—-ı=r ; zo ; xXy+z= 0" © 
übergehen, fo ift re 


Ä r’z 2 up: ee 
—5 x? °’- zyLy2 x: 9,0, 7 "+ J 1: Ko 


und einer Ebene 
vrgurhbtrk= 0. 
entſpricht eine Flaͤche, deren Gleichung 
. 2(z—gy—hx) +k(2’+y° +2) — 0 ' — 
und welche ſomit, wenn die Coordinaten, wie wir es annehmen wollen, 
rechtwinklig find, eine durch den Anfangspunft der x, y, 2 gehende Kugel: 
fläche if. Diefe Kugelfläche degenerirt in wine Ebene wenn k = 0 if; 
d. i. wenn bie Ebene, welcher fie entfpricht, durch den Anfangspunft ber? % 
u v geht. 

Die DTangentialebene der Kugelflaͤche im Anfangepunft der x, * 

hat zur Gleichung 

z—gy—hx == 0 1 ZZ - - 1— 
und ihre Lage iſt folglich von dem Werthe von k unabhängig; daher ent⸗ 
ſprechen parallelen Ebenen Kugelftächen, welche ſich im Anfangspunkte 
beruͤhren. 

Einer Kugelflaͤche, weche nicht durch den Anfangspunkt gehet, und 
deren Gleichung | 
v HER HMVHnUr pi g =0 0.0.49 
ſeyn mag, entſpricht eine Fläche, als deren Gleichung wir 

42 +y?+2°) +1°(mz - uy— pr)+rt=0 
finden, und welche ſomit eine, nicht durch den Anfangspunft gehenbe Ku 
gelfläche ift. 

Wir fehen hieraus, daß einer durch den Cardinalpunft gehenden Gera- 
den eine durch den Cardinalpunkt gehende Gerade, daß einer beliebigen Ges 
raden ein durch den Carbinalpunft gehender Kreis, und daß einem beliebi⸗ 
gen Kreiſe ein nicht durch den Carbinalpunkt gehender Kreis entſpricht. 


Man wird leicht einſehen, daß, vermittelſ der in dieſem $. aufgefehten 
Verwandtſchaft, Saͤtze von ebenen und geraden Linien im Raume auf Flaͤ⸗ 
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5. 85. chen und Linien zweiten Grabes, und bag auch Saͤtze von Flaͤchen zweiten 
Grades auf gewiſſe Flaͤchen dritten und vierten Grades uͤbertragen werden 
koͤnnen. Nehmen wir, um nur ein Beiſpiel zu geben, in dem Softeme (S) 
die Flaͤche zweiten Grades ; . 

av + buꝰ4 or — 1, (7) 

ſo entſpricht ihr im Syſteme (Z), wenn wir bie Gleichungen 6) und (6) 

zum ˖ Grunde legen und in denfelden x = 1 fegen , die Flaͤche vierten Gra⸗ 

des, deren Gleichung 
aꝰ2? br cr = (Pr-rPHN) 5 & 
und die folglich die Fläche (3) des $. 82 (die Oberfläche der Elaſtieitaͤt) if: 

Da nun bie Fläche (7) von zwei Syſtemen paralleler Ebenen in Kreifen 

geſchnitten wird ($.51), fo wird auch bie Flaͤche (8) don wei Syſtemen, 

ſich im Mittelpunkte der Flaͤche beruͤhrender Kugelflaͤchen in Kreiſen ge⸗ 
ſchnitten. Die Ebenen dieſer Kreislinien beſtehen ebenfalls aus zwei So 

men, die refpective durch Die Gleichungen . 

[a’b?e?—k*| ya? —b?.2z— [ab’er+-k|yb’—c’- xachiks = 0 ) 9 
ab’ {kt Var —p°. z+ abe +-ks|ybiZe. xachbeke = 0 \ ( ) 
ausgedruͤckt ſind, in welchen Gleichungen k eine willkuͤrliche Conſtante be⸗ 
deutet. Dieſe Ebenen beruͤhren eine und dieſelbe Cylnderflͤche— aiyeiten 

Grades, deren Gleichung 

(a? 32° (b?— c)x? + ip = 0 -(10) 

ift, fo Daß jede. Tangentialebene der Fläche (10) die Flaͤche (8): in. einem 
Kreife fchneidet. Uebrigens fieht man leicht ein, daß die Flaͤche (8) auch 
durch unendlich viele, durch den Mittelpunkt gehenden Ebenen in Kreifen 
gefchnitten werden Eannn, wenn bag Product a?’b?c?: einen negativen. Werth 
bat, indem alsdann die durch bie Gleichung (7): ausgedruͤckte Fläche ein 
hyperboliſches Hyperboloid iſt, welches in geraden Linien ee wer⸗ 
den kann. 





„ Wir. fegen die Unterſuchung der im $. 84 aufgeftellten Verwandtſchaft 
hier nicht weiter fort, und bemerken nur noch, daß nicht blos die in dem 
83ſten und in dem gegenwärtigen $. behandelten Verwandtſchaften, eben fo 
wie die Collineation, befondere Falle jener allgemeineren DVerwandtfchaft 
find, .fondern daß. auch die Neciprocität als :ein ſpecieller Fall: derſelben Vers 
wandtſchaft gs: betrachten iſt; denn fegen wir, daß die Conftanten in ben 

bei- 
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‚beiden Testen Gleichungen (1) des $. 84 denen in der erften diefer Glei⸗ S. 85. 
chungen gleich feyen, daß nämlih , = ı, = aı, bs = b, = by, ?c., ſo 

fallen fämmtliche drei Gleichungen in eine einzige. zufammen, und drücken 
alsdann die NReciprocität aus. Diefe Bemerkung führt ung zu einer neuen 

Art der Beziehung zweier Spfteme, indem wir nur die Eonfltanten in den 
beiden legten Gleichungen (1) des $. 84 einander gleich feßen, fo daß 

as = 2, b; = b ?⁊c. iſt, wodurch fich die drei Gleichungen (1) auf zwei 
Gleichungen veduciren, und alsdann einem Punkte des einen Syſtems eine 

Linie im andern Syſteme entſpricht *). 





*) Was wir in den beiden legten SS. von der, in 8. 84 aufgeſtellten allgemeinern 
Verwandtſchaft und von einigen befondern Arten derfelben beigebracht haben, enthält 
nur die erfien Grundzüge einer vollſtändigen Darftelung diefer Beziehungen. Die Lehre 
von den gesmetrifchen Verwandtſchaften überhaupt iſt bis jet noch gar nicht bearbeitet. 
Eine ſolche Bearbeitung möchte vor allen Dingen eine beſtimmte Elaffification der vers 
fehiedenen Arten der Verwandtfchaft erheifhen. Wir würden die. durch die Gleichun⸗ 
gen (1) des $. 84 dargeſtellte Verwandtſchaft zur erften Claffe zählen, indem wir die 
! Verwandtfchaften nach dem Grade der Gleichungen, welche fie darftellen, in Elaffen 
theilen. Die allgemeine Verwandtſchaft der. zweiten Elaffe würde alsdann durch drei 
“Gleichungen gwifchen x, y, z und t, u, v dargeſtellt werden, welche in Beziehung auf 
diefe Größen vom ‚weiten Grade find, wobei ſogleich einleuchtet, daß bei der Verwandt⸗ 
ſchaft zweiter Claſſe einem reellen Punkt nicht immer ein reeller Punkt, und alſo einer 
| reellen Linie oder Fläche auch nicht immer eine reelle Linie oder Fläche entfpricht. Die 
allgemeine Verwandtſchaft der nten Claſſe würde durch drei Gleichungen vom nten 
| Grade ausgedrückt ſeyn. Sind aber drei Gleichungen zwifchen x, y, z und t, u, v 
ſämmtlich oder sum Theil transfeendent, fo würden mir die Verwandtſchaft, welche fie 
darftellen, transfeendent nennen. — Geometrifhe Beftimmungen Finnen die Stelle der 
oft genannten drei Gleichungen vertreten, welche Gleichungen alddann aus jenen Be: 
flimmungen hergeleitet werden können. Als Beifpiel diene Folgendes: 

1. In einem jeden von zwei Syſtemen (Z) und (S) ift eine feſte Ebene w, m, 
und ein feſter Punkt «, a gegeben. Beide Syſteme follen fo verwandt feyn, daß die 
orthogonalen Pirojectionen jeder beliebigen Anzahl Punkte des Syſtems (2) auf die 
Ebene u, und die orthogonalen Projectionen der entfnrechenden Punkte des Syſtems 
(S) auf die Ebene m, zwei vollfommen gleiche ebene Syfteme bilden, daß ferner bie 
Entfernung ap eines jeden Punftes p im Spfteme (S) das nfache der Entfernung ar 
des entfprechenden Punktes m im Syſteme (2) fen. Nehmen wir die Eoordinaten recht: 
winklig und die Punkte « und a zu Anfangspunften, die Ebenen u und m aber reſpee⸗ 
tive zu Ebenen der xy und ber tu, fo haben wir auf der Stelle die drei Gleichungen 


t=x; ı =y; vV+rlHrt’= n?(22 4 y? +x?°) . 
Die Verwandtſchaft gehört alſo zur zweiten Elaffe, und wenn wir entwickeln, kommt 


| t=x; u=y; ve=& YVaz’r+(n—- DG°+x?) | 
| xt ; y=u; ı1= #1 WHÜR@rt) \ 
II. 97 


$. 86. 
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$. 86. 
Eine Fläche, deren auf rechtwinklige oder ſchiefwinklige Achſen bezogene 
Gleichung keine algebraiſche rationale iſt und in keine ſolche verwandelt 


Iſt nunen < 1, fo giebt es unendlich viele Punkte im Syſteme (2), denen nur ima⸗ 
ginaire Punkte im Spfieme (S) entfprechen, weil alddann der Ausdruck von v für 
unendlich viele Werthe von x, y, z imaginair wird. Sf aber n > 1, fo giebt ed un: 
endlich viele Punfte im Syfteme (S), denen nur imaginnire Punkte im Syſteme (2) 
entfprechen‘, weil alsdann der Ausdruck von z für unendlich viele Werthe von t, u, v 
intaginair wird. Das eine ober das andere der beiden Syſteme zerfällt demnach in 
zwei Theile, dem erfien Theile entfprechen reelle, dem zweiten entfprechen nur imagi⸗ 
naire Punkte. Die Grenze zwiſchen beiden Theilen bilder, wenn n < 1, im Spfteme 


(2) eine Kegelfläße, deren Gleichung =° = "7" (7°-+x%), und, wenn n > 1, jm 


Syſteme (S) eine Kegelfläche, deren Gleichung v® = (n?— 1%a* -+- t?) if. 

II, Sn einem jeden von zwei Syſtemen (2) u. (S) if eine fee Ebene u, m, 
und auf derfelben find zwei Punkte = u. A, a u. b gegeben. Beide Syſteme follen fo 
verwandt ſeyn, daß die fenfrechten Entfernungen zweier einander entfprechenden Punkte 
zz, p tefpeetive von den Ebenen z, m, und daß auch die Projectionen der Verbindungss 
linien an, ßa auf die Ebene « den Projectionen der Verbindungslinien ap, bp auf bie 
Ebene mrefpeetive gleich find. (Vergl. Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 12. &.139.) 
Nehmen wir die Eonrdinaten rechtwinklig, die Halbirungspunfte von «a und ab zu 
Anfangspunften, die Ebene „ und m zu Ebenen der xy und der tu, fo haben wir, Die 
Längen von «R und ab durch 27 und 2e begeichnend, _ 

v 23; WHl+0)?=y?’+-a&+n? ; W"Hlt—) =y°+ra-7)% . 
Es sent alſo auch dieſe Verwandtſchaft zur zweiten Claſſe. Durch Entwicklung er⸗ 
giebt ſich 








Lac) {i=- Ex | | 


C.. 
(#2) ; = _t i 


und es fällt num in die Augen, daß es in einem jeden ber beiden Syſteme unendlich 
viele Punkte giebt, denen Feine reellen Punkte entfprechen. Jedes der beiden Spfieme 
zerfällt daher in zwei Theile; den Punkten des erfien Theiles entfprechen reelle, den 
Punkten des zweiten Theiles imaginaire Punkte. Die Grenie ireifchen beiden Thei⸗ 


len iſt in dem Syſteme (2) eine Cylinderfläche, deren obeicung 3 +: el, 





und in dem Syfteme (S) eine Eylinderfläche, deren Gleichung — pr +5 — 1 iſt. — 


Wollte man eine Verwandtſchaft von der zweiten oder einer höheren Elaffe sur 
Vebertragung von Sägen anwenden, fo wie wir ed mit der Verwandtſchaft der erſten 
Claſſe gethan haben, ſo würde eine beſondere Rückſicht auf die imaginairen Punkte, 
Linien und Zlächen zu nehmen ſeyn, welche reellen Punkten, Linien und Slächen ent: 
ſprechen können. 
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werben Fann, beißt eine trandfcenbente. Eben fo heißt eine Eurbe, wenn 6. 86. 
eine oder mehrere ihrer Projectionen transſcendente Curven ſind, eine trans⸗ 
ſcendente Linie. 

Eine transſcendente Flaͤche wird von einer Ebene im Allgemeinen in 
einer transſcendenten Linie geſchnitten. In beſonderen Faͤllen kann dieſe 
Durchſchnittslinie aber auch eine algebraiſche Curve ſeyn, und ſo kann es 
ſich denn auch ereignen, daß die drei Hauptſchnitte der Flaͤche, d. i. die 
drei Curven, in welchen die Coordinatenebenen die Flaͤche ſchneiden, alge⸗ 
braiſche Linien ſind. Dies iſt, wie wir leicht einſehen, der Fall, wenn die 
Gleichung der Flaͤche die Form 

F&,y,)+y(x,y,z) = 0 
bat, in welcher F(x,y,z) eine algebraifche Sunction von x, y und 2 be⸗ 
deutet, bie weder für x = 0, noch für y= 0, noch für z= 0 verfhwins 
det, und W(x,y,z) eine transfcendente Function vorftellt, die ſowohl für 
x=0,al für y= 0, als für z = 0 verfchmwinder. . 

Zwei transfcendente Flächen ſchneiden fich im Allgemeinen in einer 
transſcendenten Linie von doppelter Kruͤmmung; doch kann in befonderen 
Fällen die Durchſchnittslinie folcher Flächen auch eine algebraifche Eurve 
feyn, was ſich aus dem vorher Gefagten unmittelbar ergiebr. 


Aufgabe [119]. Kine Ebene E drebt ſich um eine in ihr befind: 
liche fefte Berade A; in diefer Ebene E bewegt fich eine Gerade ab von 
gegebener conflanter Känge r fo, daß fie fortwährend anf der Beraden 
A fenfrecht bleibt, daß ihr Anfangspunkt a diefelbe Berade A durchläuft, 
und’daß die Wege, welche der Punkt a auf der Geraden A zuruͤcklegt, 
den Winkeln proportional find, welche: die $Ebene-E bei ihrer Bewes 
gung: befchreibt. Es foll der Urt des Endpunktes b der Beraden ab 
gefunden werden. 


Wir nehmen die Gerade A zur Achfe der z, und die Coordinaten recht: 
winklig. Iſt nun, wenn bie Ebene E mit der Ebene der xz den Winkel « 
macht, die Entfernung des Punktes a vom Anfangspunfte der. Coordinaten 
gleich c; ift ferner n diejenige conflante, pofitive oder negative Zahl, mit 
welcher die von ber Projection des Endpunftes b in der Ebene der xy be 
fchriebenen Kreisbogen multiplicirt werden müflen, um den von dem Punkte 
a zurücgelegten Wegen gleich zu werben; fo ift offenbar, wenn wir den 
veränberlichen Winkel, den die Ebene E mit der Ebene der xz macht, durch 
t, und die Eoordinaten des Punktes b durch x, y, z bezeichnen, 
z—c = nrt—e) (1) 
275* 


— DD — 
$. 86. und zugleich 


yrsnt ; X=LTroot |, (2) 


fo daß wir, durch Elimination von t, 
0, Z-c+Hna | _ z—c+ua | „ 
y=rn m ; = [Tcos m \ (3) 


erhalten, ein Gleichungsſyſtem, welches diejenige Eurve von doppelter Krüms 
mung ausdrückt, welche der gefuchte Ort des Punktes b if. Diefe trans: 
feendente Eurve heißt Schranbenlinie und die Gerade A die Achfe der: 
felben. 

Verlegen wir den Anfangspunft der Coordinaten in denjenigen Punkt 
der Geraden A, bdeffen Ordinate Z = c—nra ift, fo verwandelt fich bie 
Bleichung (1) in 


z=-ıut, (4) 
und dag Gleichungsſyſtem (3) der Eurve in 
zZ . — zZ 
yarın ; 8 = Toon | . (5) 


Bei den Unterfuchungen ber Eigenfchaften der Schraubenfinie ift es oft 
vortheilhaft ſtatt des Gleichungsſyſtems (5) fid) ber Gleichungen’ 
| zent ; y erst ; = rcost | (6) 
zu bedienen, und durch biefeg, aus drei Gleichungen beſtehende Syſtem (6) 
die Curve auszudruͤcken. 
Daß die Schraubenlinie gaͤnzlich auf einem geraden Kreiscyhlinder liegt, 
iſt ſowohl unmittelbar aus ihrer Erzeugung, als auch daraus klar, daß die 
Elimination von 2 zwiſchen den Gleichungen (5), oder die von t zwiſchen 
den beiden essen Sleihungen (6) die Gleichung 
Y’+{’!-r c6(7) 
giebt, welche die genannte Cylinderflaͤche darſtellt. 
Es iſt gut beſonders zu bemerken, daß das Gleichungsſyſtem 


2 — nit 9); y=rsnt ; x— root ı & 
in- welchem Feine willkuͤrliche Conſtante bedeutet, dieſelbe Schraubenlinie 
als das Gleichungsſyſtem (6) ausdrückt, welche ſich aber, wenn nicht etwa 


F ein Multiplum von 27 ift, an einer andern Stelle befindet, Eliminiren 
wir t zwifchen dieſen Gleichungen (8), (0 kommt 


ea) re) | © 


w- ar 
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ober, was baffelbe ift, 
| y= 1] o0ssein — -sindeos >. | ; i= [owoon & +inden£] N 
Es drücke alfo auch. diefes Gleichungsſyſtem (LO) eine ber Eurve (5) voll 


$. 86. 
(10) 


Tommtensgleiche, aber. an einer andern Stelle befindliche Schraubenlinie | 


aus. Gegen wir, nach der Reihe, 2 gleich 0, ir, zz und 27% fo erhalten 
wir aus. (10) -- - 


| yÄın- ; ı- too 2 | 
y= ar > 3% nr 

2 2 | 
y=-Tcosos— ; X=-+rımn — 

nr ar. 
Ä en Z 2 02 / al) 

| y=-_-rm-— 5; X=-Tcos — i 
nr nr 
"zZ . 2 

| y=-rros — ,;, x=-rm — | 
nr nr 


vier Gleichungsfpfteme, welche diefelbe Schraubenlinie (5) in vier verfchies 
denen Lagen ausdrücken. 
Wenn wir der Größe n einen veränderten Werth beilegen, fo erhalten 


. wir offenbar eine andere Schraubenlinie. Segen wir. namentlich —n für 
n, was darauf hinausläuft, daß wir die Richtung des Weges, toelchen ber 


Punkt a auf der Geraden A durchläuft, der Richtung, welche wir vorher 
für feine Bewegung angenommen hatten, entgegengeſetzt annehmen; ſo er⸗ 
halten wir eine der vorigen ſy mmetriſ. ch⸗ gleiche Schranbenlinie welche 
durch das Gleichungsſyſtem 

z=—-ıt ; yYyY — rsint; x— = rcost J, —9— 


das an die Stelle des Syſtems (6) tritt, oder auch durch eins der vier 
Gleichungsſyſteme 


zZ 
| y=-reın — ; x = -+T0os ar | 
zZ 
y 2-10 — ; x= In — ia Ä Ä 
nr a} 
13) : 
. 2 — 
y-+rm-— ; m; | 
F )] 


die an die Stelle der Syſteme (11) treten, muehernzat wird. 
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Eine der beiden Gleichungen (5) und die Gleichung (7), alfo z. ©. 
das Gleichungsſyſtem 


yrm- Per’ (14) 
brückt nicht allein die Schraubenlinie (6), fondern zugleich auch die Schrau- 


‚ benlinie (12) aus. Denn bie Elimination von y zwiſchen ben Gleichungen 


(14) giebt eben fowohl x = -+Hroos — als x = —rcos — toelcher letz⸗ 
tere Ausbruch mit dem dritten Gleichungsſyſteme (13) übereinftimmt (Vergl. 
$. 78). 

Unders verhält es fich mit dem Gleichungsſyſteme 


erg ; VPrrt=r | f (14) 


welches zwei vollfommen gleiche Schraubenlinien 9 und mit dem Glei⸗ 
chungsſyſteme 
| ” m = — ig — ; +7 =r | r (14”) 
welches zwei eollommen aleiche € Schraubenlinien (12) ausdrückt. 
Legen wir dem t in den Gleichungen (6) und (12) zwei verfchiedene 


Werthe t, und tz bei, welche um 2rı von einander differiren, und bezeichnen 


bie zugehörenden Werthe von x, yı 2 vefpective durch X, Yır Zı und Eu 
Yar 2a, fo haben wir 
4— 2 = Ent—t) = = 2ım ; ya = y, .=2 . 


Ein Stuͤck der Schraubenlinie, deſſen Endpunkte dieſelben Abfcifien x, y 


und um 2urgm bifferirende Ordinaten z,, za haben, beißt ein Schrauben- 
gang; die conflante Differenz ber Ordinaten, 2nra, heißt die Weite des 


Schraubenganges. 


Aufgabe [120]. Eine Ebene E drehe ſich um eine in ibr befinds 
liche Berade A; in diefer Ebene E bewegt fich eine Berade g fo, daß 
fie fortwährend auf der Beraden A fenfrecht bleibt, daß ein beftimmter 
Punft a derfelben die Gerade A durchläuft, und daß die von dem Punfte 
a zurüd'gelegten Wege den von der Ebene E zuruͤckgelegten Winkeln 
proportional find; auf der Beraden g bewegt ſich aber ein Punkt p fo, 
daß die Stüde ap denfelben eben genannten Winkeln proportional find. 
Es foll der Ort des Punktes p gefunden werden. 


Wir nehmen die Gerade A zur Achfe der z, die Gerade g in berjeni- 
gen Lage, welche fie im Anfange der. Bewegung hat, zur Achfe ber x, bie 
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Achſe der y aber auf jenen beiben fenkrecyt, und nennen den Anfangspunkt 


der Coordinaten O. Iſt nun t der veränderliche Winkel, welchen die Ebene 
E befchreibt, fo ift die Länge von Oa = nrt, wo n eine conftante Zahl 
und r eine conftante Länge bedeutet, und ferner ift, wenn wir ap durch u 
bezeichnen, u = urt, wo uw eine ebenfalls conflante Zahl vorſtellt. Die 
Coordinaten des Punktes p aber ſind augenſcheinlich 
z=ıat ; y — usint; x — ucoſstt, 
und daher iſt | 
| z=ent ; y-arsnt ; x=urtost | ,.(15) 
woraus wir, durch Elimination von t, : 
Nyon: u on 
y- n Rn ; X n ar (16) 
erhalten. . Sewohl dag Gleichungsſyſtem (15) als das Gleichungsſyſtem 
(16) druͤckt die Curve doppelter Kruͤmmung aus, welche der geſuchte Ort 
des Punktes p iſt. Aus den beiden Gleichungen (16) erhalten wir, wenn 
wir quadriren und addiren, 
2 
Yır-52 I: (17) 
welches die Gleichung eines Rotationskegels ik. Die Eurve (16) liegt alfo 
auf der Fläche eines Rotationskegels, mag au⸗ von vorn herein klar iſt. 


Die Gleichungen (16) geben, durch Diwiſion, =, ang. au woraus wir, 
vermittelſt der Gleichung (17), | 
y_; WE x? 
| tms — (18) 
ale Gleichung der Projection des gefundenen Ortes auf die Ebene ber xy 
erhalten. Segen wir in (18), um zu Polarcoordinaten uͤberzugehen, . = tigt 


und + x? = u, fo fommt 
u=urn. | (19) 
Die genannte Projection ift alfo eine archimedifche Spirale (I. s 68), was 
ebenfalls Teicht vorbersufehen war. 
Mir gehen jegt zu folgender etwas allgemeineren 


Anfgabe [121]. Eine Ebene E drebt ſich um eine in ihr befind: 
liche Gerade A; in diefer Ebene E bewege fich eine Gerade g fo, Daß 


$. 86. 


_ 
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$. 86, fie fortwährend anf der. Geraden A ſenkrecht bleibt, daß ein beflimmter 
Punkt a detfelben die Berade A durchläuft, und daß der von dem Punkte 
a zurüd’gelegte Weg eine gegebene Sunction des von der Ebene E bes 
fchriebenen Winkels ift; auf der Geraden g bewegt fich zugleich ein 
Punkt p fo, daß das Stüd ap eine ebenfalls gegebene Sunction des eben 
genannten Winkels ift. Es foll der Brt des Punftes p gefunden werden. 
Mir nehmen bie Coordinatenachfen wie in der. eöfung der vorigen Auf: 
gabe an, und bezeichnen ap durch u. Damm ift, in Bolge der Voraus: 
ſetzungen, u 
zeylt) ; u=eyl) SZ y=usnt ; x= uoot | 
wo 9 und w gegebene Functionen bedeuten. Sliminiren wir u, fo kommt 
| = ol) ;y=yuWat ; ı= y(t)cost | ı (20) 
ein Syſtem von drei Gleichungen, welches den Ort des Punktes p dar⸗ 
ftelt, und aus welchem, wenn wir die inverfe Function von p mit f und 
au(f(z)) mit F(z) bezeichnen, durch Elimination von t, fich unmittelbar 


| y = F(z): sinf(z) ; x = F(2)-cosf(z) N (21) 


ergeben, zwei Gleichungen, welche die Projectionen der Drtscurve auf bie 
Ebene der yz und der x2 ausdrücken. — Dividiren wir bie zweite Glei⸗ 


chung (20) durch: die dritte, fo Fomme * - == tangt, und daraus ſodann 


—D — 
quadriren und addiren mir aber die beiden Gleichungen (21), fo erhalten wir 
y’+2? = [F@)}° (23) 


und hieraus durch Elimination von 2, germittelß der Gleichung (22), 


+2 -F (7 [ee(ans = IL: 0.) 


oder was daſſelbe, 


var ofen], 


welches die Gleichung der Projection _der Curve (20) auf die Ebene. ‚der . 
xy if. — Von der Bedeutung der allgemeinen Gleichung (23) wird ſpaͤter 
(in §. 96) die Rede ſeyn. — 

In allen Faͤllen, in welchen Y(t) = ne(t) und n eine Eonfant: iſt, 
gehen die Gleichungen (20) in 
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|z=ol) ; yeng(Ust ; x— np(teost:- | (26)  $. 86 
über. Dann ift Br | ef 
y- nz simf(z) ; x = 12:cosf(z) ] ur (27). 
woraus 
io. y 3.22 = 177? ’ . (28) 
und dann liegt. die in Rede ſtehende Curve immer auf der sun (28) 
d. i. auf einem Rotationskegel Iſt z B. 


= 1er und vch - un ‚ 
fo pbcn wir. V 
04 . t . u : 8 . . 
J z= ron ; ys = nre” sint. ; X =.nre"cost m. 
woraus. | 


y- fie? I ‚_ ı= une ng | I. u 
Durch Divifion erhalten mir aug Biefen Gleichungen (30) | 

I- tang| miog ; | oder z= —., u (81) | 
und Surc das Duadriren derfelben Gfeichungen | 

yP?+-x? = n?z? f 
alfo vermittelft ber Gleichung (31) 
arc Y 
. yP+2° — nie (vong = a 

oder, wenn wir zu den Polarcoordinaten 4 u übergehen, 


= ur 1 (32) 
woraus wir fehen, daß die Prohcion der Ortscurve auf die Ebene der xy, 
in dieſem Sale, eine logarithmifche Spirale ift. 

In aen Fällen, in welchen [PCOP+[y OP = R? und R eine Com 
ſtante ift, haben wir, indem mir bie Gleichungen (20) quadriren und addiren, 
Zr 2 +@—=R , 
und dann ift der in Rede ſtehende Ort eine fphärifche Eure 





Bon der Erzeugung der Flaͤchen durch Curoen 
$. 87. 
Wenn eine Eurve von einfacher ober doppelter arunmiung Fr im 





6. 87. Raume bewegt, und babei ihre Geftalt behält ober continuirlich ändert, fo 
erzeugt fie eine Fläche. 

Was den Fall betrifft, in welchem bie fich beivegende Eurve ihre Ge⸗ 
ſtalt behält, fo bemerken wir zunächft, daß die Lage biefer Eurve von ſechs 
Eonftanten abhängt, was unmittelbar aus dem bei der Transformation ber 
Coordinaten Beigebrachten folge. Sind beliebige fünf diefer Größen Func⸗ 
tionen der fechften, oder, was baffelbe ift, eriftiren fünf Bebingungsgleichuns 
gen zwiſchen biefen ſechs Größen, fo ift die, durch die Eurve zu ergeugenbe 
Släche, im Allgemeinen, völig beftimmt. Nun liefert die Bebingung, daß 
eine erzeugende Curve A eine andere gegebene feſte Curve M fehneide, eine 
Bedingungsgleichung zwifchen den Eoefficienten ber Gleichungen der Eurve 
A, welche Bedingungsgleichung. wir dadurch erhalten, daß wir zwiſchen den 
beiden Gleichungen der Eurve A und ben beiden Gleichungen ber Curve M 
die drei Eoorbdinaten x, y und z eliminiren. Es folgt alfo, daß die durch 
die Curve A gu ergeugende Fläche, im Allgemeinen, völlig beſtimmt if, wenn 
fünf Euren M,, Ma, -...- M, gegeben find, welche die Bewegung ber 
Eurve A dirigiren. 

In dem befondern Falle, in welchem bie erzeugende Curve A ein Kreig 
von gegebener Größe ift, hängt ihre Lage nicht von ſechs ſondern nur von 
fünf Conftanten ab, und alsdann ift die zu erzeugende Fläche durch vier 
birigirende Eurven beftimmt. 

Iſt ferner die ergeugende Linie A eine Gerade, fo ift Die zu erzeugende 
gerablinige Fläche ($. 29) durch drei birigirende Eurven beſtimmt. Ein 
Beifpiel dieſes Falles bietet die, in $.54 (Aufg. 82) vorgelegte Erzeugung 
des hyperboliſchen Hpperboloids dar. 


Aufgabe [122]. Zwei gleiche Xreife C, C, welche in parallelen 
Ebenen fo liegen, daß die Verbindungeslinie ihrer Mittelpunfte ſenkrecht 
auf diefen Ebenen ſteht, find gegeben, und durch den Balbirungspunkt 
dieſer Verbindungslinie gebt eine feſte Gerade G den beiden Kreisebe⸗ 
nen parallel. Eine Gerade L bewegt ſich fo, daß fie fortwährend die 
beiden Zreislinien C, C’ und die Berade G ſchneidet. Es foll die Blei 
chung der erzeugten Släche gefunden werden. 

Wir nehmen die genannte VBerbindungslinie der Mittelpunkte; zur Achſe 
der x, die Gerade G zur Achſe der z und auf dieſen beiden Linien die Achſe 
der y fenkrecht. Wenn nun die Länge der Werbindungslinie gleich 2a und 
der Radius der Kreife gleich r ift, fo find 

bie Gleichungen ber Geraden G | z=0 ; y=-0 |, W 


- 
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die Gleichungen bed Kreiſes C | x = +a ; 2ryfer |, @) 
die Gleichungen des Kreiſes U | x = -a; ArfPer|.(8) 
| Jede Gerade L, welche durch die Linie G gehet, kann durch die Glei⸗ 
chungen 
y au ; z=uxtu | (4) 

außgebrädt werden. Da diefe Linie den Kreis C fchneiden fol, fo müflen 
die vier Gleichungen (2) und (4) zu gleicher. Zeit befichen, und wir erhalten 
aus ihnen, durch Elimination von x, y, 2, | 

+) +" rar; (5) 


und da die Linie G auch den Kreis C’ fchneiden ſoll, fo ergiebt ſich auf 


gleiche Weiſe, aus den Gleichungen (3) und (4), 


IH) Hu 2ul=r . (6) 
Aus den beiden Sleichungen (5) und (6) folgt 
alfo iſt Bu 
entweder u0 ud u’ + ")=r , (7) 
oder “=0 md au un =. (8) 
Die Elimination von u, w und u” zwiſchen den Gleichungen (4) und 
(7) giebt J 
aꝰ 42)- rꝰxꝰ, (9) 
und die Elimination derfelben Größen zwiſchen den Gleichungen (4) und (8) 
Ayıxz = tr, (10) 


Die Gerade L erzeugt alfo entweder die Fläche (9) vom zweiten Grade, 
welche ein Notationgkegel ift, oder die Fläche (10) vom vierten Grade, 
welche Eegelförmiger Keil (cono cuneus) genannt wird. 

Wird der Fegelfürmige Keil von einer, der Ebene der xy parallelen 
Ebene in der Höhe z = h gefchnitten, fo ergiebt fih für die Projection 
dieſes Schnittes, alfo auch für den Schnitt felbft, 

a?y? = (?—h’)r? 
ober, was baffelbe if, 
lay +Vr—h? x | |ay—Vr?x | =0,°. 
d. i. zwei reelle oder imaginaire Gerade, je nachdem, abfolut genommen, h<r 
oder. h > r if. — Für einen, der Ebene der yz pazalleen Durchfchnitt, 
in der Ensfernung x=g, finden wir 


a?y? + g’z? = g 2r? Ri 


$. 87. 
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6. 87. alſo eine Ellipſe, weiche für g = Sa in den Kreis C ober C’, und für 
g = 0 in die Gerade Gr begenerirt. — Für einen, der Ebene ber xz pa⸗ 


rallelen Durchſchnitt, in der Entfernung y = k, finden wir 
DM +raR=0, 

alfo eine Linie vierten Grades, welche für k = 0 in drei gerade Linien, 
deren Gleichungen x= 0, z=+r und z= —r find, degeneritt. 

Die Gerade G, d. i. die Achfe der z ift eine doppelte Linie der Flaͤche, 
und die Stücke diefer Geraden, welche durch Werthe von z, die von a 
big +oo und von —a bi8 — oo genommen werden, ausgedrückt find, 
mäffen als conjugirt betrachtet werben. 

Der Anfangspunft der Coordinaten iſt ber Mittelpunit: und die Coor⸗ 
dinatenebenen ſind Diametralebenen der Flaͤche. 


Aufgabe [123]. Ein Kreis C und zwei Punkte A, A’ in gleicher 
Entfernung von der Kreisebene und fo gelegen, Daß ibre Verbindungss 
linie AA durch den Mittelpunkt des Kreiſes C gebet, find gegeben. 
Durch A und A’ find refpective die Geraden G und G’ der Kreisebene 
parallel und ‚auf einander fenkrecht gesogen. ine Beräde L bewegt 
fich fo, daß fie fortwährend die Zreislinie C und die beiden Geraden 
G, G' fchneider, Es fol die erzeugte Släche gefunden werden. 


Wir nehmen zwei durch ben Mittelpunkt des Kreiſes den Geraden G, 
G’ parallele Linien gu Achſen der x und der y, die Gerade AA zur Achfe 
der z. Alsdann iſt das Gleichungsſyſtem 
des Kreifes‘ C | ze 0; YPıX=-r |, (D 


der Geraden G | z-+rh; y=0 , (12) 

der Geraden | z=—h; x=0|. (13) 
Vejeichnen wir die Gleichungen der erzeugenden Geraden durch 

X az+e ; I. (14) 


fo erhalten wir, durch Elimination von x, yundz 
zwiſchen ben Gleichungen (11) und (14), "+" =r, 
on » (2) » AM Mif=0, | (15): 
— » (13) » (14), k—d =0, 
und zroifchen den fünf Gleichungen (14) und (15) haben wir nun bie vier 
Groͤßen ce, a’, A und 4 zu eliminiren. Schaffen wir zunaͤchſt @ und 2’ 
fort, fo kommt: 
yvh’ra-az’ er ; y-fzı)=0 ; z-@rı))=0 ; 


— 19 — 


und wenn wir jetzt zwiſchen diefen letzten drei GSleichungen e und 4 elimi⸗ 5. 87. 


niren, ſo erhalten wir 
h?y?(z-+h)? + —*& _ h)? == —X 4 hy%(z — h)? (16) 
als die Gleichung der erzeugten Fläche, ‚welche fomit vom vierten Grade ift; 
Setzen wir. in biefe Gleichung. z = K, fo finden wir als Gleichung 
der Eurve, in welcher die Fläche (16) von einer, dee Kreisebene C parallelen 
Ebene gefchnitten wird, . 
h’(k+-h’y?+b?(k—h)’xr?. = ra - (AN. 
Alle, der Kreisebene C parallelen: Durchfchnitte find daher, im Ulgemeinen, 
Ellipſen, ımb ba, wenn wir. k mit — k vertaufchen, in der Gleichung (17) 
nur die Coefficienten von x?” und y? fich mit einander verwechfeln, fo geben 
zwei auf entgegengefegten Seiten der Kreigebene, in gleicher Entfernung von 
derfelben geführte Durchfchnitte, gleiche Elipfen, deren gleiche Achfen rechte 
Winkel mit einander machen. Fuͤr k = 0 begen ri die Ellipſe (17), wie 
e8 fenn muß, in den Kreis C, und für k= =h in die Gerade G oder G. 
Segen wir in der Öleichung (16) y = g, fo finden wir al8 Gleichung 
der Curve, in welcher. bie Släche von cine, ber Ebene der xz parallelen 
Ebene gefchnitten wird, 


hie hit = [ma hr hrlarh ,. 8) 
welche Curve fomit vom vierten Grade if. Der Punft, deffen Coorbinaten 
x=0 md z=—h find, if ein doppelter Punkte diefer Curve (18), 
und ein ifolirter wenn, abſolut genommen, g > 2r. Zür 8 = 0 zerfällt 
bie Gteihung (18): in rationale Factoren, nämlich in ee 

| Ir + hix+n)] |rz— h&—n|j2—h]' =0 
und e8 degeneritt alſo die Durchſchnittscurve alsdann. in drei gerade Linien. 


Aehnliche Reſultate ergeben ſich fuͤr Durchſchnitte, welche der Ebene 
der yz parallel find. 


Die Geraden G, G’ find doppelte Linien der. Fläche (16). Die Stüde 


der Geraden G, welche durch z=+h, y= 0 und Werthe don x, die 
von +2r big + und von — 2r big — x ‚genornmen werden, ausge⸗ 
drückt find, ferner die Stuͤcke der Geraden G, welhe durch z=—h, x=0 


und Werthe von y, welche von +2r big + oo und von — 2 bi —o 


genommen werden, ausgedrückt find, muͤſſen als conjugirt betrachtet werden: 


$. 88. 
Jede geradlinige Flaͤche iſt durch das Syſtem der beiden Gleichungen 
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688, die gegebenen Gleichungen der beiden dirigirenden Linien. Jede Ebene, welche 
die erſte dieſer beiden Geraden enthaͤlt, kann durch die Gleichung 


A V) M) -—5⏑, (9) 
und jede Ebene, welche bie zweite Gerade enthält, Durch Die Gleichung 
(x+ az +2) +u(y+Pz+b) = 0 (10) 


ausgedrückt werden. Die erzeugende Gerade kann folglich durch dag Sy⸗ 
fiem der beiden Gleichungen (9) und (10) dargeftellt werden. Da aber für 
eine beftimmte Lage der Erzeugenden die willfürlichen Conftanten u und w 
beftimmte Werthe, und’ für jede andere beftimmte Lage andere, ebenfalls be: 
flimmte Werthe erhalten; ſo find -u und Functionen einer und derſelben 

Groͤße, und ſomit iſt Auch Tine Function von: ey d. i. = alu). Segen 
wir hierin für u und ww ihre Werthe aus (10) und 9: fo: fommt 
aHredzra . (XrozHa\ - 5 

y+Pz+b Gr Pz+b/ J a 

welches die geſuchte Gleichung iſt. | 

Schneiden fich die beiden gegebenen Geraden (8), und wird die achſe 
der.x der. durch dieſe Geraden beſtimmten Ebene parallel genommen, fo coin⸗ 
cidiren die Profectionen biefer- felbigen Geraden auf bie: Ebene der. yz,; und 
es iſt alsdann £ = fund b’ b, wodurch bie. Gleichung (11) in 

xrozrE xX+02+8 (12) 

y+ yrßzıb y-+f2-+b/ 
abergehet, und, wie es —R& auch ſeyn muß, eine Legelflache 
ausdruͤckt ($.33). 

Schneiden ſich die beiden gegebenen Geraden (8) nicht, fo koͤnnen wir 
auf einer jeden derfelben einen Punkt A, B beliebig annehmen, deren Ber: 
bindungslinie AB in O halbiren, durch 0 zwei Gerade M, N. den gegebenen 
parallel ziehen, und diefe Linien M, N zu Achfen der x und ber y, bie Li⸗ 
nie AB aber zur Achfe der z nehmen. Die Gleichungen (8) gehen durch 
dieſe Koordinatenvermwandlung in 


y=0 . x=0- 
; | z—h = 0 | ” | z-+h = 0 | ! 6 
und die geſuchte Gleichung der Flaͤche gehet demgemaͤß in 





x yı\ | 4, 
z+h 7 4) al) 
über. — Legen mir durch eine ſolche Flaͤche irgend zwei Ebenen, deren 


Gleichungen 


x 


a nn Aa wm 2 


a". 


am. 
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Aufgabe [125]. Die allgemeine Gleichung der Släche zu finden, 
weldye von einer Beraden erzeugt wird, die bei ihrer Bewegung einer 
gegebenen feften Ebene parallel bleibt. 


Es ſey 


az+-by+cx = d 
die Gleichung der gegebenen feſten Ebene. Jede Gerade, welche Sie Ebene 
paradel ift, kann durch das Gleichungsſyſtem 
az -· by C ex — ; O. 
ausgedruckt werden. Veraͤndert man oͤ, fo verändert ſich Die Lage: biefer: 
Geraden, und Bann verändern im Allgemeinen auch m und n ihre Werthe. 
Es find alfo die Werthe von m und n von dem Werthe von d abhängig, 
d.i.m = g(d) und n = ld), wonach die beiden Gleichungen der. ergen- 
genden Geraden durch 
| arbyHrex=6 ; x· yo) +1 =0 |}. 
darzuſtellen find: Eliminiren wir ö zwiſchen ihnen, fo fommt 
x-p(az-+by+ex)+yw(azr-by+ex)+1=0 (6) 

als bie allgemeine Gleichung der gefuchten Fläche. 

Iſt die fefte Ebene der Ebene der xy parallel, ſo ftb= c = 0, und 
dann nimmt Die Gleichung (6) die einfachere Geſtalt j N 

xo@)+y vl 0 09 


Geht bie erzeugende Gerade einer geradlinigen Flaͤche durch zwei gege⸗ 


“bene feſte gerade Linien, fo iſt eg eine willkuͤrliche Function, welche in die 


Gleichung der Fläche eintritt, fang Feine dritte particularifirende Beltimmung 
gegeben iſt. 


Aufgabe [126]. "Die allgemeine Gleichung der geradlinigen Flaͤche 
zu finden, wenn die erzeugende Gerade fortwaͤhrend zwei gegebene feſte 


Gerade ſchneidet. 


Es ſeyen 
xHrZHa3=0 . ‚k x+rez-ra =0 (8) 
’ y+Pß+b= 0 ? y+fz+b = 0 


5. 88. 
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6 88. die gegebenen Gleichungen ber beiden dirigirenden Linien. Jede Ebene, twelche 


die erfte Diefer Heiden Geraden enthält, kann durch die Gleichung 


rat) Huyrrb)=0 | (9° 
und jebe Ebene, melde bie zweite Gerade enthält, durch die Gleichung 
(x+ez+a)+w(y+Pz+b) = 0 (10) 


ausgedruͤckt werden. Die erzeugende Gerade kann folglich durch dag Sy: 
fiem der beiben Gleichungen (9) und (10) dargeftellt werden. Da aber für 
eine beftimmte Lage ber Erzeugenden bie willfürlichen Eonftanten u und ze’ 
beftimmte Werthe, und für jede andere beflimmte Lage andere, ebenfalls be- 
fiimmte Werte erhalten; fo find u und w Sunctionen einer und derſelben 
Größe, und fomit iſt auch m eine Function von ru, D.i. wW = alu). Segen 
wir hierin für m’ und u ihre Werte aus (10) und (9), fo kommt 
xX+Hoz+ra _ XH0oZ-+a . au) 
yrßarb Piyrßrb) ! 
welches: die gefuchte Gleichung ifl. u 
Schneiden fich die beiden gegebenen Geraden (8), und wird die Achfe 
der.x der durch diefe Geraden. befimmten Ebene parallel genommen, fo coin- 
cidiren die Projectionen dieſer felbigen Geraben auf bie. Ebene der yz, und 
es ift alsdann £’ = P_ und b’ b, wodurch die Gleichung (11) in 
xtez+a __yX+oez+a (12) 
Ä y+ßz+b \y+A+b 
übergehet, und, wie es nothweubigerweiſe auch ſeyn muß, eine Kegelflaͤche 
ausdruͤckt ($.33). . J 
Schneiden ſich die beiden gegebenen Geraden (8) nicht, ſo koͤnnen wir 
auf einer jeden derſelben einen Punkt A, B beliebig annehmen, deren Ver⸗ 
bindungslinie AB in O halbiren, durch O zwei Gerade M, N ben gegebenen 
parallel ziehen, und diefe Linien M, N gu Achfen der x und der y, bie fi: 
nie AB aber zur Achfe der z nehmen. Die Sleichungen (8) geben durch 
diefe Coordinatenverwandlung in 


y=0 . x=0 
| eo) Samsoyı © 
und die gefuchte Steichung ber Fläche gehet demgemaͤß in 
X: __ ol—-_ 
z+h +) (1) 
über. — Legen wir durch eine folche Flaͤche irgend zwei Ebenen, deren 
Sleichungen 0 


x 


._ ui 


m m = 
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x= Az +By+C mb. xA2z2 -BYC 
feyn mögen, fo erhalten wir für die Projectionen ber Durchſchnittscurven, 
indem wir x aus der Gleichung (11) fortfchaffen, und die Coordinaten der 
Projection der zweiten Curve zur Unterfcheidung durch y’, z/ bezeichnen, 
Az+By+C (Z —_.) Ar+-By+C _ ( y 
zz :’79# zZ—h — z!—h 
Es gehet aber bie erſte dieſer beiden Gleichungen in die zweite uͤber, wenn wir 
Az+By+C _Az+-By+C und. vy_.y 
.. .zZz=-h  . . z+h z—h “z+h 
fegen; und hieraus folgt, daß die Projectionen der beiden Durchfchnittscurs 
ven, und folglich diefe Durchfchnittscurven ſelbſt, im Allgemeinen, in derje⸗ 
nigen" Beziehung. zu einander fiehen, welche bie in. J. $.50 dargelegte Ders 
wandefchaft zweier ebenen Spfieme conflitwirt, nach welcher einer jeden 
Geraden eine Linie zweiten Grades enffpricht, die durch drei fefte Punkte, 








die Cardinalpunkte, gehet. — Legen wir aber durch die Fläche zwei Ebenen, 


welchen die ‚beiden. gegebenen feften Geraden (8°) parallel Iaufen, und deren 
Gleichungen daher 

z= k md z=K 
find, fo erhalten wir als Gleichungen der beiden Durchſchnittscurven, wenn 
wir k+h durch m, k—h durd n, K-+-h durch m’ und kK’—h durch 
n’, die Eoordinaten ber zweiten Durchſchnittscurve aber, zur Unterſcheidung, 
durch x’, y’ bezeichnen, 


ehe 
Da nun bie erfte dieſer Gleichungen in die weie ůͤbergehet wenn wir 
| ‘= = x und y — | 
ſetzen, fo find die: beiden Durchſchnittscurven/ ¶rausgeſebt, daß keine der 
Größen m, n, m’, m gleich O oder oo iſt, im Allgemeinen, affin (I. $.16). 
Aufgabe [127]. Die allgemeine Gleichung der geradlinigen Släche 


zu finden, wenn die erzeugende Berade fortwährend Durch eine gegebene 
fefte Berade gehet und einer gegebenen feften Ebene parallel bleibt. 


Es feyen 
xtez+ra=0 ; y+fPz+b = 0 : (13) 
die gegebenen Gleichungen ber feften Geraden, und 
Az+-By+Cx+1= 0 (14) 


II. | | 28 


6. 88. 
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5. 88. Die gegebene Gleichung der feſten Ebene. Jede Ebene, welche bie Gerade 
(13) enthält, kann durch die Gleichung 


(X -+o2-Ha)-Fuly-+fz-+b) = =0 , (15) 
und jebe Ebene, welche der Ebene (14) parallel ift, durch die Gleichung 
Az+By-+Cx-+u = 0 (16) 


ausgedrückt werden. Die beiden Gleichungen (15) und (16) zufammen 
genommen drücken offenbar eine Gerade aus, welche durch die Gerade (13) 
geht und der Ebene (14) parallel if. Bewegt fich Diefe Gerade nach irgend 
einem Gefeße, fo verändern fich bie Werthe von u und u, fo aber, daß 
von zu nach diefem Geſetze abhängig bleibt, d. i. daß w = glu) Geben 
wir hierin für w’ und ihre Werthe aus (16) und (15), fo kommt -- 


Az+By+0x = g[I FR) (17) 


\y+fPz-rb/. 
welches die gefuchte Gleichung iſt. 


Wird die gegebene Gerade (13) sur Achſe der z, und die gegebene 
Ebene (14) zur Ebene der xy genommen, To haben wir, ftatt der Gleichun⸗ 
gen (13) und (14), 

| x=0 s y-0 | und z=0; 
es ift alsdann 
2=g (2) | (18) 
die gefuchte Sleichung ber Fläche. — Legen wir durch eine folche Släche 
irgend zwei Ebenen, fo ſchneiden fie die Fläche in Curven, melche in der, 


zu Ende ber Löfung der vorigen Aufgabe erwähnten Beziehung ftehen, nur 
fällt einer von den drei Cardinalpunkten ing Unendliche. 


Aufgabe [128]. Die allgemeine Gleichung der geradlinigen Släche 
zu finden, wenn die erzeugende Gerade fortwährend durch eine gegebene 
fefte Gerade gehet und mit Dderfelben einen gegebenen conftanten Wins 
kel bilder. 


Wir nehmen die gegebene fefte Gerade sur Achfe der z eineg rechtwink⸗ 
ligen Coordinatenſyſtems. Da die erzeugende Gerade die Achſe der 2 ſchnei⸗ 
det, ſo iſt ſie durch die Gleichungen 

ya 3 Z = PX + b 
auszudrücken; und es ifl, wenn wir den gegebenen conflanten Winkel durch - 
y bezeichnen, der Bedingung der Aufgabe gemäß, 


er uk , woraus f = — 


Wir haben alfo, indem wir b = (ec) feßen, für die erzeugende Gerade 
y.ıx;2= cotyVi+aix +gle) 

und, indem wir « eliminiren, 

2 = ody-Yy +8 +2 +9(2) u | (19) 


als die Gleichung der erzeugten Flaͤche. — Diele Gleichung geht, wie es 
ſeyn muß, in die Gleichung (18) über, wenn wir y = 37, alfo coty = 0 
fegen. 

’ $. 89, 

Die willkuͤrlichen Sunctionen in den, im vorigen $. gefundenen Glei- 
ungen werden beftimmt, wenn eben fo viele dirigirende Eurven gegeben 
werden als willkürliche Zunctioneu vorhanden find. Go koͤnnen wir 5. 2. 
die Sunctionen ꝙ und vw in der Gleichung (5) des vorigen $. beflimmen, 
wenn wir feßfegen, daß bie erzeugende Gerade Durch zwei gleiche Kreife ge⸗ 
ben foll, deren Ebenen ber Ebene ber xy parallel, und deren Mittelpunfte, 
in gleicher Entfernung a vom Anfangspunkte ber Eoordinaten, auf der Achfe 
der x liegen. Diefe Beſtimmung der mwillfürlichen Sunctionen 9 und %, 
welche, wenn wir die Coordinaten rechtwinklig nehmen, offenbar zu der 
Gleichung (10) des $. 87 führen muß, bewerfftelligen wir auf folgende Weife. 

Die Gleichung der Fläche, namlich 


xp(Z)+zy(£)+1 =0, (1) 
muß für ale Punkte des Kreifes: 
| ”’+-Y’=-r ; X— -ra | .(2) 
mit biefen beiden Gleichungen (2), und ferner für alle Punkte des Kreiſes: 
| Per ; x— — a 63) 


mit dieſen letztern Gleichungen (3) zugleich beſtehen koͤnnen. Setzen wir nun 
ztı @;eß)=-uı O0; ri): © 


und eliminiren erfiens zwiſchen den ſechs Gleichungen (1), (2), (4), (5), (6), 
fodann aber zwifchen den ſechs Gleichungen (1), (3), (4), (5), (6) die fünf 


Größen x, Yı 2, 9 (7) und +(£): fo erhalten wir 
28* 


§. 88. 


4 


$. 89. 
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au 4- Vr - at vw +Hl=>0 und u-Vr—atv-l1=0, 
woraus ſich r 
Vrꝰ-aꝰtꝰ 
oder, wenn wir für t, u, v bie von ihnen vertretenen Auebride ſetzen, 


)ν O⏑ — 


ergiebt. Subſtituiren wir die nunmehr beſtimmten Functionen in die Glei⸗ 
chuůng (1), fo kommt 
-z+V’”— aꝰyꝰ 0, 
oder, wenn wir rational machen, 
a?y? 4xx222 — riyx? j 
welches. die Gleichung (10) des $.87 if. 

Ehen fo können wir die Function @ in ber Gleichung (dv) bes vori⸗ 
gen $. beſtimmen, wenn wir z. B. feſt ſetzen, daß bie Flaͤche (11) einen ge⸗ 
gebenen Kreis enthalten ſoll, deſſen Gleichungen bei der Annahme rechtwink⸗ 
liger Coordinaten 





u=>0 m v-— 





z=0 ; P”Pıter (7) 
ſeyen, was und gu ber Gleichung (16) bes s 87 führen muf. Bir vers 
fahren‘ dabei wie folgt. 














Wir fegen 
— _ =t 3 — = u I (8) 
und eliminiren zwifchen vn fünf HH (7), (8) und 
x _ _J , .. " 
mer) © 


welches die Gleichung (11) des vorigen $. ift, die vier Größen x, y, z 


und ꝙ "(5 dann kommt 


_ Ir EBEN: 
7. 


— 
—E = h@-—h) 

und bie Tunction ꝙ beſtimmt. Seten wir dieſen Ausdruck in die Glei⸗ 
chung (9), ſo erhalten wir, wenn wir rational machen, 


Es iſt daher 
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| hey ( h) 4 hexꝰ (æ - h) = P@+b)’@—h) | 
welches die Gleichung (16) des $.87 iſt. 

Aus dem bisher Sefagten iſt zu erſehen, wie man bei ber Beſtimmung 
der willkuͤrlichen Functionen eines und deſſelben Ausdrucks in der Gleichung 
einer Flaͤche zu verfahren hat. Wir legen sur uebung noch folgende Auf: 
gaben vor. 

‚Aufgabe [129]. Die Function y in der Bleichung as) des vorigen 


$. fo zu beftimmen,. daß. die durch. jene Bleichung ausgedruͤckte Släche 
eine in der Ebene der xy befindliche, gegebene Berade enthalte. 


Mir nehmen die Achfe der x der gegebenen Geraden parallel; diefe . 


Gerade iſt dann durch die Gleichungen | 
z=0 ; y-bo- (60 
ausgedrückt. Wir ſetzen ferner 7 =t und (2) =u, ſo daß wir, 
in Folge der Gleichung (19) des vor. $., haben: | | 
y=ı ; z=otyVyP’+X+u. - (11) 


Eliminiren wir zwiſchen den vier Gleichungen (10) und am) die Größen 
X, Y, Z, fo kommt 


beoty , alſo 0) u bau VE 
Die Gleichung der, in Rede ſtehenden Fläche ift demnach 
2 = ooty-Yy’+ 2°. a, 
oder, wenn wir ſie rational machen, 
| G’+3)y—b)’ = tang’y-y’z} . (2) 
Die Stäche ift fomit vom vierten. Grabe. — Setzen wir z = k, fo kommt 
| G+F)y—b)’ = tang’y-K.y? 5 


u — — 


woraus wir ſehen, daß jeder, der Ebene der xy parallele Durchſchnitt der 


Flaͤche eine Conchoide (1. $.60) iſt. — Setzen wir y= h, fo kommt 
2.00 ang’? 2? (h—b?x? — h’ch—b? 5 

und jeder der Ebene der xz parallele Durchſchuitt iſt alſo eine Hyperbel. 
Yufgabe [130]. Die Sunction 9 in der Gleichung (19) des vorigen 


$..fo zu particularif®en, Daß die Durch diefe Gleichung ausgedrüdte Släche 
eine gegebene, in der Ebene der xy befindliche Ellipſe enthalte. 


$. 89, 


5. 89, Wir nehmen die Achſen der x und der y reſpective den Achſen der 
gegebenen Ellipſe parallel, deren Gleichungen alsdann 
z=0; aꝰ(y — A)’ + b’(x— co)? — 32h (13) 
find. Wir feßen ferner — — t und »0) S u, fo daß wir, zufolge 
der Gleichung (19) des vor. $., haben 
yzmxt ; z=cdyVP+xX’ru. (14) 
Eliminiren wir zwifchen den vier Gleichungen (13) und (14) die Größen 
x, Y, 2, fo fommt 
aut + Acoty-VI+ 1)? + b?(u+ @ooty- VIE)? = arb?coty(1-Ht?) , (15) 


eine Gleichung, aus der wir u durd t, D.i. (2) durch > ausdrücken 


fönnen. Da es ung aber nur darauf ankommt, bie Gleichung der Släche 
zu finden, fo brauchen wir dieſe Gleichung (15) nicht aufzulöfen, fondern 
nur t und u zwiſchen den Gleichungen (14) und (15) zu eliminiren, wo⸗ 
durch wir 

a? | zy-(y-A)eoty-Yy’+x?)’+-b? X ‚Vy’+2°]’= a?b?oot?y(y*+x°) (16) 
erhalten, welches bie verlangte Gleichung ift. 

Liegt der Mittelpunkt ber Ellipſe im Anfangspunfte ber Eoordinaten, fo 
ft 2/=0 ud « = 0, und dann rebueirt ſich Die gefundene Glei⸗ 
chung auf 

(@y’ + b’2) - α_ V— ν—x . (17) 


$. 9. 

Aufgabe [131]. Zwei nicht in einer Ebene liegende, auf einander 
fenkrechte Berade G, G find gegeben. Eine gerade Kinie AA’ von ges 
gebener Laͤnge bewegt ſich fo, daß der Endpunkt A fortwährend auf 
der Geraden G, und der Endpunkt A’ fortwährend auf der Geraden G’ 
bleibt. Es foll die, von der verlängerten AA’ erzeugte Släche gefuns 
den werden. 


Wir nehmen die auf den beiden gegebenen Geraden G, G’ fenfrechte Li⸗ 
nie zur Achfe der z, und die, durch den Halbirungspimft diefer fenkrechten 
Entfernung gehenden, den beiden Geraden G, @ parallelen Linien zu Ach⸗ 
fen der y und ber x. Die Gleichungen der Linien G, G’ find alsdann 

y= 0 . | x O⸗ 
z—h=0 ) ’ z+h=0 . 
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Iſt nun x’y’z’ ein Punkt der Geraden G un x “2“ ein Punkt der Sera: $. 90. 
den G, ſo iſt 
we ; „N, — (1) 


‚und die Gleichungen einer Geraden, welche durche dieſe beiden . Punkte 


gehet, find 
= (+) ; - L.h-2) (2) 


Sol diefe Gerade die Erzeugende ſeyn, fo muͤſſen die Punkte x’y’z’ und 
x’y’z refpective mit den Punkten A und A’ Diefer Linie zufammen fallen, 
und wenn wir die gegebene- Länge von AA’ durch 2a bezeichnen, fo muß 
a—- N +Y-V+@—Z) = 4a 
ober, in Folge von (1), 

x? 4 y”% +40? = 40 (3) 
feyn. Segen wir die Ausdrücke von x’ und y’, welche fi) aus ben Gleis 
chungen (2) ergeben, in die Gleichung (3), fo kommt 

h?’y’(z +h)’-+-h’x’(z—h)? = (a —h’\z-+-h)(z—h)? , (4) 


als Gleichung ber. gefuchten Fläche. Diefe Zläche ift alfo dieſelbe, toelche 
wir im $.87 (Aufg. 123) gefunden haben. 


Aufgabe [132]. Zwei fich rechtwinklig fchneidende Berade G, G 
find der Ange nach gegeben. Eine Berade L bewegt fi fih fo, daß fie die 
Berade G fortwährend unter einem gegebenen conftanten Winkel 7 fchneis 
det und daß fie von der Beraden G’' eine gegebene conftante Entfernung 
p bat. Es foll die von der BeradenL erzeugte Släche, gefunden werden, 


Mir nehmen die Eoordinaten rechtwinklig, die Gerade G zur Achfe der 
z und die Gerade G’ zur Achfe ber x. Da die. Gerade L von der Achfe 
der x bie Entfernung p hat und bie Eoordinaten rechtwinklig find, fo wird 
offenbar auch die Projection biefer Geraden L in der Ebene der yz bie 
felbe Entfernung p von dem Anfangspunfte der Eoordinaten haben. Die 
durch die Achfe der z gehende Gerade L wird daher durch die Gleichungen 

sinß- Z+csßy=p 3. X= imgary (5) 

dargeftellt (1. $.6. G. 5), aus welchen wir 
lang c 
cos p 





y> -tnß-z+ — "x= —tangotang BZ + 


Fr ; 
erhalten. Wir finden nun, nach $.9 (F. 6), 





— 40 — 
6.9. 1 
cos ⸗ —t — 
VI tongéc) 
woraus nach einigen Nebuctionen 
| img = FEcosa-tang? 
hervorgehet. Die Gleichungen (5) verwandeln fich daher in 
. y>Foosatangy-z = pVl+cosatan”y ; x=tamga:.y 
woraus mir, durch Elimination von «, | 
WEHR HmgY-y2) = Pl +(l-Htangty)y?) 
erhalten, weiches die Gleichung der gefuchten Flaͤche iſt, der wir auch die 
gorm | 
(einyz= cosyYy° +2" +z)’y’ = prloos’yz’+ ” 6) 
geben Fünnen. “ : 


Aufgabe [133]. Kine fefte gerade S.inie G und ein conflanter 
Winkel y find gegeben. Eine Gerade L bewegt fich fo, daß fie fort: 
während die Berade G unter dem Winkel z: trifft und daß die Seäde, 

‚ welche fie bei der Bewegung auf dDiefer Achfe G abfihmeider, den Wins 
Feln proportional find, welche ihre Projection in einer auf der Achfe G 
fenfrechten Ebene befchreibt. Es ‚fol die von der Geraden L erzeugte 
Släche gefunden werden. 


Wir nehmen die Eoorbinaten rechtwinklig, und die Gerabe & tw Achſe 
derz. Die Gleichungen ber, dieſe Achſe ſchneidenden Geraden L find alsdann 


y= tanga X ; z= tang }- x+i (N 
Nun ift (8.9. 8.6) DE ' 
nn _ "ang ß. | 
ee tang”a — Vz 


und wenn n die conflante Zahl bebeuter, mit: welcher bie, m ben von ber 


Projection ber erzeugenden Geraden. befchriebenen Winkel gehörigen Bogen ra 


zu multiplen find, um bie Abſchnitte auf ber Achfe der zu geben, fo. ift 
h=nr . (9) 
Aus der Slachn (8) erhalten wir: Ee 
_Vl+ tung” 
tan I ring © 
gr 


und aus der erften Gleichung (7) tange = - ; alſo iſt — . 
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Vvy’-+x° ty gr x oo. 5. 90. 
— u tangy x x 0) 
Die Gleichung (9) aber giebt \ | . | 
.  h-m ‚are(tmg - -!) ı aı) 


und- diefe Ausdrücke (10) und (11) für tang B und hi in bie zweite Glei⸗ 
chung (7) ſubſtituirt, geben 


| z = cotyYy?+ X +2” + rare (ms = I), (12) 
weiches die ‚gefuchte Sleichung der erzeugten Flaͤche iſt. 


Dieſe Flaͤche nennen wir geradlinige Schraubenflaͤche, und die 
Gerade G bie Achſe derſelben. Es erhellet aus der Betrachtung der Erzeu⸗ 
gungsart, daß wenn wir, von zwei vollkommen gleichen und congruirenden, 
geradlinigen Schraubenflächen H, H/,.. der einen Flaͤche H eine ſolche Be 
twegung ertheilen, daß, während ihre Achfe fie) auf der Achfe der Flaͤche EV 
verfchiebt, eine beliebige erzeugende Gerade die Släche HE’ befchreibt, jene 
Flaͤche H, ungeachtet der Bewegung, nicht aufhören wird mit der Flaͤche H’ 
zu coincidiren. Diefe Eigenfchaft der geradlinigen Schraubenfläche ergiebt 
fi) auch aus der Gleichung (12); denn transformiren wir dieſe Gleichung 
indem. wir die Achſe der z unverändert laffen, die Achfen der x und der y 
aber um einen Winkel  dreberi und den Anfangspunkt der Coordinaten 
um ein Stuͤck z, = nrö verruͤcken, fo haben wir in die Gleichung (12) 

Ze osöX—sindöy ; y=smöX+osöy ; z= z-+-ırd 
zu fegen, wodurch fich, da (sindx’+cosöyj?-+(eosöx—sndy=y’4HR, 





= cotyYy®? + x" + ae are (12 = = mix wdy) — arc(tg = Die 


ergiebt, eine Gleichung, die ſich von ſelbſt auf 
| 7 = = cotyYy? + x +x”-+ır "arc(tang : = r) 


reducirt, und welche alfo wieder die Sorm (12) hat. 


Wenn der gegebene Winkel ein rechter, alfo 7 = ar und daher 
coty —O if, ſo vereinfacht ſich die Gleichung der Schraubenfliche, naͤm⸗ 
lich in 


= urare (tag = 9 ober y-= = xtang — Ks (13) 


u 
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90. Eine auf ber vafe d der Schraubenfläche (12) fenkrechte Ebene, deren 


Gleichung n 
Z —} 


iſt, ſchneidet die Släche (12) in einer Eurve, deren Gleichung 
Sag gt _I\ - 
cotyYy +’ Hurare (tang = x) = 


iſt. Transformiren wir dieſe Gleichung in Polarcoordinaten, indem wir 


— tangt und Yy’+x? = u feßen, fo kommt 
oaty- u=.—-ınt+h, 


ober, wenn wir ben Anfang dert verändern indem wir t = u — ſetzen, 
u= tangyııt . 
Die Durchſchnittscurve ift daher eine achimediſche Spirale (I. $.68). Fuͤr 
den Fall der Gleichung (13), d. i. für y = ar und coty = 0, degenerirt 
diefe Spirale in eine gerade Einie. 
Die Schraubenfläche (13) wird von jebem Kreiscplinder, deſſen Achfe 


mit ber ihrigen coincidirt, in zwei, vollkommen⸗gleichen, Schraubenlinien 
geſchnitten. Denn iſt 





y 4x⸗R (14) 
die Gleichung des genannten Eylinderg, fo erhalten wir, durch Elimination 
von y zwiſchen den Gleichungen (13) und (14), 


Z . 
und, wenn wir diefen Ausdruck in die Sleichuns (13) ſetzen, 
Ram- * (16) 


fo daß die oberen und unteren Vorzeichen in biefen Gleichungen (15) und 
(16) reſpective zuſammen gehoͤren. Dieſe beiden Gleichungen nehmen alſo, 


wenn wir F =m ſetzen, die Formen 
. 2 
| y= +Rein-z ; ren | 
| Bu | . 


an, und fimmen, wie wir fehen, nur mit den Gleichungen (5) und Den 
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Gleichungen (11) des 9.86, nicht aber mit ben Gleichungen aꝝ deſſelben S. 90 
$. überein. 

Auf. ähnliche Weite tdnnen wir uns uͤberzeugen, daß im Allgemeinen 
auch die Schraubenfläche (12) von jedem . Kreischlinder, deſſen Achfe mit 
der ihrigen coincidirt, in, mehreren vollkommen gleichen Schraubenlinien ge⸗ 
ſchnitten wird. 


4. 9. 


Bei den vorhergehenden Aufgaben haben wir immer angenommen, daß 
die erzeugende Gerade jede dirigirende Curve nur einmal ſchneide. Wenn 
aber eine dirigirende Curve von doppelter Kruͤmmung iſt, ſo kann die Be⸗ 
dingung vorgeſchrieben werden, die erzeugende Gerade ſoll dieſe Curve zwei 
oder mehrere Male ſchneiden. 


Aufgabe [134]. Kine gerade Kinie bewegt ſich fo, daß fie for“ 
während die Curve doppelter Krümmung, deren, auf rechtwinklige Ach⸗ 
ſen bezogenes Gleichungsſyſtem 
| +’, =rn? ; Z+r=n | 


iſt, in zwei Punkten, und außerdem die Achfe der z fchneider. Es fon 
die Gleichung der erzeugten Släche gefunden werden. 


Da die erzeugende Gerade die Achfe der z ſchneidet, fo ift fie durch die 

Gleichungen 

yax ; z = bxrc | 
auszudruͤcken. Eliminiren wir y und z zwiſchen diefen Gleichungen und 
Denen der gegebenen Eurve, fo erhalten wir zwei Gleichungen in x, nämlich 

@+)e-r?=0 ; (—Nx 4 2bex - - . 20 

Damit nun die gegebene Curve von der erzeugenden Geraden in einem 
Punkte geſchnitten werde, iſt erforderlich, daß einer der beiden Werthe von, 
x aus der erfien der beiden legten Gleichungen einem der beiden Werthe 
von x aus der zweiten dieſer Gleichungen gleich ſey, und die Relation zwi⸗ 
ſchen a, b und e, welche eine Folge dieſer Bedingung iſt, wuͤrde ſich durch 
Elimination von x unmittelbar ergeben. Da aber die gegebene Curve von 
der erzeugenden Geraden in zwei Punkten geſchnitten werden ſoll, muͤſſen 
beide Werthe von x aus der einen der beiden genannten Gleichungen denen 
aus der andern eiyeln gleich feyn, mas nur Statt findet wenn 


—c' ' pn an 
be = 0 ‚und Dr Tarl.' - (1) 
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6.91. Von biefen beiben Gleichungen giebt bie erſte 
entweder c=0 oder b=0 . 
L $ür = 0 erhalten wir aus ber zweiten VBedingungegleichuns ¶) 
—ãA r40) 
und da die Gleichungen der erzeugenden Geraden dann 
ymıx ; z=bhx 
find, woraus wir 
| ml ; be zZ 
x x , 
erhalten, fo ergiebt ſich durch Subſtitution biefer Ausdrücke in die vorige 
Gleichung, erſteus 
y(y+x’) = r?(2?+x) (2) 

als Gleichung der erzeugten Flaͤche, welche fomit eine Kegelfläche zweiten 
Grades ift, deren Mittelpunkt im Anfangspunfte ber Eoordinaten liegt, 
deren erzeugende Geraden alſo durch diefen Anfangspunkt, folglich auch, wie 
e8 verlangt wurde, burch Die Achfe der z gehen. Daß biefe Kegelfläche die . 
gegebene Curve enthalte, ergiebt fich ſchon daraus. daß ihre Gleichung die 
Differenz ber beiden, reſpective mit r,? und nm multiplicirten Sleichungen 
der Projectionen der gegebenen Curve iſt. 

I. Fuͤr b=0 erhalten wir aus der zweiten Bedingungsgleichung (1) 

G-V)@+D)=n? , 
und da die Gleichungen der erzeugenden Geraden alsdann 

y= ax‘ 3 Zz=cC .. 

find, fo erhalten wir, durch Elimination von a und c, ‚weite n8 

?-29)?+2°) = nr @) 
als Steihung ber erzeugten Fläche, welche fomit vom vierten Grabe if, 
und in welcher die erzeugende Gerade, indem fie durch die. Achfe der z und 
durch die gegebene Curve gebet, fortwährend der Ebene der xy parallel bleibt. 

Den Bedingungen der Aufgabe wird alfo von zwei erahnen Flaͤ⸗ 
chen genuͤgt. 

Aufgabe [135]. Eine Gerade G und eine Kugelflaͤche K ein ge: 
geben. Eine Berade L bewegt fich dergeſtalt, Daß fie die felte Berade 
G rechtwinklig ſchneidet und die Kugelflaͤche K berührt. : Es foll Die 
von der Beraden L erzeugte Släche gefunden werden. 


Wir fällen von dem Mittelpunfte der Kugelfläche K auf bie Gerade 
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@ eine Senfrechte H._ Die Gerade & nehmen wir zur Achfe der. z, bie 5 91. 
Gerade H zur Achſe der y, und die Achſe der x fenkrecht auf jenen Achien. 
Iſt dann a die bekannte Entfernung des Mittelpunftes der Kugelfläche K 
von der Geraden G, und r der Radius jener Fläche, fo ift ihre Gleichung 


PHP 2y Hr’ ?=0, .(4) 
und die Gleichungen der ergeugenden: Geraden find 
y=ox ; z=h. : ®&). 
Eliminiren wir yundz zwiſchen dieſen ‚drei Gleichungen, fo kommt | 
(1-Ha?)x? — 22x + +1 =0, (6) 


und die beiden Wurzeln diefer legten Gleichung (6) find die Abſciſſen ders 
jenigen Punkte, in welchen die Gerade (5) die Kugelfläche (4) fchneiber. 
Da aber jene Gerade diefe Kugelfläche berühren fol, ſo muͤſſen Die eben 
genannten Punkte sufammen fallen, was nur Statt findet wenn bie Glei⸗ 
hung (6) zwei gleiche Wurzeln hat, woraus wir die Bedingungsgleichung 
= + HR) (7) 
erhalten. Segen wir in dieſe Iegte Gleichung (7) für a und h ihre Mer- 
the aus (5), fo erhalten wir, nach einer kleinen Reduction, | 
A — Zr) = ar? (8) 
als Gleichung der erzeugten Släche, welche demnach vom vierten Grade und 
diefelbe ift, die wir in der vorigen Aufgabe gefunden haben, was fich fo» 
gleich zeigt. wenn wir in der. Sleichung x, mit a und r mie ı r ver⸗ 
taufchen. 


{. 9. | 
Aufgabe [136]. Kine gerade Linie G bewegt fich fo, daß fie fort 
während die Eurve doppelter Kruͤmmung, welche durch die, auf rechts 
winklige Achfen bezogenen Gleichungen 
| Y+ır’-r; Z+-Y7= 0? | == (1), 
ausgedrädt wird, tangirt, Es foll die von der Beraden G erzeugte 
Stäche gefunden werden. 
Nennen wir den veränderlichen Berührungspunft x'y’z, fo find die 
Gleichungen der Geraden G, zufolge des $.81 (G. 5), | 
yy+ııer ; zz+rxı=g_? (2) . 
und da: der Beruͤhrungspunkt x’y’z’ auf der Curve (1) legt, fo haben wir auch 
y?+-ı? = r? ; 23. x? — o? . (3) 
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59. Eminicen wir nun zwiſchen den vier Gleichungen (2) unb @ die drei 
Groͤßen x, yı zZ, fo fommt 
Dry? — ra? + 2°) — 0*2’ — o’)(a’ + y9)l’ 
= 4re (+2) + YO)’ (9 
als Gleichung der gefuchten Släche, welche demnach vom Bten Grade if. 
Diefe Gleichung enthält aber, wenn bie Parenthefen aufgehoben werden, 
jebe ber drei Veränderlichen x, y, z nur in der zweiten und in der vierten 
Potenz, fo daß jede dieſer drei Größen ohne Schwierigkeit aus diefer &lei- 
hung entwickelt werben kann. Wir Eönnen indeflen auch die Elimination 
von x, y, z zteifchen den Bleichungen (2) und (3), welche x, y und z 
nur in erfier Potenz enthalten, fo beiverffielligen, daß fich eine Gleichung 
ergiebt, welche x oder y oder z nur in erfier Potenz enthält; und auf biefe 
Meife finden wir, wenn wir, um abzukuͤrzen, 0 —r? = 6? feßen, 
_ Here | 
EHER) Zr 2ryyy’+r—r] 
r2 — x? + oxzV2’+-x?—0? (5) 


TE Er Ere—g] ' 
_- r?zZ? — 0?y? = öyzyy?— 2 -+-0° 


FEN) 2 Ey) 
Diefe Ausdrücke zeigen und, dag z, y oder x imaginair ift wenn refpective 
P’+r?’-?<0 , 2+7—0’<0 oa 7-9 <0. € 
liegt alfo Fein Punkt der Släche in ben drei Theilen des Raumes, welche 
bie drei Eylinder abfondern, deren Gleichungen 

Per ; ZZ =-0 ; 2-20 

find. Hiervon. ift aber, wie wir aus der Gleichung (4) fehen, ein Punkt, 
nämlich der Durchfchnittepunft ber Achfen biefer drei Eylinder, welcher ber 
Anfangspunkt der Eoordinaten ift, ausgenommen. Diefer Punkt ift ber 
Mittelpunkt der Släche und ein tfolirter Punkt bderfelben. - Diefelben drei 
Eylinder find die projicirenden Cylinder der gegebenen Eurve (1); für einen 
jeden Punkt diefer Curve verfchtwindet, wie wir fehen, eine Wurgelgröße in 
ben Ausdruͤcken (5), fo daß diefe Ausdrücke nicht mehr vierfache, fondern 
nur zweifache Werthe haben. Während alle Geraden, die irgend einer Coor⸗ 
binatenachfe parallel find, die Fläche im Allgemeinen in vier Punkten oder 
gar nicht treffen, ſchneiden alfo diejenigen dieſer Geraden, welche durch bie 
gegebene Eurve geben, unfere- Fläche nur in zwei Punkten, woraus wir fchließen, 
baf die gegebene Curve eine doppelte Linie der gefundenen Flaͤche (4) iſt. 


ann 
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Aus zweien von ben Ausdrücken (5) verſchwindet ferner eine Wurzel⸗ 5. 92 


größe wenn x=0 oder y=0 oder z=0 if. Wir fchließen 
hieraus, baß bie Hauptdurchfchnitte unferer Släche (4) ebenfalls doppelte 
Linien berfelben find. Als Gleichungen diefer drei Curven finden wir ſowohl 
aus den Gleichungen (5) als aus der Gleichung (4) 

Sy? = o'y?—rt2? ;, 0'827’ Rt? ; yet roty?. (6) 
Eine jede diefer doppelten Linie iſt bie veciproße Eurve der Evolute einer 
Ellipfe oder Hyperbel wenn ein Kreis, der dieſer Curve concentrifch ift, zur 
Directrig der Neciprocität genommen wird, was aus (IL. $.98) folgt. 


Aufgabe [137]. Eine gerade Kinie G bewegt ſich fo, Daß fie fort; 
während die fpbärifche Kinie Zweiten Brades, welche durch die, auf 
rechtwinklige Achfen bezogenen Bleichungen 


| Z+-P”’+"=rn ; cz’ = b’y? + 3x? | (7) 


ausgedruͤckt iſt, tangirt. Es fol die von der Geraden G erzeugte Stce 


gefunden werden. 
Nennen wir den veränberlichen Berührungspunft xyv ſo find die 
Gleichungen der Geraden G, zufolge des 581 (G. 8s) 
Ä zz+ yyrxıı=r ; oz = b’yy+ra’xx | (8) 
und da. der Beruͤhrungspunkt auf der Eurve (7) liegt, fo haben wir auch 
P+”’+t=er ; dt bytrart. (9) 
Eliminigen wir zwiſchen dieſen vier Gleichungen (8) und (9). die drei Groͤ⸗ 
gen x’, y’, z', fo erhalten wir die gefuchte Gleichung ber erzeugten Släche. 
Wir fünnen aber auch Biefelbe Gleichung aus der in der vorigen Aufgabe . 
gefundenen auf folgende Meile auffinden. Aus den Gleichungen (8) und 
(9) erhalten wir leicht 
(}+-c)yy+(a+-c)zr = cr? ; (b’+-c)zz+(b’— a’)sx = b’r?, 
(b’+ )y?-+(a? +e)x” = er? 3 (b’+0)2?+(b’—a?)r” — b?r?. 
Bezeichnen wir, der Kürze wegen, b?+ 0? durch @?, aꝰ 4 eꝰ durch A? und 
b?— a? durch 7°, fo koͤnnen wir dieſen Iegten Gleichungen die Formen 


r en A e A * — b? ei " * 
X cr x r 
3853 73 5 (11) 


geben, und zwiſchen biefen vier Gleichungen (10) und Ber haben wir, um 
Die Gleichung der erzeugten Flaͤche zu finden, x’, y’, z, ober, was auf daſ⸗ 
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- . 4 5 
$. 9, ſelbe hinauslaͤuft, —, 5 z zu eliminiren. Nun Eönnen wir aber bie 


Gleichungen. (2) und (3) in die Gleichungen (10) und (11) verwandeln, 
wenn Ba in jenen Gleichungen für x, y, z, x, Y, 2, r und o refpec 

| tive -, 3 7 2, —, * 3 und 33 ſetzen, woraus denn un⸗ 
| mittelbar folgt, daß auch das Nefultat der Elimination zwiſchen den Glei- 
chungen (2) und (3). fi durch Biefelbe Subftitution in das Nefultat der 
Elimination zwiſchen den Gleichungen (10) und (11) permanbeit, Segen 


wir alfo in die Gleichung (4) für x, Yzır und eo rfpetie .n — 


* —* — und br, fo erhalten wir auf der ‚Stelle 


56 te 
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als die 7) —* der erzeugten Flaͤche. — Wir ſehen leicht ein, 
dag der Mittelpunkt der ſphaͤriſchen Linie (7) der Mittelpunkt und zu⸗ 
| gleich ein ifolirter Punkt der erzeugten Flaͤche ift, und bag biefe Eurve 
(7) eine doppelte Linie berfelben Fläche fey. Ferner ergiebt fich aus dem zu 
Ende der vorigen Aufgabe Gefagten, daß die Släche (12) außerdem drei, 
. in den Eoorbinatenebenen liegende doppelte Linien hat, deren Gleichungen 
ty’? = r(biy?— chyizt) ; 
—* = Plata’? 4.2?) ; 
oyiz?y? = r(ala’r’+ bearys) 
find, und von welchen eine jede die reciproke Curve der Evolute einer Ellipſe 
oder Hyperbel iſt, unter der Vorausſetzung, daß ein dieſer letzten Curve con⸗ 
centriſcher a jur Directrig der Reciprocität genommen toorden. 
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Ein Kreis im Raume wird am einfachften durch zwei Gleichungen 
bargeftellt, von welchen die eine die Kreisebene, und die andere die Eigen- 
fchaft ausdrückt, daß alle Punkte der Peripherie gleiche Entfernung von bem 
Mittelpunfte haben. Sind a, ß, y bie rechtwinkligen Eoordinaten des Mit⸗ 
telpunktes und iſt r der Radius eines Kreiſes, deſſen Ebene, da fie auch den 
Mittelpunkt enthält, durch eine Gleichung von ber Forn 

(@—7) 


— 149 — - 
Z—-y)+my—A)--nz—e) = 0 
ausgedrückt iſt; fo ſtellt das Gleichungsſyſtem 
(2—y) +m(y—P)-Hnlx— eo) = 0 () 
G- N +y- r 
den in Rede fiehenden Kreis in rechtwinkligen Eoordinaten bar. 
. Außer dem Radius r fommen noch fünf Größen &, ,y, mund.n 
in den beiden Gleichungen (1) vor. Sind diefe fünf Größen veraͤnderlich, 


Der Radius r aber conftant, fo wird fich die Lage des Kreifes mit jenen 
fünf Größen verändern, feine Größe wird aber, da.r conſtant iſt, Diefelbe 


bleiben. Wenn nun ferner vier von jenen fünf Größen gegebene Functio⸗ 


nen der fünften ſind, was im Allgemeinen immer der Fall ift wenn zwiſchen 
den fünf Größen vier Bedingungsgleichungen exiſtiren; fo koͤnnen ale fünf 
Größen stwifchen Den beiden Gleichungen (1) und den vier Bedingungsgfei: 


“chungen eliminirt werden, und die Sinalgleichung der Elimination drückt 


dann diejenige. Fläche aug, welche von dem beweglichen Kreife erzeugt wird. 
Es find aber vier von den. Größen «, A, y, m und n immer Zunckionen 
der fünften, oder mit anderen Worten, es exiſtiren zwiſchen biefen fünf 
Größen vier Bedingungsgleichungen, wenn der bewegliche Kreis fortwährend 
vier, feine Bewegung dirigirende, Curven ſchneidet. Daher ift eine, von 
einem gegebenen Kreife zu ergeugende Fläche im Allgemeinen völlig beftimmt, 
wenn vier feine Bewegung dirigirende Curven gegeben find, wie wir (©. 426) 
fchon gefagt haben. 

. Statt vier gegebener Curven, welche von dem erzeugenden Kreiſe zu 
ſchneiden ſind, koͤnnen auch andere Bedingungen gegeben ſeyn, welche ſeine 


Lage beſtimmen, wozu die folgenden Aufgaben als Beiſpiele dienen moͤgen. 


Aufgabe [138]. Zwei auf einander ſenkrechte, ſich nicht ſchneidende 
Berade G, Gſind gegeben. Ein Kreis von gegebenem Radius r bei 
wegt fich fo, daß fein Mittelpunft die Gerade G befchreibt, und daß die 
Breisebene fortwährend durch die Berade G' gebt. Es foll die von der 
Breislinie erzeugte Släche gefunden werden. 

Wir nehmen ein rechtwinfliges Coordinatenſyſtem fo. an, daß die Ge 
rade G’ die Achſe der x, und die Gerade G durd) die Gleichungen 

x=0 ; y-b 
ausgedrüdt fey. Da nun der Mittelpunkt des Kreiſes in diefer zuletzt ge⸗ 
nannten Geraden liegt, fo find zwei feiner Coordinaten, naͤmlich = = 0 und 
P = b, conflant. Da ferner die Kreißebene nicht nur den Mittelpunft, 
fondern auch die Achſe der x enthält, fo if deren Gleichung 
II. 29 
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bz = yy | 
“und es ift daher das, den Kreis ausdruͤckende Bkeihungsiftem 
bzeyy _ 
Z—-Y’+Gy-b’+ rt -r 
Eliminiren wir y zwiſchen diefen beiden Gleichungen, fo kommt 
@+y)y—b’ = -x’)y’ @). 
ale die Gleichung der erzeugten Fläche, welche demnach vom vierten Grade 
ift. Die, der Ebene der xz parallelen Durchfchnitte diefer Fläche find im 
Alfgemeinen (reelle oder imaginaire) Ellipſen, was ſich fogleich ergiebt wenn 
wir y conftant feßen. Derjenige biefer Durchfchnitte, welcher in der Ent: 
fernung y = b geführt wird, ift dag Syſtem zweier Geraden, die der Achfe 


- der z parallel find; und der Durchfchnitt in der Entfernung y = 3b ift 


ein Kreis, deffen Radius gleich Yrr—!b? if. Die der Ebene der yz pa- 
rallelen Durchfchnitte, deren Entfernungen von diefer Ebene Eleiner ale r, 
find Conchoiden, was wir erkennen, indem wir, in der Gleichung (2), x 

conftant und fomit ?— x? = a? fegen (I, $. 60. ©. 6). Die Achfe der x 


iſt eine doppelte Linie der Fläche (2), und zwar zum Theil oder gänzlich iſo⸗ 


lirt, je nachdem ? > b’ oder ? < brifl. 


Aufgebe [139]. Zwei auf einander fenkrechte, ſich nicht fchnei: 
dende Berade G, G’ find gegeben, wodurch zugleich die Ange der Ebene 
E beftimme ift, welche, indem fie die Gerade G entbält, auf der Geras 
den G’ fenfredt ſteht. Ein Kreis von conflanter Bröße bewegt fich fo, 
daß fortwährend feine Peripherie die Berade G fchneidet,. feine Ebene 
die Berade G’. enthaͤlt ımd fein Mittelpunkt auf der Ebene E bleibe. 

Es foll die von der Kreislinie erzeugte Släche gefunden werden. 


Wir nehmen das Coordinatenfyftem wie in der vorigen Aufgabe an. 


. Die Ebene E ift alsdann die Ebene der yz, daher a = 0 und dad. Glei⸗ 


chungsſyſtem des beweglichen Kreiſes 
Pz = yy 
a-N+g-Drker 
Da nun die Kreisperipherie Die Gerade G fchneiden fol, deren Gleichungen 


| x=-0 ; y=b | 
find, fo ergiebt fich, durch Elimination von x, y, 2 zwiſchen den. genann- 
ten vier Sfeichungen, die Bedingung \ 


PH Nb- = 


finden laſſen. 
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Errminiren wir zwiſchen dieſer Gleichung und den obigen Slechurgen des 6. 93. 


Kreiſes die Größen 4 und >, fo kommt 
(NH PHP PPeH-y)rRyt=0 SD) 
als die Gleichung der erzeugten Zläche, welche fomit vom achten Grabe ift. 
Hierbei bemerken. wir noch Folgendes. Der Gleichung (3) koͤnnen wir, 
indem wir fie nach z und nach x auflöfen, die Formen 
y—-b’(z?-+-Yy?) = ja + 2ıyr —z®|y® ı 
pP? +24 Pb? ERry—byVer”?=0 60) 
geben. Segen wir nun x conftant, fo wird 2r?’— x?’+-2ryr? — x? ſowohl 
als I? — x? — Ay’ — x’ — x? eine conftante. Größe,. und bezeichnen wir dieſe 
reſpective durch a,” und a,°, fo giebt ung. bie Gleichung (4). 
-b’2+y) = ary ode (vbiRHy) = ar” ı 
welche leßtere Gleichungen zwei Conchoiden ausdrüden. Die Släche (3) 
wird daher von einer, ber Ebene der yz parallelen Ebene in einer Curve 
gefchnitten, die nicht im eigentlichen Sinne vom achten Grade ift, fondern 
weiche aus zwei Linien vierten Grades, und zwar aus je Conchoiden be: 
fiehet. Segen wir aber z = tangd-y, ſo wird 2-+-y? = soc’4:y?, und 
die Gleichung (5) giebt ung 
y””=0 oder cos’#- 224 (y-b)?+ 2rcosd- (y—b) = 0 
oder cos?F.x?+-(y—b)’—2rcos#.(y—b) = 0 
Die Fläche (3) enthält daher die Achſe der x, welche der Fläche gänzlich 
oder nur zum Theil conjugirt ift; und es find die Projectionen aller Durch- - 
fehnitte, ‚welche dieſe Gerade enthalten, zwei: Ellipfen, diefe Durchfchnitte 
felbft aber, wie wir leicht finden, zwei Kreiſe. Alle diefe analytifch herge⸗ 
leiteten Refultate hätten fich eben fo leicht auf blos geometrifchem Wege 
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Aufgabe [140]. Es find zwei auf einander fenfrechte Ebenen E, 
E, und es ift in der zweiten Ebene E eine Eurve M gegeben. Ein 
reis von gegebenem Radius r bewegt fidh fo, daß feine SEbene der 
Ebene E parallel’ bleibt und daß fein Mittelpunkt die Curve M befichreibt. 
Es foll die allgemeine Gleichung der, von der Rreislinie erzeugten Flaͤche 
gefunden werden. 


"Wir nehmen die Coordinaten rechtwinklig, und zwar die Ebene E zur 
Ebene der xy und die Ebene F' Bei Ebene der zz an. Es ſey num 


= f(z) 
29* 
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$. 94. bie gegebene Gleichung der Curve M, fo ift, da der Mittelpunkt des Heei⸗ 


fe8 fi in ber Ebene der xz befinden fol, A = 0, und, dba er auf ber 
Curve M liegen fol, « = fy). Da ferner die Kreisebene der Ebene ber 
xy parallel ſeyn fol, fo ift deren Gleichung z = 7. Der erjeugende Kreis 
ift daher durch Die Gleichungen 

z-,=0 ; GP +HYV+HrKX—o) = r 
ausgedrückt, und eliminiren wir y, fo kommt 


”+Ha-V’=-r |, (1) 
ober auch, was daſſelbe iſt, 
fa) = xy —y | (2) 

oder endlich, wenn wir ung z entwickelt denfen, 
z= psy r?— y?) | (3) 


als die allgemeine Gleichung der erzeugten Fläche. 
Es fey 5. DB. die Curve M eine Eipfe und 


az? b’r? — a?bh? 


ihre Gleichung, fo iſt 
x = f(z) zum = 


daher auch, nach (2), 


vb’—z’ , 


+: W-7 2 — xtyr—y% 
oder, nach (3), 
2 = (typ) (4) 


die Sleichung der erzeugten haqe 


Wenn die Curve M nicht gegeben iſt, fo iſt die Function f, und daher 
auch die Function ꝙ willkuͤrlich. Iſt dann aber eine Eurve N gegeben, 
welche auf der Zläche Liegen fol, fo ift die Släche indivibualifirt und die 
genannten Sunctionen werben dadurch beſtimmt. — Segen wir z. B., daß 
diejenige gerade Linie fich auf der Släche (2) befinden fol, welche ‚Durch 
die Gleichungen 
x=-0 ; y=nz+p (5) 


ausgedruͤckt iſt, ſo erhalten wir, durch Elimination von x und y zwiſchen 
den drei Gleichungen (2) und (5), 


f(z) = Vrꝰ- p’— 2npz —n?2? . (6) 





en 


I 


— 458 — 


Da nun x = f(x) die Sleichung der Curve M ift, fo A in dem gegen, PR 9. 


wärtigen Salkı dieſe Curve M durch) die Gleichung 
x = zyr’—p’—2npz—n?’z? | 

oder, wenn ir rationaf machen, durch die Gleichung 

aM x42npz p- ⸗0 
dargeſtellt, und ſomit eine Linie zweiten Grades. Die Gleichung ber, von 
dem Kreiſe erzeugten Flaͤche iſt aber | 

zZVW-P- ap xy % , MD: 

wie wir ie durch Subftitution des Ausdrucks (6 in Die Gleichung (2) finden. 


Aufgabe [141]. Eine Ebene E und eine Curve M im Raume find 
gegeben. Ein Kreis von gegebenem Radius r bewegt fich fo, daß feine 
Ebene der gegebenen Ebene E parallel bleibe, und daß fein Mittel⸗ 
punkt die gegebene Eurve M befchreibt. Es foll die von der Kreislinie 
erzengte Släche gefunden werden. | 0 


Wir nehmen die yegebene Ebene E zur Ebene der xy und bie Co⸗ 
ordinaten rechtwinklig. Es ſeyen dann 


x=g2) ; Yy=-y@W) sr 0); 48 9 
die gegebenen Gleichungen der Curve M. Die Gleichungen des erzeugen, 
den Kreifes aber find - 


2273; —E— — —⏑—⏑—— —— —8 =" 
Eliminiren wir zwiſchen dieſen vier Gleichungen die drei Weränderlichen 
c f, Yı fo kommt 
y-voal + 2-40)” = 6) 


als die allgemeine Gleichung der erzeugten * 
Iſt z. DB. die gegebene Curve M eine, durch die Gleichungen 


x = 0008 ; yaosn 
| e no ° Bu, 
ausgedruͤckte Schraubenlinie ($. 86 ©. 5), fo haben mir 

906* 0008, Vv60) = esn 
und daher, zufolge der Gleichung &, 
| y’+x — — Mxone +0? =r —0 (9) 


ais Gleichung der erzeugten Flaͤche. 
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Wenn die Eurbe M nicht gegeben if, fo find die Functionen ꝙ und 
av willkürlich. Sind dann aber zwei Curven gegeben, welche auf der 
Släche (8) liegen follen, fp ift die Zläche dadurch individualifirt, und die 
genannten. Functionen werben dadurch beftimmt. . Segen wir z. B, diejeni⸗ 
gen beiden Geraden follen ſich auf der Fläche befinben , welche durch die 
Gleichungen 


ne | (10); | -. an. 


ausgedrückt find, fo erhalten toir, durch Elimination von x und y smifchen 
der Gleichung (8) und refpective den ‚Gleichungen (10) und (IL), wenn 
twir, ber Kürze wegen, p(z) und vw bloß durch ꝙ und y begeichnen, 

(uz yPr?=r? ; w+ (mz -p’=r .(12). 
woraus wir, Buch Entwicklung, | 


on —— — (18) 


und, wenn wir dieſe Ausdruͤcke in die Gleichung (8) ſubſtituiren, die Glei⸗ 
chung der erzeugten Flaͤche erhalten. — Indem wir auf dieſe Weiſe die 
Functionen ꝙ und w beftimmt haben, haben wir, da z=y,v() = ß 
und Y(y) = a, zugleich die Curve M des Mittelpunftes gefunden, und bie 
Projectionen (13) dieſer Curve find alfo Linien zweiten Grades. Mir koͤn⸗ 
nen diefelbe- Curve M aber auch durch das Syſtem der beiden Gleichungen 
(12), nämlich durch 
P+a®—2nfy rny’—’ = 0 ; P+o? _ may my = 0 
ausdrücden. Ziehen wir dieſe Gleichungen von einander ab, ſo kommt 

204 - 2me + (m?—n)y = 0 ;‚x ‚ (14) 
wodurch eine Ebene dargeftellt wird; die Curve M. des Miteelpunktes iſt 
daher von einfacher Krümmung. 








Aufgabe [142]. Eine ebene Eurve M und eine auf, ihrer Ebene 
E fenkrechte Gerade G find gegeben. Ein Kreis von gegebenem Ra 
dius r bewegt fich fo, daß ſein Mittelpunkt die Curve M durchläuft und 
Daß feine Ebene fortwährend die Gerade G entbält. Es voll die, v von 
der Kreislinie erzeugte Släche gefunden werden. ' u 


Mir nehmen die Eoordinaten rechtteinflig und fo an, daß bie Gerade 
G die Achfe der z, und die Ebene E die Ebene der ” ſey. Die Ss 
chungen der Curve M bezeichnen wir burh . 
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Dan haben wir, da der Mittelpunkt «Ay in der Eure M liegen ſoll, 
60 f(a); y=0, 


und, da die Kreisebene die Achſe der z und den Mittelpunkt des Kreiſes 
enthält al8 Gleichung diefer Ebene 


Die Gleichungen des Kreifes find daher 
a y-fo),x=0; + y-fo} +(&—o) -r 
Statt diefer beiden Gleichungen koͤnnen wir aber auch die Gleichungen 
a‘y—f(e).x —= 0 ; Z2+ EI Haar — nr (5). 
nehmen, von welchen die zweite das Nefultat der Elimination von y if. 
Aus der erften Gleichung (15) erhalten wir 


f(e) _Y nn 
mer, (16) 
und, wenn ir biefe Gleichung (16) nach « aufgelöft ung denken, 
a=g(E) - an 


Eliminiren wir nun a vermittelft diefer Gleichungen (16) und an aus 
ber sweiten Gleichung (15), fo kommt 


R@-)++ 0) gl) = 0 J a 


als ‚die allgemeine Sleichung der erzeugten Fläche. 

Iſt z. B. die Linie M eine Gerade, welche der Achſe der x paraßel 
läuft und deren Gleichung daher y = b ift, fo haben wir 88 = f(e) =b, 
daher nach (16): \ | 

i=! r vworaus o =.p(f) = _ Zu 
und Demnach it die Gleichung (18) in dieſem Sale - 
PA-HYPHIG =; 0: 
die Flache iſt dann dieſelbe, welche wir in der. Aufgabe 138 & 93) bes 
trachtet haben, und die fo eben gefundene Gleichung wird auch mit der 
Gleichung (2) des 6. 93 identifch wen wir z und x gegenſeitig vertauſchen. 


A 
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Wenn die Curve M nicht gegeben iſt, fo iſt die Function f, und daher 
auch. die Function ꝙ willfürlich. Iſt dann aber eine Eurve N gegeben, 
welche fish auf der Släche befinden fol, fo ift dieſe dadurch individualifirt 
und die genannten Sunctionen werben dadurch beſtimmt. Setzen wir $. D. 
daß die Zläche die, durch die Gleichungen | 

x=a; z=0 as) 
aüsgedruͤckte Gerade enthalten fol, fo haben wir, wenn wir 
=u. 0.0.0000 
fegen, in Folge ber Gleichungen (49) und (20) 
‚x; y=-au ; z=0;. 
und, wenn wir diefe Werthe in die Gleichung (18) fubftituiren, ‚erhalten wir 


1--u?)Ma— 3 —_ ry? 
woraus fich ran . \ 


w = a4 








mesE l 


Na 
’ +(z) a Vy’+x° 
ergiebt. Setzen wir diefen legten Ausdruck in die Gleichung (18), fo er 
halten wir | 


alio 





2’(2?—r?)-+ 6 -ayyY”’_ +’ rx = 0 


oder, wenn wir die Parenthefen entwickeln, 


22? + (PP + 3x — a)? + 2 — a)ayy?’ + = 0 
als Gleichung der erzeugten Fläche, welche mit ber Gleichung (5) des $.93 
identifch wird wenn wir y für x, z für ynnd x für z feßen, wie denn 
auch bie erjeugfe Fläche — iſt als Die in der Aufgabe 139 betrachtete. 


Aufgabe [143]. Bine Berade G und eine Eurve doppelter Krüms 
mung M find Gegeben. Ein Kreis von gegebenem Radius r bewegt 
ſich fö, daß feine SEbene ſich um die Gerade G dreht und daß fein Mit⸗ 
telpunft die Eurve M durchläuft. Es foll die von der Kreislinie erzeugte 
Släche gefunden werden. 


Wir nehrhen die Gerade G zur Achſe der z eines ing Coor⸗ 


Binatenfftene, und es fey alsdann 


x.= f(z) 3 y=F(). 
dag Gleichungelyſtem der Curve M. 
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Die Sleichungen des Kreifes find, den Bedingungen. ber Aufgabe gemäß, S. 94. 
y-rk=0 ; G-NWHry- Maker , 
und flatt diefer Gleichungen koͤnnen wir auch die Gleichungen 
y-k=0; a-r+[5 + 1-0) -n 
antvenden, von welchen die letzte dag Refultat der Elimination von y ift. 
Nun iſt aber, in Solge ber Oleichungen ber Eurve M de Mittelpunktes, 


eefl).;.P=FO) ı . 
und daher haben wir, ‚nad den oorhergehenben Gleichungen, das Gleichungs⸗ 
ſyſtem 


— 2 (F(y)) n — 
—X xfy)=0; @ ar: hilfe = r 


Aus der erſten dieſer beiden Gleichungen ergiebt ſich 


= 7 und durch Entwicklung = 4— 


und, da f(y), ö - 


a= [» (Z) | oder kurter a= v(z) - 


Subftituiren wir dieſe Ausdrücke in Die zweite Gleichung des zuletzt ange 
gebenen Gleichungsſyſtems, fo kommt 


xꝰ)z — e(£) +0°+ -yl)) — rix⸗ J a). 


welches die allgemeine Gleichung der erzeugten Zläche iſt. 
HE 5 3. die Curve M die, durch die Sfeichungen 


X= 00 ; y-omı 
np. 








ng 
ausgedrückte Schraubenlinie, fo ift . 
F 
rul-! -, und durch Enttwiclung y = -o(!)= =n0 ende = 9— 
ferner 








.—- [»(@)] = 0008 are (tang = *8 Fr Fer 


Demnach iſt, in Folge von (21), | 
|=- neare(tang = 2) ++ = +8 -(?’=r l J 


8 
N $ 94. u wenn wir z entwickeln, i 
= noarc(tang = ?) + Yr- =e J — re +x°. (22) 


"die Gleichung” der erzeugten Släche. 

Wenn die Curse M nicht gegeben tft, fo ſi nd die Functionen f und 
F, und daher auch die Functionen ꝙ und vw willfürlih. Sind dann aber 
zwei Eurven gegebeit, welche, ſich auf der ‚Släche befinden follen, fo ift die 
Släche individualiſirt, und die Functionen ꝙ und u dadurch beſtimmt. 
Setzen wir z. B. die Flaͤche ſoll die beiben Geraden enthalten, welche durch 
die Gleichungeſyſtene 


zoo J. — 0 





ausgedruͤckt find, und bezeichnen wieder I - z burd) u, fo daß 


y=-x2Uu,. 2) 

fo erhalten wir durch Elimination von x, y, z zwiſchen ben Gleichungen 

- (21), (23) und (25), dann zwiſchen den Gleichungen (21), (24) und (25), 
wenn toir, der Kürze wegen, g(u) und (u) durch @ und w bezeichnen, 
au—-’+AlrW)Cc- Wer |, (26) 
el ya, =, | 

woraus ſich zunachſt | W 


- = Ftznukp';, 
alſo 


entweder y= 0 oder u=0 _ 
ergiebt. Zür p =.0 finden wir aus jeder der beiden Gleichungen (26) 
er y Vz? —n?c’y? 
_ „I ZIreUu VIX 
vn = e= vi-+ ee vG :) = ne vy +2? 
und die Gleichung (21) nice ung nun 
2) + x - +? EVER ey) = 0 (27) 
als Gleichung der individualifirten Zläche. 
- Wollten wir u = 0 fegen, fo wuͤrde 0, 'alſo y — 0 die Gle— 


chung der erzeugten Flaͤche, dieſe ſomit die Ebene dei xz feyn. Und in der 
That können in der Ebene der zz unendlich viele Kreife vom Radius r ber 
fchrieben werben, welche die beiden gegebenen Geraden (23), (24) fchneibden, 
weil der Durchfchnittspunft diefer Linien in dieſer Ebene y = 0 liegt. 








' 
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$ 95. 


Wenn nicht nur die fünf Größen &, 9, y, m und n in den Gleichun⸗ 
gen (1) des $..93, welche den Kreis im Raume ausdruͤcken, fondern auch 
deffen Radius r veränderlich iſt; fo. find fünf. Bebinguugen, oder, was 
daſſelbe ift, fünf Dirigirende Eurven erforderlich und, im Allgemeinen / bin; 

reichend um bie erzeugte Fläche zu beftimmen. 5 ’ 


Aufgabe [144]. Iwei anf ı einander ſenkrechte, ſich nicht ſchneidende 

Gerade G, G’ find gegeben. Ein Kreis von veraͤnderlicher Größe be 
wegt ficb fo, daß fein —æ die Gerade G- befchreibt, und daß 
die Zreislinie fortwährend von der Geraden G’ berührt wird, Es ſoll 
die erzeugte Flaͤche gefunden werden. — 
Wir nehmen. das Coordinatenſyſtem wie in den beiden Aufgaben 138 
u. 139 an. Die Eoordinaten des Mittelpunftes des erzeugenden Kreiſes 
find alsdann « = 0, P.= b und.y = y. Da nun dieſer Kreis von der 
Geraden G’ berührt toird, fo liegt diefe Gerade, d.i. Die Achfe der x in ber 
Krelsebene, und die Gleichungen des Kreiſes ſind alſo | 


| z=,y ; - r un 


Aber die Achfe der x hat, als Tangente des Kreifes; © von bdeſſen Riten | 


die Entfernung r; daher ift 
y’+b? = ?r?? ı 
wodurch die beiden angeben Bleichungen in 
| bz = yy ; 24 y2— 272 2by-+3 = 0 Fr 
übergehen. Eliminiren wir >, fo kommt on — 
——06(0) 
als die geſuchte Gleichung der erzeugten Flaͤche, welche alſo vom dritten 
Grade iſt. Die Achſe der x iſt eine conjugirte Linie der Flaͤche, welche fie 
zugleich berührt. ‚Die, der Ebene der xy, und die, der Ebene der yz pa- 
rallelen Durchfchnitte, der Flaͤche ſind Linien dritten Grades; die der Ebene 
der zz parallelen Durchſchnitte aber find Hpperbeln, denn fen wir y=h, 
fo erhalten wir aus der Gleichung () 
 @b- bzi hr? = (2b — ijne 


A ufsabe [145J). In dem mureipankte einer gegebenen @ipfe 
oder Byperbel ifi auf ihrer SEbene eine: Senkrechte errichtet. Ein Kreis 
von veränderlichem Radins. bewegt fich fo, daß fein Mittelpunkt in dem 
Mittelpunkte der gegebenen Eurve bleibt, daß feine Ebene die genannte 


$. 9. 


alio 
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Wenn bie Curve M nicht gegeben iſt, fo iſt die Function f, und daher 
auch. die Function ꝙ willkuͤrlich. Iſt dann aber eine Curve N gegeben, 
welche ſich auf der Släche befinden fol, fo ift diefe dadurch individualifirt 
und die genannten Sunctionen werden dadurch beftimmt. Segen wir z. B. 
daß die Flaͤche die, durch die Gleichungen 


x=a; 2=0 (19) 
afsgebrückte Gerade enthalten fol, fo haben wir, wenn wir 
eu 
fegen, in Folge der Gleichungen (49) und’ (20) . 


za, Ja, z=0;..- 
und, wenn wir diefe Werthe in die Gleichung (18) fubftituiren, erhalten wir 


1 2 — 2 — 
woraus fich (d-+-u’)(a— P(u)) 5 


vw = —E 





er ' 


+(2) = 


ergiebt. Setzen wir biefen legten Ausdruck in die Gleichung (18), fo er- 
halten wir | 

2a) + Ig- AP HR) - 0 
oder, wenn wir die Parenthefen entwickeln, | 

DH (PARK a)’ Er a)ayy’ Hr = 0 

als Gleichung der erzeugten Fläche, welche mit der Gleichung (5) des $.93 
identifch wird wenn wir y für x, z für y nnd x für z fegen, wie denn 
auch Die erjeugfe Fläche diefelbe ift als die in ber Aufgabe 139 betrachtete. 


Aufgabe [143]. Kine Berade G und eine Curve doppelter Kruͤm⸗ 
mung M find gegeben. Ein reis von gegebenem Radius r bewegt 
ſich ſo, daß feine Ebene ficb um die Gerade G drebt und daß fein Mit: 
telpunft die Curve M durchläuft. SEs roll die von der Kreielinie erzeugte 
Släche gefunden werden. 


Mir nehmen bie Gerade G sur Achſe der 2 eiues sing Coor⸗ 





dinatenſyſtems, und es fey alsdann 


x=f(e) ; v-r@ 
dag Bieichungefoftem ber Eurve M. | 
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Die Sleichungen des Kreiſes ſind, den Bedingungen der Aufgabe gemäß, 5. 94. 
y-&=0 ; (2?- E— ent 
und ftatt dieſer Gleichungen koͤnnen wir auch die Gleichungen 


ht; ar ıa-at=r 
anwenden, von. welchen die letzte das Reſultat der Elimination von y iſt. 


Nun iſt aber, in Solge der Gleichungen der Eurve M bes Mittelpunltes, 


| ewily). ; P=F0Q) ı . 
und daher haben wir, nach den n vorfegehenen Gleichungen, das Gleichungs⸗ 
ſyſtem 


— 2 (F(y)) _ — 
yIn-xFQ)=0; (@ + oy —R = r 


Aus der erften diefer beiden Gleichungen ergiebt fi) 


= 2, und durch Entwickluns = 6) ' 


und, da a = f(y), = ' ” 


o= [o (%)]: oder kürzer —E 0) 


Subſtituiren wir dieſe Ausdruͤcke in die zweite Gleichung des zuletzt ange⸗ 
gebenen Gleichungsſyſtems, ſo kommt 


Sl Bias uni Rn 


welches bie allgemeine Gleichung der erzeugten Flaͤche iſt. 
Iſt z. B. die Curve M die, durch: die Sfeichungen 





| x = 0008 7, ; y=osn — 
nr See if. | 
FON) yet.) y y 
fo) ig x und durch Entwicklung y = -+(( I no oar(ır = %); ; 
ferner | Ä 








nz - [#)] = eos are(tang = 2 Pr — 


Demnach iſt, in Folge von (21), | 
|z-noare(tang = 7) ++ — o? - nr? A j . 
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$. 95. Senkrechte enthaͤlt und daß feine Peripherie die gegebene Eurve ſchnei⸗ 
det. Es foll die erzeugte Släche gefunden werden. - 

Wir nehmen bie Ebene der gegebenen Ellipſe zur Ebene ber xy und 
die Eoorbinaten rechtwinklig. Diefe Eurve fey dann ‚Durch die beiden Glei⸗ 
chungen 

z=0 a22y 2x abꝰ 

ausgedruͤckt. Die Gleichungen des erzeugenden Kreiſes ſi nd nun, den ge 
machten Borausfegungen zufolge, 

ya; Arypıren f 
in welchen. n und r gwei veränderliche Größen find. Soll dieſer greis die 
Ellipſe ſchneiden, ſo muß zwiſchen n und r Diejenige Relation Statt haben, 
welche fich durch Elimination von x, y, zZ zwiſchen den angegebenen vier 
Gleichungen findet, naͤmlich 
| (aꝰnꝰ + br? = ab?’(L+n®) 
Segen wir hierin für n und r?, zufolge der Kreisgleichungen, refpective 
_ und 2 +-y’+x’, fo-fommt 

@y’+bRr) Hy? Hr) = ab?) 0 

als Gleichung der erzeugten Fläche, welche fomit vom vierten Grade ift. 
Diejenigen. Stücke der Achfe der z, welche von den Punkten z=a, z=b 
und von den Punkten z= —a, z = —b begrenzt werden, befinden fich 
auf der Fläche; die übrigen Stücke diefer Geraden find als conjugirt zu 
betrachten. 


Wenn bie gegebene Curve eine Hpperbel, und 
z=0 ; a’y? - h’x? — — a?b? 
deren Öleichungen find, fo ift die Gleichung der ergeugten Flaͤche 
ab’) HE Hr) = 0, (3) 
bie wir aus der Gleichung (2) erhalten indem wir by—1 für b feßen. 


Aufgabe [146]. Zwei fich nicht fehneidende GSerade G, G' find ges 
geben, und deren Entfernung a, d.i. die Länge der Geraden, welche G 
und G rechtwinklig fchneider, ift in O balbirt. Ein Kreis von veräns 
derlicher Größe bewegt fidh fo, daß fein Mittelpunkt in dem Punkte O 
bleibt und jr feine Peripberie fortwährend die beiden Geraden G, G 
ſchneidet. Es foll die von der Zreislinie erzeugte Släche gefunden 
werden. j , . 
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Wir nehmen biejenige Gerade, welche die beiden gegebenen rechtwinklig 6. 95. 
fchneidet, zur Achfe der x, den Halbirungspunft O zum Anfangspunfte ber 
Coordinaten, und zwei durch diefen Punkt gehende, auf der Achſe der x 
fenfrechte Gerade, welche mit den gegebenen gleiche Winkel bilden, zur Achfe 
der y und der z. Alsdann find Die gegebenen Geraden durch die Glei- 
chungsſyſteme 


= +kz y=—kz 
auszudruͤcken. Die Gleichungen des erzeugenden Kreiſes, deffen itchant 
im Anfangspunkte der Coordinaten liegen ſoll, ſind 
mz+ny+px=0 ; 224x r, | 
in welchen m, .n, p und r als veränderliche Größen angefehen werden 
muͤſſen. Da dieſer Kreis die erſte und die zweite gegebene Gerade ſchneiden 
fol, fo muß zwiſchen den Größen m, n, p und r diejenige Relation Statt 
finden, welche ſich durch Elimination von x, y, 2 swifchen den Gleichungen 
bes Kreifes und den Gleichungen der erften Geraden, und ferner diejenige 
Relation, welche fich durch Elimination von x, y, Z zwifchen den Gleichun⸗ 
gen des Kreifes und den Gleichungen der zweiten Beraden ergiebt, nämlid) 
Hp’ Ha) min)’ = 0 ; (14)a’p’+-(@-r) (min)? = 0. 
Biehen wir Diefe Gleichungen von einander ab, ſo kommt 
44(aꝰ - r) mn ⸗0, 
woraus entweder m=0 oder n— 0 oder r=a folgt. 


Nehmen wir erfiengm= 0, fo ziehen ſich die zwei vorher gefunde⸗ 
nen Gleichungen beide auf 


—VV— Pr Kar) =0 
zurück, und Die Gleichungen de Kreiſes auf 
y+Ex=0 J + yP4N rn u 


= +2 | | x=-—a 
2 


Eliminiren wir zwiſchen diefen brei Sleichungen die beiden Bögen und 


r, fo kommt | 
(1+ k’)a’ y? == xex— y2 u x?— a”) (4) 
als ‚Gleichung der erzeugten Fläche. ' Ze 


Nehmen wir zweitens n = 0, ſo lichen ſich die zwei ia gefuns 
Denen Gleichungen beide auf - 
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$. 95. ben Gleichungen ber Geraben G und der Geraden @ ergeben. Die Final⸗ 

gleichungen biefer Eliminationen find: 

e(1+-K’)a— a) = ry Hk ; Ark ra) = Typ)? ; 

und aus ihnen ergiebt fich, wiederum durch Elimination von r, 

(koß -+ ay)(akd-+ay) = 0 
Demnach befteht der gefuchte Ort aus zwei, durch die Gleichungsſyſteme 
++ a . + Rot a 
kof-+ay = 0 | 6) ; ——— = 0 0) 

dargeſtellten fphärifchen Linien vierten Grades, von welchen eine jebe, wie 

wir fehen, bie Ducchfegnistecuroe der Rugelfläche (7) und eines hyperboli⸗ 

ſchen Paraboloids iſt. 

§. 96. 

Wenn wir uns irgend eine gegebene Curve N von einfacher oder von 
doppelter Krümmung mit einer geraden Linie A feft verbunden vorftellen, 
fo fönnen wir, ohne die Verbindung der genannten beiden Linien aufzuhe⸗ 
ben oder zu verändern, die Curve N fich bewegen laſſen, während die ges 
rade Linie A und ein jeder Punkt berfelben an feinem Drte bleibt. Die 
Curve N wird, bei dieſer Bewegung, ſich um die genannte Gerade, wie um 
eine feſte Achſe, drehen und eine Flaͤche erzeugen, welche Rotationsflaͤche 
genannt wird. Die feſte Gerade heißt die Achſe der Rotationsflaͤche, 
oder auch die Rotationsachſe. 

Es iſt klar, daß ein jeder Punkt der erzeugenden Curve N bei ihrer 
Bewegung einen Kreis befchreiben muß, beflen Ebene auf ber Achfe A fenfs 
recht if, und deffen Mittelpunkt in dieſer Achfe liegt. Jede Rotationgsfläche 
kann daher auch ald durch einen Kreis erzeugt angelehen werden, deſſen 
Mittelpunft die Achfe befchreibt, deffen Ebene die Achfe fortwährend ſenkrecht 
fchneidet und deffen Radius fich nach, irgend einem beftimmten Geſetze ändert. 
Ale auf der Achfe der Rotationsfläche fenkrechte Schnitte find alfo Kreife, 
und diefe Kreife werden ſchlechthin die Parallelkreiſe der Rotations— 
flaͤche genannt. 

Eben ſo leicht iſt einzuſehen, daß, welches auch die erzeugende Curve 
N einer Rotationsflaͤche ſeyn mag, alle, bie Achſe dieſer Flaͤche enthaltenden, 
ebenen Durchfchnitte vollkommen gleiche Eurven find; und diefe Curve von 
“einfacher Kruͤmmung, durch deren Drehung um bie Achſe diefelbe Rota⸗ 
tionsfläche ebenfalls erzeugt wird, beißt die Meridiancurve der Rota- 
tionsflaͤche. 
Aufı 
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2 Aufgabe: [148]. Die age: der Rotattenendhfe ft gegeben Es 6. 96. 
F die allgemeine Gleichung der Rotationsflaͤche, welcher dieſe Achſe 
zugehoͤrt, gefunden werden. J 

Es ſeyen 

nn e08y(x— a). =. 00802; rd) = —E— 
die gegebenen Gleichungen der Rotationsachſe in Beziehung auf ingenb; ein 
rechtwinkliges Eoorbinatenfpftem. Iſt xyz. ein Punkt dieſer Achſe, fo 


° 
“L 


daß. alſo 5. Pr“ ’ Ur * 
Zn 3 3 / 

ſo ik bet Garaleltreig; deſſen Miticheuntt dieſer Puntt⸗ xyz! fr. var, bie 

Gleichungen - 





Ze It Ant DE Sin 204 udn ⏑— ont! 
| auszubtüchen. Segen wir für X und y’ bie: angegebeiten- Ausdrüce in’ 2 
und betrachten r?, welches für jeden Parallelkreis, alfo für jeden, in der 
Achfe liegenden, Mittelpunkt einen befimmten, von’der Lage Diefes Punktes 
in der Uchfe abhängenden Merth Hat, als eine Function der Coordinaten 
x%,.%, Z diefes Punktes, oder, weil x’ und y/ wieder von z-auf die ange 
gebene Weife abhängig find, nur als eine. Function son z/;. die, wir durch 
(2) bezeichnen, fo Eommt, nach theilweifer. Aufhebung der Pabmehälenn und, 
da er ine = 1. iſt, on. 


cosy(2— 2) + cosly— Y)rcssax—x) = 0 


, va 





cos y⸗ + cos Ay — b)- + oral * —* 





| | wen. | 

2 _h\2 42. _ _at._ O5 z" — 
2?4+(y-bP?+-(z-a) often b)+oose(x 1. * * f ke). 
Bereichnan wir, der Kuͤrze wegen, den Ausdruck = on 

: 0872 -t- e0s Ay:— b) + cosa(x — a) durch V. Be 
io. werden die eben erhaltenen, Gleichungen durch 

Ka De a Er Ze V — Zu; ta NT 

A 6087 





= 12) 


dargeficht, und swifchen ihnen haben wir z zu eliminiren, um die gefuchte 
Slechuns zu erhalten. Fuͤhren wir dieſe Elimination aus, ſo ergiebt ſich 
ie Pr y-bira-n’ = V?+fleosy-Vy 5: 
u. . 30 


2 —hY2 — a\? — 
a) — Wat” 
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$. 96. oder, wenn wir :bie Function V?-+-flcosy-V) durch ꝙ(V) bezeichnen, u und 


für Vwieder den oben genannten- Ausdruck einſetzen, 
2+-(y—b”’ (X— a) = SSACOS CYV-D-- c0sa(x—a)) f 

welches die verlangte Gleichung if. Da aber der Ausdruck 
p(cosyz +eos@y + cosax -cos?b— cosaa) nicht allgemeiner ift als ber 
Ausbruch: 4.(00852 + 008 Iy-+ cosax), fo fonnen wir der gefundenen Ste 
chung die etwas einfachere Geftalt . 

"+y-bir& 0 = Hleosyn +0 By-+onsax) a) 
geben. 

Diefelbe Gleichung ußt ſich auch noch leichter wie folgt herleiten. 
Irgeuhb eine "anf. ber gegebenen Achſe ſenkrechte Ebene iſt durch bie 
Gleichung 

oo. . 008YZ-Mcosßy-+-cosax = k 
darzuſtellen. Die Achſe aber fchneidet die Ebene ber xy in einem Punkte 
XıYıZı , deſſen Eoprdinagen:xı = 3, yı=b.und z, = 0 find. Nehmen 
wir biefen Punkt xiyızı zum Mittelpunkt einer Kugel, deren Gleichung alſo 

2y bb)? + (x— a)? an 0. 

ift, fo ſchmeidet dieſe Kugelflaͤche jene Ebene in einem Kreiſe, deſſen Mittel. 
punkt offenbar in der gegebenen Achſe liegt, und der daher ein Parallelkreis 
der Rotationsflaͤche iſt. Veraͤndern wir den Werth ‚von k, ſo ruͤckt bie 
Ebene parallel mit fich felbft fort, und die, ber genannten concentrifchen, 
Kugelflächen, welche die fortgerückten Ebentn- in Paraklelkreifen fchneiden, 
ändern, im Allgemeinen, ihren Radius. Es ift daher r? = gk), und wir 
haben alfo, durch Elimination von k, wie oben, 

+ (y—b’-r(x—a) = plcasyz+eosfy+cosax). (1) 
als allgemeine Gleichung der Notationsflächen. 

Iſt die Achfe der z die Notationgachie, fo iſt cosa = cos = B, 
c0sy = — 1l und a — b = 0. Die Gleichung (1) redusirt rn alsdann auf 


BAY X’. —ä ro 2) 
oder auch, f wenn wir y@)—2° durch u (z) Segeichnen, auf 
y’Hx? = (a) (3) 
woraus, durch. Entwicklung, die Zorm - 2 | 
z=F(y +) Ä (4) 


hervorgehet. 


Aufgabe [149]. Die Lage der Rotarionsachſe, und die erzeugende 
Eurve in irgend einer von denjenigen Kagen, welche fie während der 
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Erzeugung der Rotatiönefläthe bar, iſt gegeben Es foll die Rotationss $.%. 


fläche gefunden werden. 
Die Lage der NRotationsache (ey in rehtintigen -&oordinaten durch 
dag Gleichungsſyſtem. | | 
cosy(Xx—3a) = 00502 .; 008y(y—b) æ —* 
gegeben, und die erzeugende Curve in einer von denjenigen Lagen, die fe 
während ihrer Bewegung hat, durch das, auf daſſelbe Coordinatenſyſtem ſich 
beziehende Gleichungspaar 
F(x,y,‚)=0 ; Fi,y,z) = 0 (5) 
dargeſtellt. Welches nun auch .die 'geſuchte Gleichung der erzeugten Rota⸗ 
tionsfläche feyn mag, fo wird fie (vor. Aufg.) die Form 
z?+-(y-b®”? +-(x—a)? = p(cosyZ.+ cos fy + c0saX) (). 
haben; und da, die gegebene Curve in derjenigen. Lage,.in welcher fie- durch 
die Gleichungen (5), der Vorausſetzung nach ausgedruͤckt wird, ſich auf der 
Flaͤche befindet, fo muͤſſen, fuͤr alle Punkte dieſer Curve, die Gleichungen (1) 


und (5) zugleich beftehen fönnen. Setzen wir nun 


c08yZ+cosßyHcosax=\ ; 2+(y-bW? + x-a? = U, (6) 
fo iſt die Gleichung der Fläche u | 
U= PIOO ; oo 
und wenn wir zwiſchen den vier Gleichungen (5) und (6) die drei Groͤßen 
x, y und z eliminiren, fo erhalten wir eine Gleichung zwiſchen U und V, 
aus welcher fich durch Entwicklung U als eine Function von V ergiebt, 
wodurch die Form der Function p in. der Gleichung (7), und ſomit auch 
in der Gleichung (1) beſtimmt, und alfo die verlangte Gleichung der er⸗ 
zeugten Rotationsflaͤche gefunden iſt. 


Wenn die Rotationsachſe die Achſe der 2 in, und, bie Gleichungen der 
erzeugenden Curve 


x=f (2) 3 | = 6 (Z) | (8) 
find, fo fegen wir, um bie Function Yin be Gleichung 
P+r=v@) 0.0. 8* | 
zu beſtimmen, vr — 
22V s.VPar=U,, 6) 


und eliminiren x, y, z zwiſchen ben.vier Gleichungen (8), (9), wodurch wir 
en En - an)" + |vj]? 
und fomit 


9. 
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ale bie verlangte Gleichung der erzeugten Rotationsfläche erhalten: 

die Loͤfung der gegenwärtigen Aufgabe führt uns unmittelbar dazu, 
die Gleichung einer Rotationsflaͤche aufzuſtellen, wenn ihre Meridiancurve 
in rechtwinkligen Covrdinaten, deren Ordinatenachſe mit ber Rotationsachſe 
coincibirt, ausgehruͤckt iſt. Denn win konnen dieſe Meridiancurve als eine 
erzeugende Curve der Flaͤche betrachten; und dann erbalten wir ans. den ‚ger 
ae Sleichungen _ J Fu 


x=fhl) ; y- 0. a 
ai Meridiaucurve zufolge der Orhan (10),-- -- u 
oo yart= Mi og U m) 


als Slichung der Rotationsflaͤche. 
Dieſelbe Loͤſung ber Aufgabe zeigt uns aͤuch; wie wir aus den gegebe⸗ 
nen Gleichungen irgend einer erzeugenden Curve“ einer Rotationsflaͤche die 
Meridiancurde der letztern unmittelbar finden koͤnnen. Sind nämlich, , 
xefhl@) ; he) (8) 
die Sleihungen einer erzeugenden Curve in rechtwinkligen Coordinaten und 
iſt die Achſe der z bie a fo ift, in Folge der Gleichung (LO), 
= ff Ols Hol (13) 
bie eig der Wein, | , 


t >» .. .. . 
t . ẽ .* .. .. 2 ‘ .. .18 a 


& wir uns zu einigen fpecielien; die Rotationsflächen betteffenden 
Aufgaben menden, wollen wir noch Folgendes bemerken. 

Setzen wir voraus, die erzeugende Curve ſey, indem ſie auf ein recht 
winkliges Coordinatenſyſtem bezogen iſt, deſſen Achſe der z mit der Rota-⸗ 
tionsachſe coincidirt, im Anfange der Bewegung durch die Gleichungen 


x=-he) ; ya 8. 


dargeftellt, fo wird fie e in demjenigen Momente der Bewegung; in welchem 


der Drehungswinkel gleich t geworden iſt, zufolge der Trangformationsfor— 
meln (J. $.3. 5.9, durch die Gleichungen 

lest x+saty= f (2) 3 — sint-X + Cost- y: = f,(z) (14) 
ausgebrückt ſeyn. Laſſen mir t von O' bie 2 continhirfich machten, fo 
drücken biefe Gleichungen, (LS) die erzeugende Curve in allen ihren Lagen 
aus, und wenn wir t zwiſchen ihnen eliminiren, fo erhalten wir ı 


y 
* 
Dj — 


EEE en BETT ETC so), 
wie oben, als Gleichung deijenigen Flaͤche, welche die Lurbe 8) durch ürs 
Bewegung erzeugt, d.i. als Gleichung ber Dosntianefläche Entwickeln wir, 
aus den Gleichungen (14),.x und:.y, fo kommt et 2; 
x = costf,(z)—sint (zZ) ; Y sint- —— K), a5)» 


- und. diefes Gleichungsſyſtem ftelt ebenfall die, von der gegebenen Kurve 


(8) erzeugte Rotationsfläche dar, wenn wir darin, t veraͤnderlich ſetzen. 
Wird fi(z) oder fa(z) für Werthe von 2, die zwiſchen getwiffen Grenzen 
liegen, imaginair, fo werden auch, in Folge der Gleichungen (15), x und 


Y, für diefe Werthe von z, imaginaie werden, da sint und cost, welche 


reelle Werthe dem t auch. beigelegt werben mögen, immer reelle Werthe 
haben. Wenn aber, was allerdings der Fall ſeyn kann, der Ausdruck 
fa)’ +[E2)]?, für die genannten Werthe von 2 oder für einen Theil 
derfelben, reelle pofitive Werthe bekomme, fo wird die durch die „Gleichung 
(10) ausgebrückte Notationsfläche nicht gänzlich von der gegebenen Curve 
(8) erzeugt. Solche Faͤlle haben wir bereits in 9.49 (Nufg.69, 70 u. 71) 
gehabt. Wegen dieſes größern Umfanges der Gleichung (10), kann es zu- 
weilen angemeflener feyn, ſtatt ihrer ſch des Gleichungsſyſtems (14) oder 
(15) su bedienen. 


Aufgabe —R In der Ebene einer Linie zweiten Grade if 
eine gerade Linie einer Achfe der Eurve parallel gezogen; um diefe Bes 
rade dreht fich die Curve. Es poll die erzeugge Rotationeflache gefunden 
werden. 


Wir nehmen die feſte Gerade zur Achſe der z. und die auf diefer Linie 
fentrechte Achfe der Eurve zur Achfe der x eines rechtwinkligen Coordina- 
tenſyſtems. Alsdann iſt die Linie zweiten Grades durch din Gleichangen 

tb rnd=0 .;.y0:. 
auszudrucken. Die Elimination von X, y, 2 zwiſchen bieſen beiden leia 
chungen und den beiden Gleichungen (9) giebt 
(aV?+bUrd)? = 4cU', 


FR 


und wenn..wir bierin Mär v und U eſpective z und vr * ſetzen, er⸗ 


halten wir BE TE 
jaz? — = ie y?-+-4c?x? (16) 


als Gleichung der erzeugten Rotationgfläche f welche demnach vom vierten 
Grade iſt. 


69 
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. Wenn bie fefte. Gerade felbft eine Achie der Eurve ift, fo ift in der 
Gleichung dieſer Line c= o wodurch ſich die gefundene Gleichung 
(16) auf ' 

a2’ 4-by? br? +-d= 0 
reducirt. Die erzeugte Rotationoͤflache ift. alsdann vom zweiten Grade, wie 
wir bereits wiſſen. 


Aufgabe [151]. Diejenige Rotstionsfläche zu finden, welche von 
einer gleichfeitigen 3yperbel erzeugt wird, die fi ch um eine ihrer Aſym⸗ 
ptoten drehet. 

Es ſeyen | 
z=p ; y=0 


die Gleichungen ber rotirenden Hpperbel, fo haben wir 
x = E  yvehd)=0, 


demnach, in Folge der Gleichung (10) oder (12), 


Pr 2 oder year -p (17) 
als Gleichung der gefuchten Hotationdfläche.. 


Aufgabe [152]. Diejenigen Rotstionsflächen zu finden, welche ers 
zeugt werden, wenn Die Rettenlinien, Deren Bleichangen refpectiwe 


, | x la rei ;’ y=-0" - 
= 34, rel ; y — | 
find, ſich um die Achſe der = drehen. — 
1 Fuͤr bie erfte Rotationsflache finden wir as ber Gleichung (12) 
unmittelbar "2 .. m | | 
YPHrxrz=ıa Nero. . . | (18) 


1. Eliminiren wir zwiſchen dem zweiten gegebenen Pe 
und ben Gleichungen (9) x, y und z, fo kommt 
vü _vVö 
und daraus | 


|! 





1 ae +e — er (19) ° 
als die Beichung. der zweiten Ratationsflaͤche 
§. 97. on Nenn 


Wir wollen ung wieder eine Curve M vo eitfacher ober boppelter 
Krümmung mit einer geraden Linie G feft verbunden vorftellen. Diefem 
Syſteme wollen wir eine ſolche Bewegung ertheilen, daß die Gerade G fich 
ip ihrer eigenen Nicytung fortbewege und daß zugleich bag ganze Syſtem 
ſich um dieſe Gerade G drehe, fo aber, daß die Winkel, welche irgend eine 
die. Gerade G enthaltende, mit dem Spfteme feſt verbundene Ebene befchreibt, 
ben Stücken der Geraden G proportiohal fepen, melde irgend ein Punkt 


. diefer Geraden zurücklegt. "Die bei biefer Bewegung von ber Curve M er; 


seugte Fläche nennen wir Schraubenfläche, und die Gerade G deren 


Achſe. Eine fpecielle Art birfer Flaͤche iſt⸗ die— bereits in 9 betrachtete 


gerablinige Schtaubenflache. J 


Aufga be [153]. Es ſoll die allgemeine Gleichung der rSchrauben: 
fläche gefunden werden, unter der Dorausfezung ‚eines rechtwinfligen 
Eoordinatenfyfiems, deifen Achfe der z die Achfe der Släche if. 


J. Es if Far, daß, welches auch die erzeugende Eure M feyn mag, 


ein jeder Punkt derfelben, eine Schraubenlinie befchreiben wird. Wenn nun 
ur diejenige conftante Größe bedeutet, mit welcher man die oben genannten 
Winkel multipliciren muß, um die ebenfalls genannten Stücke der Achfe zu 
erhalten, und wenn ferner R die Entfernung irgend eines Punktes der er- 
zeugenden Eurve von der Achſe ift; fo wird die von dieſem Punkte befchries 
bene Schraubenlinie, wie wir aug den Gleichungen (14) des $.86 finden, 
durch die Gleichungen: ei Ä 


+;h= nr —E = Sy 
V yꝰ +x? = R? . 

ausgedrückt feyn. Für einen andern Punkt der erzeugenden Curve hat, im 
Allgemeinen, R einen veränderten Werth, und mit dieſem aͤndert ſich auch 
der Werth von h, fo daß h eine, von Ber Geftalt der erzeugenden Curve 
beflimmte, aber wenn dieſe unbeftimmt -gelaffen, willkuͤrliche Function von 
R if. Wir haben alfo h = „(R?) oder, in Folge der zweiten Gleichung 
des angegebenen Gleichungsſyſtems der Schraubenfinie, h= g(y’-+x?). 


. 
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$. 97. Segen wir diefen Ausdruck in die erfie Gleichung des eben genannten Sy⸗ 
ſtems, fo kommt 


z = urarc(tng = —XRE 0 


welches die verlangte, allgemeine Gleichung der Schraubenflaͤche iſt. 

IL Da es vielleicht ‚nicht volllommen evident erſcheint, daß him: 
mer eine Function von y?-+-x? iſt, und da ferner daraus, daß has por 
ber augegebene Gleichungsſyſtem nicht nur eine Schraubenlinig,, fondern zwei 
vollkommen gleiche Schraubenlinien ausdruͤckt ($. 86. &14) f ein Zweifel 
entſtehn Ente, ob die. gefundene Gleichung (1) bie richtige ſey/ ſo wollen 
wir fie auf eine andere Weiſe auffuchen, 

Welches auch die erzeugenbe Eurve feyn mag, fo tig Be in dei An: 
fange ber eweguns durch zwei Gleichungen von der Form 

x=fldl) ; y- fa) 2. .@. 
barzuſtellen ſeyn. In demjenigen Momente den Bewegung oben, in welchem 
der Drehungswinkel gleich t geworden iſt, und derjenige Punkt des Syſtens, 
welcher im Anfange der Bewegung ſich im Aufangspunkte der Coordinaten 
befand, in dem Punkte der Achſe 2 liegt; für welchen z = mt iſt, iſt bie: 
ſelbe Curve, zufolge der oft erwähnten Transformationsformeln, durch die 
Gleichungen | 
'sint- ytosx= fi (2 art) ; cost y-sintx = f,(z—ntt) (3) 
auszudrücken. Wein wir dieſe Gleichungen quadriren und addiren, erhalten wir 
„Hz: = it. (@- u) +6 (z-an)) . 
Stellen wir ung dieſe Gieichung nach (2— nrt) aufgelöft vor, L haben mir 
2- urt - Fꝙxꝰ)) ... (9 
Durch Subſtitution dieſcs Ansdruckes in bie Gleichungen a ergieht fich, 
wenn wir fı[F(y’+x”)] durd) KO’) u. S[FCy’-+R’)] durch Faly’-+2°) 


bezeichnen, 
sint-y+costx = F(y? +3”) ; cost-y—sintx = Fıy? +3?) | 
und num durch Diviſion, wenn wir — mit er +x°) benennen, 


j .. cost: y- — sint: x. a 
int y-Hoost-X ur), 


Sehen ı wir in den erſten Theil dieſer Gleichung a lang i Fommt 
mg (IN = u(y’ —8 J 


woraus * oe . 
. ae pre 
ud, weil y= are (tang'= 2) if, | 


4 
* 
R 


uote D - . 
- 1, - on 


t= ar (vang = Mr are(tang = v{y’+X”)) 


folgt. Subſtituiten wir dieſen Ausdruck ‚oon.t in bie Gleichuns er ſe | 


kommt 
z = urare(tang = N) re +39) nnare (fang = vo Be N 


oder, wenn wir die Zunction F(y? +32) — urare(iang ⸗ 6* —8 
durch p(y?-+-x?) bezeichnen, 


= nr are (tang = Z)+00'+ 8) 0) 


welches die, oben ſchon gefundene, allgemeine Gleichung der Schrauben— 
| fläche iſt. 

Alle Schraubenflaͤchen (1) heben, wie bie geradlinige Schraubenflaͤche, 
folgende bemerkenswerthe Eigenſchaft. „Werben zwei vollkommen gleiche 
„Schraubenflächen: "sur Eongrueng gebracht, und wird ſodann der - einen 
„Flaͤche eine folche Bewegung: ertheilt, daß, waͤhrend ihre Achſe ſich auf 
der Achſe der andern verſchiebt, irgend ein Punkt jener erſten Flaͤche ſich 
„anf der zweiten fortbewegt, fo wird die erſte Fläche, obgleich fie in Be⸗ 
„wegung ift, nicht aufhören mit der zweiten Fläche, welche in Ruhe iſt, zü 
„ebincidiren.” Diefe Eigenfchaft der Schraubenfläche ergiebt fich durch Die 
Betrachtung ihrer Erzeugung; und kann auch, ganz auf bieſelbe Weiſe wie 
in s 90 (S. 441), male erroiefen- waden.. 


' Wenn bie ergeugende Curve einer Shrabenfäc durch wei Glelchun. 

gen von der‘ Form 
Vi( &, ,Z) =0 ; al, Y,2) = 0 5 (5) ” 

gegeben ift, fo koͤnnen wir, um bie Gleichung. der erzeugten individuellen 
Schraubenflaͤche aufzuſuchen, in dieſe Gleichungen (5) u 
. sint- -Y-+ cost: x für x ; cost y—sint‘x für y 3 zart für z 2. | 
fegen, und zwiſchen Den beiden reſultirenden Gleichungen t eliminiren. Die 
Finalgleichung dieſer Elimination wird die Gleichung der erzeugten Schrau⸗ 


— 
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F. 92. benfläche feyn, was aus bem, bei ber zweiten Herleitung ber Gleichuug (3) . 
Geſagten Elar if. — Wir Fönnen aber biefelbe Gleichung ber, in Rebe fte- 
benben, individuellen Schraubenfläche auch dadurch auffinden, daß wir zwi⸗ 
ſchen den Gleichungen (5) und den beiden Gleichungen 


2 nrare(tang zur Y) =V ; PyıX=VUÜ 


bie drei Größen x, y und z eliminiren, wodurch wir eine Gleichung zwi⸗ 
fhen V und U erhalten, aus welcher fich, Durch Entwicklung, V als Func⸗ 
tion von U darſtellt, und ſowit bie Form der Function ꝙ in der Gleichung 
(1) beſtimmt iſt. 


Setzen wir 
2 = langt und vr =u, | 
fo nimmt bie Gleichung (1) die Form 
z = ıort+g(u) ' (6) 
an. Diefe Gleichung (6) drückt ebenfalls die, in Rede ſtehende Schrauben- 
fläche aus; in. berfelben bedeutet z die Entfernung irgend eines Punktes der 
Flaͤche von der Ebene der xy, u die Entfernung beffelben, Punktes von der 
Achfe der. z, und t ben winkel, welchen die Gerade u mit der Ebene der 
xz macht. 
Eine, die Achfe der z > enthaltende Ebene it in dem Goorinteifen 
ber tuz durch die Steichung un 
ta, 06 


in welcher @ einen conſtanten Winkel bedeutet, ausgedruͤckt. Eliminiren 
wir t zwiſchen den Gleichungen (6) und (7), ſo kommt 
z—-ıre=g(uW) | ® 
und dieſe Gleichung ſtellt die Durchſchnittscurve der Schraubenflaͤche (1) 
und einer Ebene dar, welche mit der Ebene der xz den Winkel « bildet; 
e8 bedeuten z und u, in dieſer Gleichung (8), die rechtwinkligen Coordina⸗ 
. ten dieſer Durchfchnittscurve. Für einen andern Werth von « ändert ſich 
zwar die Lage ber fchneidenden Ebene (7), aber die Gleichung (8) bleibt 
ungeändert, wenn wir nur den Anfangspunkt der 2 gehörig verlegen. Dar: 
aus folgt, daß alle, die Achfe der z enthaltenden, ebenen Durchfchnitte der 
Flaͤche (1) vollkommen gleiche Eurven find; und eine folche Curve kann 
auch als die erseugende Eurve ber Schraubenfläche genommen werben. - Wir 


N 
' | 


m m. 
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werden biee Curve von einfacher Kruͤmmung das Profil der Schrauben: 4*8 97. 


flaͤche nennen. 
° Seßen wir in der Gleichung (6) 2 eonfant, alfo z =. c, fo Tommt.: 


nt—c+gY(u) = 0, ode. ar(t-£)+oW: = 0: ,. (9) 


und dieſe Gleichung drückt, in Polarcoordinaten,. diejenige Curve aus, 
in welcher die Flaͤche (1) von einer, auf der Achſe der 2 ſenkrechten Ebene 


geſchnitten wird. Fuͤr einen andern Werth von c aͤndert ſich zwar die Ent⸗ 
fernung der ſchneidenden Ebene von der Ebene der xy, aber die Gleichung 
(9) bleibt unverändert, wenn wir nur die Achſe, von welcher an die t gezaͤhlt 
werden, gehörig verlegen. Daraus folgt, daß alle, auf ber Achfe ber z ſenk⸗ 
rechten, ebenen Durchfchnitte der Fläche (1) volllommen gleiche Eurven find; 
und eine folche Eurve fann auch als die erzeugende Eurve der Schrauben- 
fläche genommen werden. Wir werben biefe ebene Eurve die Baſis der 
Schraubenfläche nennen. a | 
Menn .— — 
y=0 ; z=f{() 
bie Bleichungen des Profils einer Schraubenfläche find, fo erhalten wir, 
nach dem oben angegebenen Verfahren, 


2 — ur are (tang = EP rR +x”) 
als Gleichung biefer Schraubenfläche, Segen wir hierin 
z=0 ; I =i tangt 3; Yrt=-wW, 
fo ergiebt ſich | | 
nr-t-+f(u) = @ 

als Polargleichung der Baſis derſelben Schraubenflaͤche. 

Wir koͤnnen alſo aus der Gleichung Mx, 2) = 0 des Profils einer 
Schraubenfläche die Polargleihung "F(t,wW = O der Baſis dieſer Fläche 
unmittelbar erhalten, wenn wir für z und x refpeetive —ır-t und u fegen; 


und umgekehrt können wir aus der Polargleihung Ft,u) = O der Baflig, 
die Steigung des Profild (x, 2) == 0 ableiten, indem wir für t und u 


refpective — — = und x feßen. . .. | : u 


Iſt Sa Feoſt ein Kreis, deſſen Gleichungen 
22 ( —- a) = 0 ; 920 


- 4116- — 

$:97. find, fo if: die Polargleichimg der Bas  ; -: . 
Drau , BETEN 
während bie Gleichung ber Schraubenflaͤche .: Gt men” 
wel a E) Erle ann ar 


iR (oe 9.94. & 22% oc galen 
BE; bie Baſis eine —* beren Steigung‘ 
| a?’y ’+b’x’ = ah? | 
fo erhalten. wir durch Verwandlung in, Molarcoorbinaten 
0 (a2 sint+-b? cos*tju? = ab? ,. 
und demnach u 
050: (ei a eo 2) np 
als Gleichuns des Profils, waͤhrend die Gleichung ber Schraubenfläche 
ja co? — + b?sin? Zlya — Au’ — b’Yein 2 00 2.27 


— + jatein? 2. -broos De 60) 


gIſft die Baſis eine archimediſche Spirale, deren Gleichung 
t=u, 
fo ift dag Profil eine gerade Binie, deren Glichung 
422- nrx = 0 
iſt (vergl. $.90. Aufg. 133), 
Iſt die Baſis eine ie byperbolifih Spirale, beren Gleichug 
ut — — 
— iſt des Bro due if Hyperbel, deren Chiang 
a EZ.= —nra. Be 
E die ups ent logarithmiſche Spirale, deren Sleihan 


t min. ı 
ſo iſt dad Profil eine logarithmiſche Linie, deren Gleichung 


2= — marlog® 


if. 0 | 
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2... Scheiben. ſich zwei Schraubenflaͤchen, beren Achfen coincidiren/ und 6.97. 
für welche der Eoefficient sur. denſelben: Werth. hat, ſo beſteht bie: Bund. 
ſchnittscurve aus einer oder mehreren Schraubenlinien. Dem. 


PL 
. + .. a 5 f} “ 
* !: ine, ir, 


2 = ur are (z- = FT) +4@ +), 


J 
— 1 
te} 


. 2.4 br = urare(1g = F)+u@r- HE) nam 


Sie beiden Gleichungen. ber genannten diachen fo erhalten in sur Eli 
nation von 2 
“hohe 06" +) 904329 |, nl 
eine Gleichung, aus welcher y?-+-x? einen oder mehrere ee pder Amägk 
naire) Werthe erhält: Veʒeichnen wir einen dieſer (rerten) Werthe ‚durch hr 
fo baben wir Ä 
y 22** =... 
und durch Subſtitution in die Gleichung der erſten Flache wenn wir zu⸗ 
gleich, indem wir den Aufangspunkt der Coordinaten verlegen; 2 : fie 
z+h— pl) ſetze, a 
y + ; ; ni (in 1 
Soden eine e Schraubenknie ausgedruͤckt iſt (9,86. G. —* 2, F Br 
, re Don 6. 68: N, . onen um 
In den vorhergehenden 88. find wir iu Aggemeinen Gleichungen von 
Flaͤchen mit einer und auch mit zwei willkuͤrlichen Functionen eines und 
deſſelben Ausdrucks gelangt; und wir haben: geſehen, wie bei der Beſtimmung 
diefer Functionen zu verfahren iſt. Durch andere Erzeugungsarten kann 
man aber auch zu Gleichungen von Flaͤchen mit drei und noch mehreren 
willkuͤrlichen Functionen eines und deſſelben Ausdrucks gelangen. Die Be⸗ 
ſtimmung dieſer Functionen, deren‘ Anzahl wir durch n begeichnen wollen, 
if, im Allgemeinen, immer’ zu bewerkſteiligen, wenn eine gleiche Anzahl n 
Curven gegeben “ft, ‚welche auf der‘ Flaͤche liegen ſollen. Denn ſetzen mie 
den, unter den Functionszeichen befindlichen Ausdruck gleich U, und betrach⸗ 
ten die n Functionen felbft als eben fo viele unbekannte Größen, fo ift die 
| Sleichung ber in Rede ſtehenden Fläche. eine Gleichung swifchen x, y, 2 
| und diefen n Größen; und neben dieſer Gleichung. exiſtirt eine weite Glei⸗ 
| hung, deren erfter Theil die chen genannte Functionalgroͤße (8.1: der unter 
| ben Sunctionggeichen befindliche Ausbruch) und deren gweiter Theil U if. 
| Dad Gleichungsſyſtem einer der gegeben Curgen beſtehet aher aus zurei 
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6.98 BSleichungen zwiſchen x, y und⸗ 2. Menn wir alſo zwiſchen ben jetzt ges 


nannten vier Gleichungen x,:y und z eliminiren, fo erhalten wir eine Fi⸗ 
nalgleichung, welche nicht mehr x, y und 2, ſondern nur bien willkuͤrlichen 
Sunctionen, als eben fo viele unbefannte Größen, und außerdem bie Größe 
U enthält. Verfahren wir mit dem GSleichungsſyſtem einer jeben der gege- 
benen n Eurven mie mit dem genannten, fo erhalten wir, in Allem, n Fi⸗ 
nalgleichungen von der erwähnten Art, und fomit diejenige Anzahl, welche 
nöthig und, im Algemeinen, hinreichend iſt, die n unbekannten Größen, b.i. 
die n willkuͤrlichen Functionen zu finden. Durch bie Entwickelung dieſer 
unbekannten Groͤßen erhalten wir naͤmlich fuͤr eine jede einen beſtimmten 
Ausdruck in U, welcher die Form der gefuchten. Function darſtellt. 

Die naͤchſtfolgenden Aufgaben enthalten Beiſpiele von Flaͤchen, in deren 
Gleichungen drei und noch mehr willkuͤrliche Functionen vorkommen. 


Aufgabe [154].” Es iſt eine Ebene E und eine fie fchneidende 
Berade G gegeben. Eine fidy verändernde. Kinie zweiten Grades "bei 
wegt ficb:fo, Daß ihre Ebene der Ebene E pärallel bleibt und daf-ihr 
Mittelpunkt die Gerade G befchreibt. Es foll die allgemeine Gleichung 
der erzeugten Släche gefunden werden. 

Nehmen wir die Gerade G sur Achfe der z, und die Ebene E zur 
Ebene der xy, fo muß die auf biefed Coordinatenſyſtem bezogene Gleichung 
der Fläche, zufolge der Bedingungen der Aufgabe, offenbar fo befchaffen 
"ot daß fie, wenn darin 2 conſtant gefegt wird, bie Geſtalt 

35 2 bay, ox? +1= 0 
annimmt; und demnach ift Die verlangte allgemeine Gleichung 

u YıXz): y 24 90). xXyAGPeC). 1 6 ı . © 
ivo gı(2), Ys(2) und s(2) ‚drei millfürliche Functionen von z begeichnen. . 

Segen wir, um fpecielle Faͤlle dieſer Gattung zu erhalten, daß Yılz), 
ꝓp· (2) und. Pelz) gebrochene rationale Functionen mit conſtanten Zaͤhlern 
und einem und demſelben Nenner vom erſten oder vom zweiten Grade 
ſeyen, fo ſtellt die Gleichung (P) eine Flaͤche zweiten Grades dar. — Setzen 
wir 


92) = re ; 9) = Q J —— = — . 
ſo J bie “auf bie Weiſe particulariſi rte Gleichung M. 


ä Bo SEE 2 De 
und druett ale den kegelfoͤrmigen Keil aus ($. 87. ©. 19). — - Sen wir 


. 
. 


. ..B® ir »$ 
plz) = Ag ; 72(.) 20; Yilz) ——— I: 
fo ift die particnlarifiete Gleichung (I) Bu | 
h?(z + h)’y?+ h?(z —h)’x’ = r?(z + h)%(z — -h)? f 
und drückt die Flaͤche —8 des 9.87 aus. — Setzen wir 


gyılz) = —6 5 pa (2) =0; ps(z) = 

fo kommt die particularifitte. Gleichung (1) 
.. (Z2+.xX2—b)? = tang”y-z’y?. 5. | 
| weiches die Gleichung ber sie (12) des 9.89 if, — . Seen wir 


Fi @) * (or Er Zen 2); 92) = = {jan = 24 Zoo 


nr 
4 27 
Re * (4-2 sm Pn. I 


fo erhalten wir als particulariſirte Btihun biejenige bes $. 97 (©. 10). 


1 
zZ ı 


Die Functionen gu ar. Ga in. ber Sleichung (M) werden beffimmt, 
wenn drei Linien gegeben find, welche auf der Zläche liegen. Nehmen wir 
z. B. an, die Flaͤche fol die drei Geraden enthalten, melche reſpective dur) 
die Gleichungsſyſteme 

x=a ‚\x=e u y=Pf 
" Bzyyy = 0 | ? A-y=0: \ ? last 

ausgedrückt find, fo haben wir, wenn wir y und x zwiſchen der Gleichung 
(1) und einem jeden dieſer Gleichungsſyſteme eliminiren, und der Kürze 
wegen; Fır Par Ps reſpective für Pilz), 9 @ı ps(z) fchreiben, 

RZ — gaaßyz + Yacy? 475*20 Ad. 

— + —————— -0 

ZU a ak 7177) 2m U DT at an re EZ 
drei Sleichungen, aus welchen wir 


⸗ 
- 


-__E__ 
EXOE a) +7). 18* = 0 ya) * — 
erhalten. Und wenn wir dieſe Functionen in die allgemeine Gleichung (1) 
ſubſtituiren, ſo wird ſie in oz F 

| a, ——-1+— Zn 
price und druͤck alsdann ein hyperboliſches Hoperboloib aus. 


6 
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Aufgabe [155]. Es ift eine Kinie zweiten Grades C gegeben. 
Eine veränderliche Linie Zweiten Grades bewegt fich fo, daß ihre Ebene 
der Ebene der Eurve C parallel, fie felbft aber diefer Eurve homothe⸗ 
tifh bleibt. Es fol die Gleichung der erzeugten Släche gefanden 
werden. 


Air nehmen die Ebene der gegebenen Curve C zur Ebene der xz, und 

es fe ' 
ſey 2? + MXZ + nX? + PZ+gX+r = 0 

die Gleichung biefer Curve C. Eine jede, in einer ber Ebene ber xz pa- 

rallelen Ebene, y == h,: befindliche, ber Eurve C hemothetiſche Einie imeisen 

Grades ik busch das Gleichungsſyſtem 


{ zZ’ mMXz + IX’ +pz+gi+rr=0.;:y= h 
ausgurüden. Es muß alfo die geſuchte Gleichung der erjeugten Fläche ſo 


beſchaffen ſeyn, daß fie, wenn in ihr y gleich irgend einer Sonfanten 9 ge: 
fegt. wird, in eine Gleichung vom zweiten Grabe | 


ZH maz HH page Hr = 0 


Übergehet, in twelcher bie Glieder zweier Dimenſionen Die gegebenen Eoeffi 
cienten 1, m und n haben. Dies ift aber offenbar. nur der dall. wenii die 
BGleichung der Flaͤche die Form 


zZ’ +m2Zz HN +M(Y)° "Z+Q(y): +00): = ö '@ 


hat, in welcher Yıly)ı Yaly)ı Pa(5) drei willkuͤrliche Functionen von. y 
Fe Diele Gleichung (2) iſt die geſuchte Gleichung ‚der. erzeugten 
e 
Die drei wilik arlichen Functionen werden beſtimunt, wenn, one, auf 
ber Fläche befindliche Euren gegeben find. Nehmen wir, um ein Beifpiel 
einer folchen Beſtimmung zu haben, an, daß die Flaͤche (2) die drei Gera: 
den enthalten fol, welche durch die Steichungsfpfeme u 


z m 7 . = — 7 nr Y. . ⸗ Kant > : 
oy+fpxm=0 | ay- 3 0, Berry =P0 
ausgedruͤckt werden, und“ welche drei‘ ejeugenbe Gerade. bet, durch die 
GSleichung ur * Br „om 


2 a 2 . 
2 J x — 1 —* en, a Ir 


Pate 
ausgedruͤckten hyperboliſchen Hyperboloids ſind. Die Elimination von x 
und 2 zwiſchen der. Gleichuug (2) und einem jeden der genaunten drei Glei⸗ 

chungs⸗ 





ee —— 
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chungẽeſyſteme giebt, wenn wir, um. eögukänen, Pur Par Pe ſtatt pıly)ı 
Paly)ı YsCy) ſchreiben, | 
y’ + maßyy + ne? — By afg + gr =0, 
my Hrn eat nl, 
noæy - mhy+h?’- Pypteßsprfp=0. 
Aus dieſen drei Gleichungen ergeben fih für Yı, Fa, Ps die gefuchten Aug: 
drücke in y, und fubftituiren wir biefelben in (2), fo fommt 
Brlef@?— )y?+ Br) + Ylayz + Byx)(y’— #°)] 
+ maßy[(fsz + ayy)(y*+ 8°) + 28y(eyz + Pyx)] = 0 
+ naly(P?x? — a'y?)(y?+?) — aAlayz + Pyx)(y?—- A?)] 
als Gleichung der zu beflimmenden Fläche, welche alfo, im Allgemeinen, 


vom vierten Grabe iſt. — Bleiben die drei gegebenen Geraden ungeändert 


Diefelben, und fehlt nur das zweite Glied in der Gleichung der gegebenen 
Linie zweiten Grades, ſo iſt m = 0, und die gefundene Gleichung reducirt 
ſich zwar, bleibt aber dennoch vom vierten Grade. Iſt indeſſen in der ge 
gebenen Gleichung ber Linie zweiten Grades, außer m = 0 auch n=-Z Zu 


fo verwandelte fi ch die gefundene Gleichung in 
er — Z)ly? +?) + 7PR?— a’y?)(y’ +P) -0, 


und zerfaͤllt in zwei Factoren, von welchen der eine, y + = 0, zwei 


parallele, imaginaire Ebenen, und der andere, 
ινν ννν3 ν, 
das vorher genannte hyperboliſche Hyperboloid ausdruͤckt. 
Nehmen wir rechtwinklige Coordinaten an, und ſetzen in ber Gleichung 
Q,m=0wmn=1, fo drückt die dadurch) hervorgehende allgemeine 
Gleichung 
2x —E — — —A = 0 6) 

alle Flaͤchen aus, welche von jeder Ebene, weiche, ber Ebene ber xz parallel 
ift, in einem Kreiſe gefchnitten wird. 

Aufgabe [156]; Die allgemeine Bleihung der Släche zu finden, 
welche von einem veränderlichen Kreiſe erzeugt wird, deſſen Ebene ſich 
nm die Achſe der z drehet. 


Unter der Vorausſetzung rechtwinkliger Coordinaten finden wir, ganz 


auf dieſelbe Weiſe wie in der Aufgabe 143 des .95, 
u Le a u al 
als die geſuchte Gleichung der erzeugten Flaͤche. 


x? 
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Aufgabe [157]. Die allgemeine Bleicbung der. Häche zu finden, 
welche eine ſich verändernde Parabel erzeugt, deren Ebene ſich einer 
gegebenen Ebene parallel fortbewegt. 


Nehmen wir die gegebene Ebene zur Ebene der xy} fo muß die ge 
fuchte Gleichung fo beichaffen feyn, Daß fie, wenn wir 7 conſtaut ſetzen, 


die Form 


y?+ 2bxy + b?x? +dyrex+f =0 
annimmt. Die verlangte Gleichung, ift daher | 
y?+29 (2) 2y + (pH) JrRARreD) = 0, ‚6 
welche, wie wir fehen, vier willkuͤrliche Sunctionen enthält. 
Wollen wir, daß die Fläche (5) die vier Geraden enthalten (ol, welche 
durch die Gleichungsſyſtene 2. 


x — a ‚iz=-aı|}.. (.x=0 x=0 
y-0 | ymo lyemz |. z yaız 
dargeftellt werben, fo erhalten wir, durch Elimination von x und y zwi⸗ 
fchen der Gleichung (5) und einem jeden .biefer vier Gleichungsſyſteme, vier 
Gleichungen, aus welchen wir Pı(Z), Paz), Psa (2), Pılz) deftimmen, und 
dadurch zwei folche individuelle Flächen finden, welche durch die Gleichung 

a?y2-- 2yıan - - aXyz + mnx?z? + (n— m)atyz — —mnatz! = = 0 
ausgedruůct ſind. 


Aufgabe 1881. Die allgemeine Bleichung der Släche zu finden, 
welche eine fich verändernde Kinie Zweiten Brades erzeugt, deren Ebene 
fidy einer gegebenen ebene parallel fortbewegt. | 

Nehmen wir die gegebene Ebene sur Ebene der xy, fo finden. wir 
ohne Mühe 

YP’HXyYı(lz) +x 29,(2) HIH+IN ZH). = 0 
als die verlangte allgemeine Gleichung, welche fünf willkuͤrliche Functionen 


enthält. 


Nachdem w wir in dem Borbergehenden gefehen haben, wie eine Reihe 
von Flaͤchen, welche von einer gegebenen, ſich nach einem, zum Sheil we⸗ 
nigfteng, unbeftimme gelaffenen Geſetze bewegenden und verändernden Curve 
erzeugt werden, Durch eine. Gleichung mit einer oder mehreren willfürlichen 
Sunctionen eines und deffelben Ausdrucks dargeftellt werden kann, wollen 
wir den umgekehrten Fall betradyten, denjenigen nämlich, in welchem eine 
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| Gleichung zwiſchen ben rechtwinkligen oder fchiefwinkligen Coordinaten x, 8..99. 
| y,z mit einer oder. mehreren twilltürlichen Sunctionen eines und beffelben 
' Ausdruckes in x, y, 2 gegeben ift,. und nach der Ersengung aller, durch 


diefe Gleichung ausgedrüdten Zlächen gefragt wird. 
Wir wollen bie eben genannte, gegebene Gleichung durch 


bezeichnen, wo N einen beſtimmten Ausdruck bedeutet, welcher die veraͤnder⸗ 
lichen Größen x, y, z und eine gewiſſe Anzahl, n, willkürlicher Sunctionen 
Yı(M), 92(M),.... Pn(M) eines und deffelben gegebenen, mit M. bezeichs 
neten Ausdruckes in x, y, z enthält. Segen wir M conflant und gleich a, 
fo werben bie Sunctionen gi(M), Zs(M), ıc. gewiſſe von a abhängende, 
conftante Werthe erhalten, die, obgleich fie conftant find, doch als willkuͤr⸗ 
fich betrachtet werden müffen, weil die Sunctionen Pır Par 2. willkürlich 
zu beftimmende find. Die Sleichung (1) wird alfo durch die Annahme von 
| M = a gu einer Gleichung zwifchen x, y und z mit n willfürlichen Con⸗ 
Ä ſtanten, die ſaͤmmtlich, wenngleich nach willkuͤrlichen Gefegen, von a ab: 
hängen. Bezeichnen wir bie Gleichung (1) in diefem Staude durch N, = 

fo haben wir das Syſtem ber beiden gleichzeitigen Gleichungen 


| M=ma; m-0f (2) 


durch welches, im Allgemeinen, eine Eurve im Raume dargeſtellt wird. Le⸗ 
gen wir dem a immer andere und andere Werthe bei, fo wird das Glei- 
chungsſyſtem (2) immer andere und andere Eurven ausdrücken, d.i. die Curve 
(2) wird fid) mit a verändern. Eliminiren wir aber a zwiſchen den bei- 
den Gleichungen des Syſtems (2), fo .erhalten wir bie Gleichung (1) wie 
ber. Die gegebene Gleichung (1) drückt daher diejenige Fläche aus, welche 
durch die Eurve (2) erzeugt wird, indem fich diefe nach einem gewiſſen Ge: 
fee ändert; das, in fo weit e8 von ber Form der Functionen Yır Par x. 
abhängt, unbeſtimmt bleibt. 


Wäre z. B. die seem Bedeutung der Gleichung 


y 
ELIA 
von welcher wir wiffen, daß —* ale Kegelflaͤchen ausdrückt, deren Mittel: 
punfte im Anfangspunfte der Eoordinaten ad unbekannt; fo wuͤrden 


a3 





wir, um Die Erzeugungsart der Flaͤche zu früden, & = = a ſetzen, daraus das 


Gleichungsſyſtem 
31* 


$. 9. 


— 44 — 


ymax ; zZ (a) · x 
erhalten, welches eine durch den Anfangspunkt gehende, ſich nach dem, 
burch die Function ꝙ (a) ausgedruͤckten Geſetze bewegende Gerade darſtellt, 


und daraus ſchließen, daß die Flächen, welche durch bie Gleichung = — +(£) 


dargeftele find, durch die Bewegung einer, durch den Anfangspunft der 
Eoordinaten gehenden Geraden erzeugt werben Fönnen. 

Die folgenden Aufgaben enthalten noch einige Veiſpiele zu dem eben 
Geſagten. 


Aufgabe [359]. Es foll die Erzeugung der Slächen gefandien wer 
den, weldye, in redytwinkligen Eoordinaten, durch die allgemeine Bleis 
chun — W 
s PHP HTEFP HT) =1 (8) 
dargeſtellt werden. 

Segen wir y’+-x° = a, fo erhalten wir dad Steichungsfoftem 

P’+-!=3(4) ; Maz+gpl)y’+gla)?=1 , (8) 
wodurch eine Curve bargeflelkt wird, welche die Durchfchnittslinie eines 
Kreischlinders (4), deffen Achfe die Achfe ber z, und einer Fläche zweiten 
Grades (5) ift, deren Achfen auf den Eoordinatenachfen liegen. Jener Cy⸗ 
linder und diefe Fläche verändern fich mit dem Werthe von a, fo aber, 
dag die Variation biefer Flächen gegenfeitig von einem Geſetze abhängt, 
welches fo lange die Functionen Pır Par Fs nicht beftimmt werden, will 
Eürlich if. Die Fläche (3) wird alfo durch eine Curve doppelter Kruͤm⸗ 
mung erzeugt, welche die Durchſchnittslinie eines Kreiscylinders und einer 
Flaͤche zweiten Grades iſt, die auf diejenige Weiſe von einander abhängen, 
welche die Gleichungen (4) und (5) augfprechen. 

Aufgebe [160]. Es foll die Erzeugung der Slächen gefunden wer: 
den, welche die Gleichung E 

Z+gQ,(Z+yY’+X°) y’+03 (2’+y’+R?)x 29.2 +y’+X°).yz 
++ Y’HS) 22 +9 (2’Hy’HRR) xy 0 (6) 
in rechtwinfligen Eoordinaten, ausdrädt. 

Segen wir. 2’-+-y?+x?= a, fo erhalten wir das Gleichungsſyſtem 
Z’+y’4+x’=32,; 2’+p(a)y? +Po(a)8 + s(a)yz+p (a)xz+-p,(a)xy =(, 
wodurch eine fphärifche Linie zweiten Grades bargeftellt wird, welche bie 
Durchfchnittscurve einer Kugelfläche, deren Mittelpunkt im Anfangspunfte 
der Coordinaten liegt, und einer Kegelfläche zweiten Grades ift, deren Schei⸗ 


— 8 — 


tel ſich in demſelben Anfangspunfte befindet. Hierdurch ft die Erzeugung 


ber Flaͤchen (6) ausgefprochen. 
$. 100. 


Da eine Gleichung, melche eine ober mehrere willfürliche Sunctionen 
eines und beffelben Ausdruckes enthält, unendlich viele Gleichungen in fich 
begreift, von melchen eine jebe eine individuelle Fläche darftellt; fo Fann, 
wenn zwei folche allgemeine Gleichungen gegeben find, gefragt werben; 
welche individuelle Släche wird ſowohl durch die eine der gegebenen Glei⸗ 
chungen als durch die andere dargeftellt. Man ſieht leicht ein, daß diefe 
Frage mit der Aufgabe übereinfommt, in welcher diejenige Fläche gefucht 
wird, welche auf zwei verfchiedene, gegebene Erzeugungsarten hervor ge 


bracht werben kann. Bon dergleichen Sragen enthalten die folgenden Aufs. 


gaben, die wir, ohne die Differentialrechnung in Anfpruch gu nehmen, löfen 
tollen, einige Beifpiele. 

Aufgabe [161]. Welche Släche wird in rechtwinkligen Coordinaten 
ſowohl durch die Gleichung = =» (2) als durch die Gleichung z = v(y’+x°) 
dargeſtellt? 


Dieſe Aufgabe läßt ſich offenbar auch fo ausdruͤcken: Welche Ke⸗ 


gelflaͤche iſt eine Rotationsflaͤche, deren Achſe durch den Schei⸗ 
tel des Kegels geht? und iſt ſchon im $. 34 geloͤſt. Wir wollen bier 
aber die Frage auf einem allgeneineren Wege behandeln. 

Fuͤhren wir flatt der unabhängig: veränderlichen Größen x und y zwei 
neue Unabhängig-Veränderliche v und u durch die Gleichungen 


n =v; Y„’+Yt=u 
ein, woraus wir 
ıo uv 


— —2 


u 
Mm’ F yl+vw 
erhalten, fo gehen die gegebenen Gleichungen in 








de ; ze) * 
über. Durch Elimination von z Serie ſich | 
Im _ va) | 1 
Er, & 


eine Gleichung, zufolge welcher v und u von einander abpäni fon würs 


97, find, ſo it: Die: Polargleichug der Befiß DE BE TREE? Tee 
ae, EIN 
während die Gleichung der Schraubenflaͤche . 7 Bar 7 Sr ze 
2 niiare (sang: > 5) ee); je ya a? Hays + x? 
Roma IRRE F 


‚st bie Baſis eine — — Seren Glechung 

aꝰy⸗ 4 bir? = ab? 
fo erhalten. wir durch Verwandlung in Yolareooibinaten 
ben aꝰ Sinꝰt -bꝰ cas? =. Br 
und demnach n | 
er 93 oo (varir vo). ‚zu, ap: ‘ 
al Gleichung des Profils, während die Gleichung Schraubenflaͤche 
8* 006° + b’ein? zy: 2 — byein 008 —.xy 


..2 2 
J 4 jarain? bhd cos ie wa ur wm 


gIſt die Baſis eine archimediſche Eoiral, Seren leitung 
t=u, 
fo ift dag Profi eine gerabe Linie, deren Glichung Bu 
ı " z+ıx=0 0 J 

iſt (vergl. 8. 90. Aufg. 133), —W 

Iſt die Baſis eine bpperbolifhe Spirale, deren Sleichung 

ut ze? r- .. 

ſo iſt das Bro eine ni Hyperbel, deren Bien 
on .- RZ. == — fa. 


— Hi Dafe s eine logarithmiſche Spirale, deren Sleihuns om 5 
a ar Fr a u Ya a = mlog; ' * 
ſo iſt das Profil eine logarithmiſche Linie, deren Gleichung 


— mur log 
85 


iſt. a ee 
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Scheiben. ſich zwei Schraubenflaͤchen; beren Achſen cointibiren/ und 6. 97. 
für welche der Coefficient ur. denſelben: Werth hat, ſo beſteht Be: Durch⸗ 
ſchnitrocurve aus einer oder mehreren Schraubenlinien. Dem. find... er 


z+h= = irare (19 = = ) +), BR 


24h = nrare(1g = F)+yGR +2). Forum 


bie beiden Gleichungen ber genannten Stächen, fo erhalten ir sung Eunt 
nation von 2 

1 :h=h yon 26° ++ |, on BI 
eine Gleichung, aus weicher y?-+-x° einen oder mehrere ee pder magr 
naire) Werthe erhält. Beʒeichnen wir einen dieſer (rerfien) Werthe ‚durch & 
fo haben wir © 9* 

y 2.2 = at. ! 

und Durch Subſtltution in die Gleichung der erſien Fzlache, wenn wir zu⸗ 
gleich, ‚indem wir Den Anfangspunft der Eoordinaten verlegen, .z - file 


z+h— (a?) feßen,.. : TR WR 
| y x = na 3 Ei nie (ig 21 

wodurch eine ESanubenintle — iſt (5,86. G. A); 9 “ Fu 

D ı er . Fr $ 98. EZ ⸗ 


In den vorhergehenden oh. ſind wir iu allgemeinen Gleiangen von 
Flaͤchen mit einer und auch mit zwei willkuͤrlichen Functionen eines und 
deſſelben Ausdrucks gelangt; und wir haben: geſehen, wie bei der Beſtimmung 
diefer Functionen zu verfahren iſt. Durch andere Erzengungsarten kann 
man aber auch zu Gleichungen von Flaͤchen mit drei und noch mehreren 
willkuũrlichen Functionen eines und deſſelben Ausdrucks gelangen. Die Be⸗ 
ſtimmung diefer Functionen, deren. Anzahl wir durch n bezeichnen wollen, 
ift, im Allgemeinen, immer’ zu bewerkſtelligen, wenn eine gleiche Anzahl n 
Curven gegeben“iſt, welche auf der‘ Fläche liegen ſollen. Dehn ‚fegeh mil 
den, unter den Zunctionszeichen befindlichen Ausdruck gleich U, und betrach⸗ 
ten bie n Fuuctionen felbft als eben fo viele unbekannte Größen, fo ift die 
Gleichung ber in Rede ſtehenden Fläche. eine- Gleichung zwiſchen x, Yı Z 
und biefen n Größen; und neben biefer Gleichung. exiſtirt eine zweite Glei⸗ 
chung, deren erſter Theil die eben genannte Functionalgroͤße ‘(8:1 der unter 
ben Sunctiongzeichen befindliche Ausbruch); und deren zweiter Theil U if. 
Das Gleichungsſyſtem einer. ber. gegebenen Curtyen „beiichet aher aus zwei 
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$. 100, hung conſtant ſeyn. Setzen wir ſie, der Reihe nach, gleich Ch, 20., Os, 
wodurch dieſe Gleichung in 
| y(z) = Cı-+ 20,2 + 0,2? (14) 
übergeht, fo haben wir bie drei Gleichungen ' 
vr? —-O)or +2’ +Hl+t=0, 
A+r’+a’y)p = mr +na)glfı ı, !) (AN) 
|  A+vN)o” ‚2099 + (m — G)gı'= 0, 
und wenn wir zwiſchen ihnen 9, und gas eliminiren, 
(Q,? + C;a? — C,C,)»? +2 Canav + + 0°C, — GC=0°. 
Aus diefer Tegten Gleichung wuͤrde aber » zwei conſtante Werthe erhalten, 
wenn nicht fämmtliche Eoefficienten gleich Null find. Segen wir Daher 
G,’+ Os? — 6,6; = 0 3 C,na = 0 ; C2?+n?C, —C,C, = 0 N 
fo erhalten wir - oo 
entweder () G=0 ;G=0;G=0, 
der DD G=2;0=-0; G =» 
IL. Legen wir den Conftanten Ch, Ca, Cs die Werthe (I) bei, fo ift 
eine jede ber drei Gleichungen (15) eine Folge der beiden übrigen, und wir 
finden aus ihnen 


0: -11#1y=1) ; pl) = — — 


Segen wir diefe Formen in die erfte der beiden vorgelegten Gleichungen, 


fo giebt fie . 
—_2(1 2278.71) _72.222,1=0 
a y—nz a y—ız 
eine Gleichung, welche, wenn fie rational gemacht und von den Nennern 


befreit wird, in | 

„”?+-r?=0 (16) 
übergehet. Und auf biefelbe Gleichung (16) wird die zweite ber beiden vor- 
gelegten Gleichungen reducirt, wenn wir die Werthe .(D der Comftanten C;, 
C;, Cs in (14) einfegen, woraus wir w(z) =.0 erhalten. Aber diefe Gleis 
hung (16) drückt Eeine Släche, fondern eine gerade Linie und zwar Die 
Achfe der z aus. 


U. Legen wir den Eonftanten Ch, Ca, Cs die Werthe (II) bei, fo if 
wiederum eine jebe ber Drei Sleichungen (15) eine volge der beiden übrigen, 
und wir finden aus ihnen - 
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ny 
u I() = en) ; p(r) = — 59 
wahrend dieſelben Werthe (ID die Gleichung (14) auf 
V(2) = a? +n?z? 
rebuciren. Beide vorgelegten Gleichungen nehmen, durch biefe Beſtimmung 
der Sunctionen Yır La und w, die Geftalt 
x? = a! ı+n?z 
an. Die einzige Fläche, welche der Bedingung der Aufgabe gendgt, ift da- 
ber ein hyperboliſches Rotationshyperboloid. 


Aufgabe [167]. Diejenige Släche zu finden, deren Gleichung for 


wohl auf die eine als auf die andere der beiden Sormen 
z+ MG) +HHR)=0 5; ru) ruah)=t 
. gebracht werden Kann. | 
Die geometrifhe Bedeutung diefer Aufgabe if: Diejenige Fläche 
zu finden, welche erzeugt werden kann fowohl durch eine Ge— 
rade, die fich der Ebene der yz,. als durch eine Gerade, die fich 
ber Ebene der xz parallel bewegt. | 
Eliminiren wir z zwiſchen den beiden gegebenen Gleichungen, fo kommt 
ANKD)-WUGNM) ꝙ- (X) UT) E00 ,. ı (17) 
und wenn wir dem x nach einander sei verfchiedene mwillfürliche conflante 
Werthe a, b beilegen, und zugleich Pı(a), ꝙ2 (a), Pılb), P2(b) refpective 
durch A,, As, Bu, B, bezeichnen; ſo haben wir, in Folge der letzten 
Gleichung, 
Ay-anl) HA vV)=0, 
By—-byu(yJ)+B-w(y)=0 , 
zwei Gleichungen, aus melchen wir | 
vy=mytn ; vy)=epy+g (18) 
finden, wenn wir, der Kürze wegen, | | 
A,—Bı . A,—B; — F aB, - bA aB,—bA, 
ah TI IT N; ab —P5 TB 
fegen. Subftituiren wir bie Ausbrüde (18) in die Gleichung (17), fo 
fommt 
\H@—m—ply+ In) nx gl =0 , 
eine &leichung, zufolge welcher y von x abhängig feyn würde, wenn nicht 
YıX) emp 5 04(6) nıHrg - (19) 


6. 100. 
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6. 100. Die Gleichungen (18) und (19) beftimmen die Functionen Qı, Yar y, und 
Ya, in welchen m, n, p and q willkuͤrliche Eonftanten bedeuten. Segen 
wir dieſe gefundenen Formen (18) und; (19) in- die, beiden gegebenen Gleis 
chungen, fo erhalten wir 

aus, der erften: + yms+p) + ox+g) = 0 — 
aus der zweiten: ZH-XMyHNn)H(py+gQ=0 , 
zwei Gleichungen, welche ibentifch find und ein hyperboliſches Paraboloid 
ausdrücken, welches bie einzige Sräche ift, die auf! beide Arten erieugt wer⸗ 
den kann. 
Aufgabe [168]. Diejenige Släce zu finden, deren Bleichung fos 
wohl auf die eine als auf die andere der beiden Sormen 


— pi) 0 5 @)ran(E)+rı = 0 


gebracht werden. Eann. 

Die geometrifche Bedeutung diefer Aufgabe if: Welche Fläche kann 
erzeugt werden ſowohl durch eine Gerade, weldhe fortwährend 
die Achfe der x fchneider, als durch eine Gerade, welche fort- 
während die Achfe,der y ſchneidet? 

Wir fuͤhren ſtatt x und y zwei neue unabhaͤngig⸗ veraͤnderliche Groͤßen 
vund u ' burd) die Gleichungen 
2 = ; zu 
F 
ein, woraus wir y= — und x=— a finden, und die , gegebenen Giei⸗ 
chungen in 
Z Z u Z j zZ 
MW) +I =0; z YyılW) + yalu) +1 = 0 


umformen. Eliminiven wir z zwiſchen biefen letzten Gleichungen, fo fommt 
| up, (d) vꝙp() — uw, (u) — vo, (u) =0, (20) 
und wenn wir dem u nach einander zwei verfchiedene willlürliche conflante 
Werthe a und b beilegen, wı(a), Wa(a), Yılb), Wa(b) aber durch A,, 
A, Bi / Ba bezeichnen, fo giebt uns eben biefe Gleichung 20) die beiden 


folgenden 
apı (lv) VPPA(U) aA, — Avm0 , 


bald) HVplv)—bB Bw 4 Q , 
aus weichen wir, durch Entwicklung, | 
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“ Yı(d) = mu+p Y.(v) = _— (21) $. 100. 
finden, wenn wir, der Kuͤrze 5 
A, — B, . aB, — bA, — n; aA, — bB, N ° ab(B,—A,) — 
a, "NIT TI TI PT q 


fegen. Subftituiren wir die Ausdrücke (21) in die Gleichung (20), fo fommt 
[ya (W) — mu—n|u+ huvi(u) — — pu — -q! =0, 

eine Gleichung, zufolge welcher v nur dann unabhängig von u bleibt, wenn 
HW)—mu—n = =0; Be -pu—g=0 

ift, woraus wir " 


Vi (u) — 


finden. Setzen wir die sefunbenen Sunctionen (21) und (22), in welchen 
m, n; p und q willkuͤrliche Eonftanten bedeuten, in bie gegebenen Sleichun-⸗ 
gen, ſo erhalten wir, da naͤmlich 


) Er ; „)-EEr , 


—* ; yı(u) = mu+rn (22) _ 





y 
z\ _ PEtR . =) mZ-+nX 
‚r() = zo’ vG u x. / 
u . . ' . nz . j 
aus der erſten: — Ze Sr ae =0,\, 
aus ber zweiten: y- FE a = +1=0 , 


und dieſe Gleichungen aducite, ſich, nach Weofhuffung der Renner, 
beide auf 
Mz? 4 pyZHnxZ + q&y-+2 =0, 

woburd ein hyperboliſches Hyperboloid ausgedruͤckt wird, welches bie ge: 
ſuchte Flache iſt. 
6. 101. 3 

Iſt bei der vorgeſchriebenen Erzeugung einer Flaͤche eine noch groͤßere 
Willkuͤr gelaſſen als bei den Erzeugungsarten, die wir bisher betrachtet ha⸗ 
ben, ſo enthaͤlt die Gleichung der Flaͤche mehrere willkuͤrliche Functionen 
von verſchie denen Ausdruͤcken oder auch willkuͤrliche Functionen von Aus⸗ 
druͤcken, welche wieberam. willkuͤrliche Functionen in ſich ſchließen. Die fol 
genden Aufgaben liefern. hiervon einige Beiſpiele. 
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. 100. den, wenn nicht ein jeber ihrer beiden Theile einer Conſtanten gleich if. 
Bezeichnen wir dieſe Eonftante durch C, fo haben wir - 


Im) =C und vw _c 
yi-+v’ u 


9) = CVAT m y=c 6) 
ergiebt, und die Form der gefuchten Sunctionen alfo gefunden ift. 

Wenn wir nun für v und u die von ihnen vertretenen Ausdruͤcke in 
Die Gleichungen (2) feßen, ſo erhalten wir i 


0) =- ef m yor+) = Orr 
Die gegebenen Gleichungen | | | 
== od) m eva) 
find, nach Diefer Brian der Sunctionen ꝙ und w, reſpective 
| = — ud z= vr 
und allerdingg, wie deſoroert wurde, dieſelben. 








woraus ſich 


4 


Aufgahe [162] Welche Flaͤche wird in rechtwinkligen Coordingten 
fowohl durch die eine als durch die andere der beiden Gleichungen 


| = = (7) 3; 2= vly’+X?) 





dargeſtellt? 


Die geometriſche Vedeutung der, in dieſer Aufgabe enthaltenen Frage 
iſt: Welche Kegelflaͤche iſt zugleich eine Rotationsflaͤche, deren 
Achſe nicht durch den Scheitel des Kegels geht? und wir ſehen 
leicht ein, daß es keine ſolche Kegelflaͤche giebt, daß aber eine Ebene der 

Aufgabe genügen wird, da fie durch eine gerade Linie ſowohl nach Art der 
Kegelflächen als nach der Art der Notationgflächen erzeugt gedacht werden 
Tann, und daß ihr im erften Falle unendlich viele Scheitel, in dem zweiten 
unendlic) viele Notationsachfen beigelegt werben koͤnnen. 

Den vorgelegten Gleichungen koͤnnen wir, durch Umkehrung, die Formen 


—b J 
— p.(5) Hy) (8) 
geben. Fuͤhren mir flat x, eine neue Unabhaͤngig⸗Veraͤnderliche v, durch. 
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die Bleichung —⸗ v,/ en; (0 haben wir x=? = und an ber Stelle der 


Gleichungen (3) die Gleichungen 


| 7 2 . 
y-b- F pn) » y ur San v2) ı .& 
aus welchen wir, durch Elimination von yı == 
leeren OÖ) 


erhalten. Legen wir dem v, einen conftanten Werth e bei, und bezeichnen 


gı(c) durch C, fo haben ai in Solge der legten Gleichung, | 
vl) = * ‚242. z+b’ | (6) 


und, wenn wir %ı (2) wiſche den Gleichungen (5) und (6) eliminiren, 
— — 


v⸗ 





Dieſe Gleichung giebt für z zwei Werthe, von welchen der eine gleich Null, 
der andere aber von v abhängig if. Sollte diefer zweite. Werth von z 
unabhängig veränderlich feyn, fo müßte | 
no _ CH. , mW _C_o 
v? V 
ſeyn, aus welchen letzteren Steihungen, durch Elimination von Pi( V) fih 
v Se ergeben, und v alfo nicht veraͤnderlich (en wuͤrde. * 8 giebt 
daher außer ber, durch die Gleichung 
> z=0° 

ausgebrückten Ebene feine Släche, deren Gleichung ſowohl die eine als die 
“ anbere ber. beiden, in der Aufgabe gegebenen gormen zulaͤßt. 


Aufgabe [163]. Welches iſt die Flaͤche, deren Gleichung fowohl 
unter der einen als unter der andern | der ‚beiden Sormen 


Eh” +) ; ra a 
dargeſtelle werden kann? 

Die geometriſche Bedeutung dieſer Aufgabe iſt, wenn wir echtwinklige 
Coordinaten vorausſetzen: Welche Flaͤche kann ſowohl durch eine 
Gerade erzeugt werden, welche bei ihrer Bewegung fortwaͤh—⸗ 
rend zwei auf einander ſenkrechte Gerade [x = 0 ; z+h = 0], 


$. 100. 
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2 100. [y=0 ; z—h = ſchneidet, als durch eine Gerade, welche 
fortwährend zwei andere ebenfalls auf einander fentrechte, 
und jene rechtwinklig fchneibende Gerade [x = 0 ; .z—h = 0], 
r=0 ; z+h = 0] durdfdneidet? 
Wir führen zwei neue unabhängig: veränberliche Größen durch bie 
Gleichungen | 
5 =v und 55 — u 
ein, aus welchen wir 
y= (z-hı)v ud x = (z—h)u 


erhalten, und dadurch die gegebenen Steicungen in 


z—h —h 
—ru=g6) ; iv= vo) 


vertvandeln. Climiniren wir z swifchen dieſen Gleichungen, fo ergiebt ſich 
vo(r) = uy(u) | 
eine Gleichung, welche, da u und v von einander unabhängig fen, follen, 
nur beftehen Fan, wenn 
vo()=C ; uyW)=C, 
wo C eine willfürliche Conſtante bedeutet. Herne erhalten wir 


9m =L ; vl, 


wodurch die Form der Functionen p und  beftimmt iſt. Setzen wir für 
v und u die von ihnen vertretenen Ausdrücke, fo kommt , Ä 


@ (5) - I —h) ; (5) = e- — eh) 


und indem wir dieſe Wern in die gegebenen Steichungen lhſirun— 
giebt ſowohl die eine als die andere 

xy = O(z’—h}) 
Die gefuchte Släche ift daher ein hyperboliſches Hoperboloib. 


Aufgabe [164]. Welches ift die Släche, deren Gleichung in recht: 
winkligen Eoordinaten fowohl auf die eine als auf die andere der beis 
den Sormen 


Heel; y- xy) - 
gebracht werden Fann? 


Die geometrifche Deutung diefer Aufgabe ift: Welche Flaͤche kann 





fowohl durch eine veränderliche Ellipfe, oder Hyperbel, deren 6. 100. 
Mittelpunft ſich auf der Achfe der x bewegt und deren Achfen 

den Achfen der y und ber z parallel bleiben, als durch eine Se 

rabe erzeugt werden, welche fortwährend durch die Achſe der 2 
gehet und der Ebene ber xy parallel bleibt? 


Eliminiren wir y zwiſchen den beiben gegebenen Sleichungen, fo kommt 

Zy (X) +-r’ga(X)-[vlz)P = 1 . (8) 
Legen wir dem x einen conflanten Werth & bei, und bezeichnen die conſtan⸗ 
ten Werthe von @ılc), Yale) refpectine durch C,, Ca, fo erhalten wir aus 


der Gleichung (8) 
.. Gr +eCGlyz)P =1 |, 
woraus . 
yvi- Cz? 
v(z) = 7 


folgt, und feten wir Diefer Ausdruck in bie Gleichung (8), fo kommt 
— D- HE HR-G=0 | 
eine Gleichung, in Folge welcher z nur dann von x unabhängig bleibt, 
wenn 
CHE) — — —— — = 0 und 229,.(&)— c’C, = 0 
ift. Aus diefen beiden Gleichungen erhalten wir 


(9) . 


eo C; * 





a0) 


Die Functionen w, 9, und Pr find nun durch die Gleichungen (9). und 
(10) beſtimmt; fegen wir fie in die vorgelegten Gleichungen, fo erhalten wir 
2 + ur 1: _ syi- Gz° 

” eVC; 
zwei Gleichungen, ech nach der Wegſchaffung der Nenner und dem Du 
tionalmachen der zweiten, eine und dieſelbe Gleichung, naͤmlich 
Ö ‚x?Z? + c’C,y? — x’ = 0 f) " 
geben. Die gefuchte Flaͤche ift daher, wenn C, und C, poſitiv genommen 
werden, ein Fegelfürmiger Keil ($.87. ©. 10). 


Yı —8 *60 Pa (&) = 


‚Aufgabe [165]. Welches iſt die Släche, deren Bleichung in recht; 
winfligen Coordinaten ſowohl auf die eine als auf die andere der 
beiden Jormen 


xta : (2 — a 
y-+nz 
gebracht werden kann? 
Wir führen eine neue anabbaͤngis verändert Swſ⸗ v, durch die 
Gleichung 


mt) , var 








x- & 
y-ız 
ein, welche in Verbindung mit der erſten gegebenen Gleichung, 
2 —n[y(v) + oz. _ AP) +r] — 2nzyo(v) 
g pl) —v () — 
giebt. Setzen wir dieſe Ausdruͤcke in die zweite gegebene Gleichung, ſo 


tt) _ 5. IE) 
I 77 > 7=77 ee (TFT) Ve 
+ Er pe], 7 
Ko-. 
Da (2) iebiglich eine Sunction von 2 ſeyn ſoll, ſo mäffen die Eoefficienten 
von 2 in dem zweiten Theile der eben gefundenen Gleichung conftant feyn. 
Segen wir fie refpective gleich CO, Ca, Ca, wodurch die letzte Gleichung 


die Form 
v(2) = CH0Gz+0z2 c(6I1) 
annimmt, fo haben wir drei Gleichungen, zwiſchen welchen wir v und Pl») 


= y 


kommt 


eliminiren, und dadurch gu einer Gleichung zwiſchen C,, Ca und C, gelan- 


gen koͤnnen. Legen wir diefen Eonftanten Ci, Oz und Os folche Werthe bei, 
welche dieſe Bedingungsgleichung befriedigen, ſo wird, wie es die Rechnung 
zeigt, -eine jede der drei genannten Gleichungen eine Folge der beiden übri- 


gen, und aus diefen feßteren finden wir dann für » und g(v) conftante 


Werthe, welche fämmtliche drei Gleichungen befriedigen. Sol aber » ver: 
aͤnderlich ſeyn, ſo muß dieſelbe Relation zwifchen go) und », weiche eine 
der beiden zulegt genannten Gleichungen ausdrückt, auch durch die andere 
ausgedrückt werden, und Dies findet nur Statt, wenn wir, =a’ ; ,=0 
und C, = n? feßen. In diefem Falle nämlich erhalten fämmtliche drei 
Gleichungen den Factor v- le =0(, und werben daher zugleich bes 


_ friedige, wenn wir vo = —— =. fegen. Mir haben dann 


X=Q& Bi y—nz 
ynz) x—a 





90) = = «6 


! 
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und bie erfte gegebene &leichuug gebt durch biefe Beftimmung der Func⸗ 5 100. 
tion ꝙ in on 


x+3 ,.y-ı2. 
y+ız er er . 


die zweite gegebene Gleichung aber dadurch, daß wir in (1) G= 3, 
G=0 und G,=n? fegen, in | 

y42x a +07. (as) 
über, und diefe beiden Gleichungen (12) und (13) find, wenn in (12) die 
Nenner weggeſchafft werben, identiſch; fie drücken ein hyperboliſches Rota⸗ 
tionshyperboloid aus, welches die geſuchte Flaͤche iſt. 


Aufgabe [166]. Welches ift die Släche, deren Gleichung in recht; 
winEligen Coordinaten fowohl auf die eine als auf die andere der beiden 
Sormen 








x·pꝛ =) +2: — ) 41 0; — = (2) 
gebracht werden Tann? - | 


Die geometrifche Deutung diefer Aufgabe, if: Welche Rotation 
fläche Fann auch durch eine Gerade erzeugt werden, twelche bei 
ihrer Bewegung fortwährend eine fefte Gerade fchneider? 


Wir führen: eine neue unabhängig: veränberliche Größe ⸗ durch die 
Gleichung 


y nz _ 
| x-a u 
ein, woraus wir ' 

y- (<-a)v+ nz 
erhalten. Segen wir diefen Ausdruck für y in die beiden gegebenen Glei⸗ 
chungen, ſo kommt 

xp) +2 ο; x Da nen zZ’ = vn 
woraus wir, durch Elimination vdn x, 

I1IIT + 2a —E TE FIRE 
a) = (+2[(1+9”)p,-Hav’p, 9: — nvo, —navg,?]yı %-z 
+ [(1+V?)pa’— 2099,93 + n’p1’]pı "?-z° 
erhalten, wenn wir der Kürze wegen, pı und gs reſpective für gı(v) und 
Frl) fehreiben. Da nun w(z)-lediglich eine Function von z feyn fol, 
fo müflen die Eoefficienten von z in dem zweifen: Theile. der letzten Gleis 


— IN — 
100. chung conſtant ſeyn. Setzen wir fie, der Reihe nach, gleich C,, 20., Cs; 
wodurch dieſe Gleichung in 
(zZ) = O 2022 + Oz? (14) 
übergeht, fo haben wir die drei Gleichungen 
-C)pa? +2, +1” =0, 
(A149, +a’9)9 = [m +(G+na)glfı ı \ (15) 
| AH r)a’—-2wp pa rm —C)gi=0 |, 
und wenn wir zwiſchen ihnen pr und a eliminiren, . 
(C, + Ca? — C,C,)v? +2Cna + C, +mPG— GG =60 . 
Aus diefer letzten Gleichung wuͤrde aber » zwei conflante Werthe erhalten, 
wenn nicht ſaͤmmtliche Coefficienten gleich Null ſind. Setzen wir daher 
. Caꝰ - OG.C. - 0; CGm=0 ; A+nG-0G=0, 
ſo erhalten wir 
entweder () G=0 ;G=0.;G=0, 
oder (II) = 2:GC=-0 ; 6, =" 
J. Regen wir den Conftanten Ch, Ca, Cs die Werthe (D bei, fo ift 


eine jede der drei Gleichungen (15) eine Folge der beiden übrigen, und wir 
finden aus ihnen 


910) = _1(121/-7) = 


Seßen wir dieſe Formen | in die erfte der beiden vorgelegten Gleichungen, 
fo giebt fie 
_ 1 3Z2.y A). x—a +1=0 
a — amt 
eine Gleichung, welche, wenn fie rational gemacht und von ben Nennern 


befreit wird, in | | 
P”?+x?= 0 (16) 


übergehet. Und auf Biefelbe Gleichung (16) wird bie zweite der beiben vor: 
gelegten Gleichungen redueirt, wenn wir die Werthe (D) der Conſtanten Ci, 
C,, Cs in (14) einfegen, woraus wir w(z) = 0 erhalten. Aber diefe Glei- 
chung (16) drückt Eeine Fläche, fondern eine gerade Linie und zwar die 
Achfe der z aus. 


H. Legen wir den Eonftanten Ch, Ca, Cs bie Werthe (IT) bei, fo ik 
twiederum: eine jebe der drei Sleichungen (15) eine Bolge der beiden übrigen, 
und wir finden aus ihnen - 
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2 
Yıb) = nern 5 HP) = 5 N" 
während biefelben Werthe (ID bie Gleichung (14) auf 
v(z) = a’ +n?’z? 


$. 100. 


rebuciren. Beide vorgelegten Gleichungen nehmen, durch dieſe Beſtimmung 


der hunctionen Pr / Pa und av, die Geſtalt 

“ yx aꝰ nꝰz 
an. Die einzige Flaͤche, welche der Bedingung der Aufgabe genügt, iſt da- 
ber ein hyperboliſches Rotationshyperboloid. 


Aufgabe [167]. Diejenige Flaͤche zu finden, deren Gleichung ſo— 


wohl auf die eine als auf die andere der beiden Sormen 
HDD =0 5; Er) =t 
gebracht werden Kann. E 
Die geometrifche Bedeutung biefer Aufgabe if: Diejenige Fläche 
zu finden, welche ergeugt werden kann fowohl durch eine Ge: 
rabe, die fich ber Ebene der yz, als durch eine Gerade, die fi 
ber Ebene ber xz parallel bewegt. 
Eliminiren wir z zwifchen den beiden gegebenen Gleichungen, fo kommt 
AKD)-UGN) HM YN) =0 ,. ‚ (17) 
und wenn wir dem x nach einander zwei verfchiedene willkuͤrliche conflante 
Werthe a, b beilegen, und zugleich ı(a), 93(a), Yılb), ꝙa (b) refpective 
durch A,, Ar, Bi, Ba bdejeichnen; ſo haben wir, in Folge der letzten 
Gleichung, 
Ay-au(y)+Aa—yu(y)=0, 
By—-bu „J)+B-yv(y)=0, 
zwei Gleichungen, aus melchen mir 


va) =my+n ; yly)=py+gq (18) 
finden, wenn wir, der Kürze wegen, | 
A,—Bı . A,—B, — . aB, —bA, . aB,—bA, _ 
a TE TI I TI PIE „ — 


ſetzen. Subftituiren wir bie Ausdruͤcke (18) in die Gleichung (17), ſo 
fommt 
m -ply+ m d—n—gl=0 | 
eine Gleichung, zufolge welcher y von x abhängig fen würde, wenn nicht 
Na) =m+p 5; pAl&)=nı+rg . (19) 
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106. Die Gleichungen (18) und (19) beſtimmen die Functionen Qı, —* , und 
%2, in welchen m, n, p und q willkuͤrliche Eonftanten bedeuten. Segen 
wir Diefe gefundenen Formen (18) und‘ (19) in die, beiden gegebenen Glei⸗ 
chungen, fo erhalten wir 

aus der erfien: + ymX+p)-+ (nx +9) =0, 

aus der zweiten: ZH-X(mMyHn)+-(py+)=0 , 
zwei Gleichungen, welche ibdentifch find und ein hyperbolifches Paraboloid 
ausdrücken, welches die einzige Flaͤche ift, die auf beide Arten erieugt wer⸗ 
den kann. 


Aufgabe [168]. Diejenige Släche zu finden, deren Bleichung fos 
wohl auf die eine als auf die andere der beiden Sormen 


me)rnl)rr=0: m)rml)r = 
gebracht werden kann. 

Die geometrifche Bedeutung biefer Aufgabe ift: Welche Fläche kann 
erzeugt werben ſowohl durch eine Gerade, welche fortwährend 
die Uchfe der x fchneidet, als durch eine Gerade, welche fort: 
während die Achfe,der y ſchneidet? 

Wir führen ſtatt x und y zwei neue unabhängig: veränderliche Größen 
v und u durch die Sleichungen 


Fa zZ \ s zZ. 
-=Uv;,;, u 
y xXx 

ein, woraus wir y= — nd x=- a finden, und die , gegebenen Giei⸗ 


chungen in 
pl) + or =0; -uW)+-yW)-+1 == 0 


umformen. Eliminiren wir z zwiſchen Diefen letzten Gleichungen, fo kommt 
| up, (v) + vpalv) — uyı (u) — vo, (u) = 0 4 (20) 
und wenn wir dem u nach einander zwei verſchiedene willfürliche conflante 
Werthe a und b beilegen, wı(a), Wala), WYılb), Walb) aber durch A,, 
Az, Bi, Ba bezeichnen, fo giebt ung eben Diefe Gleichung (20) die beiden 


folgenden 
amt) rip) —aA, Av 0 , 
bo, (W)+v@a(W)—bB —Bv=0Q , 


aus welchen wir, durch Entwicklung, 
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aAl)=m+p ; Go) = _—ı an 519. 
finden, wenn wir, ber Kürse wegen, . 
A—B _ , . 2Ba-bA: _ „. AıbB, _ ,. abBı—A:) _ 
ab ü ab. 7 ’ a—b =P; — 58* 


ſetzen. Subſtituiren wir die Ausdruͤcke (21) in die Gleichung (20), ſo kommt 
[ya (u) — mu—n|u+ huva(u) — —-pu—q | =0, 

eine Gleichung, zufolge welcher v nur dann unabhängig von u bleibt, wenn 
wuW—mu—n=0 ; w(W-pu—g =0 ' 

ift, woraus wir Zn on 


Ya) = Bun ; Go) = mu+n 2. 


finden. Setzen wir bie gefundenen Sunctionen (21) und (22), in welchen 
m, 2; p und q willkuͤrliche Eonftanten bedenten, in die gegebenen Sleichun— 
gen, ſo erhalten wir, da naͤmlich 


6) — +) ——— 





2 ZH0X .., 7/2 mz-+-nx 
| v(z) — p * ; v(7) == x N 
aus der erſten: —— —— =0 | 
ang der zweiten: y- PIE gx +1 = 0 , 


und biefe Gleichungen rebuciren fich, nach Wegſchaffung der Renner, 
beide auf 

Mz? + pyZ nxz-qxy -42 =0, 
wodurch ein hyperboliſches Hyperboloid ausgedruͤde wird, weiches die ger 
fuchte Flaͤche iſt. 


N 


§. 101. 

Iſt bei der vorgefchriebenen Erzeugung einer Fläche eine noch größere 
Willkür gelaffen als bei den Ergeugungsarten, die wir bisher betrachtet has 
ben, fo enthält die Gleichung ber Släche mehrere wilfürliche Sunctionen 
von verſchie denen Ausdruͤcken oder auch willfürliche Sunctionen von Aus⸗ 
druͤcken, welche wiederum. willfürliche Functionen in ſich fchließen. Die fol 
genden Aufgaben: liefern. hiervon einige Beiſpiele. 


. 101. 
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Aufgabe [169]. Eine Curve von einfacher Kruͤmmung M bewegt 
fiy obne ſich zu dreben (d.h. dergeſtalt, Daß eine jede mit ibr feſt vers 
bundene Berade, wie 3.3. eine jede ihrer Tangenten, parallel mit ibrer 
eigenen Richtung fich fort bewegt) und fo, Daß ein mit ihr feſt verbun: 
dener, in ihrer Ebene befindlicher Punkt A eine ebene Curve N befchreibt. 
Es ſoll die allgemeine Bleichung der erzeugten Släche gefunden: werden. 


Wir nehmen die Ebene der Curve M in einer ihrer Lagen zur Ebene 
der xz, die Ebene der Eurve N zur Ebene ber yz. und den Punkt A, wel- 
cher fich, der Vorausſetzung zufolge f ſowohl auf der Curve N ale in ber 
Eberie der Curve M, folglich in dem Durchfchnitte der Ebene der xz und 


der Ebene der yz, d.i. auf ber Uchfe der z befindet, zum Anfangspunfte 


der Eoordinaten. Die Curve M wird bann, in ber genannten Lage, durch 
zwei Gleichungen von der Form 
z=9(X).;- y-0, a (1) 
die Eurve N aber, wenn wir ihre —8 zur Unterſcheidung durch X, 
y, zZ bezeichnen, durch Gleichungen von der Form 
z=p9() ; X=0 @) 
darzuftellen feyn. In irgend einer anderen Lage, welche die Eure M den 
Bedingungen der Aufgabe gemäß haben kann, und bei welcher der Punkt A 
fich nicht mehr im Anfangspunfte der Coordinaten, fondern in dem Punkte 
xyz .befindet, wird die Curve M nicht- mehr durch. bie Gleichungen (1), 
fondern durch das Gleichungsſyſtem 
zZ = Q(X—Xx). y-y=0 (3) 
ausdrücken feyn. Eliminiren wir holen den vier Steidungen (2) und 
(3) die drei Größen =’, y’, 2, fo fommt : 
z=4Yı — (4) 
als die. allgemeine Gleichung der erzeugten Släche, welche, wie wir ſehen, 
zwei willkuͤrliche Functionen von verſchiedenen Groͤßen enthält. oo 
Bei diefer Erzeugungsart ift Folgendes zu bemerken. Wenn, von ben 
beiden Eurven M und N, die Eurve M fich fo bewegt, daß ihre Ebene der 
Ebene der xz parallel bleibt und der Punkt A die Eurve N durchläuft, fo 
iſt bie Gleichung der etheugten Flaͤche, wie wir gefunden haben, 


= 9X) + pr). - Ä 
Wenn aber bie Eurve N fich fo bewegt, daß Ihre Ebene der Ebene der yz 


parallel bleibt, und der Punkt A bie Curve M durchläuft, fo iſt die Gleis 
"chung der erzeugten Fläche, ebenfalls dem Gefunbenen zufolge, . 


Z 
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z=eply)rplE) ı 

diefe Fläche felbft alfo biefelbe als die vorher erzeugte. Daraus folgt: 
Wenn eine ebene Curve M ohne -fich zu drehen fich fo bewegt, 
daß ein mit ihr feft verbundener Punkt A die ebene Curve N ber 
fchreibt und dadurch eine Fläche S befchreibt; fo wird die Curve 
N, wenn fie ohne fich zu drehen fich fo bewegt, daß der mit ihr 
feft verbundene Bunft A die Eurve M durdläuft, eine Fläche 
S’ erzeugen, welche ber Fläche S vollfommen gleich ift, was fich 
auch auf blog geometrifchem Wege leicht nachweifen läßt. 

Iſt eine der beiden Eurven, z. B. N, eine gerade Linie und durch die 
Gleichungen z= ay+b ; x = 0 ausgebrüdt; fo it Y(y) = ay-rb, 
und die. Gleichung ber erzeugten Flaͤche alfo 

z= Fı(x) Hay +b N 


6. 101. 


biefe Fläche felbft demnach eine Eplinderfläche ($.29. ©.6), was auch ohne _ 


bin Elar if. 


Aufgabe [170]. Eine Eurve von einfacher Krümmung M bewegt 
fi folgendermaßen. ihre Ebene drebt ſich um eine gegebene fefte 
Achſe und verſchiebt ſich zugleich fo, Daß ein beftimmter Punft A diefer 
felbigen Ebene eime Eurve von einfacher Krümmung N befchreibs, deren 
Ebene auf jener Achfe ſenkrecht iſt, und Daß alle mie der Curve M feft 
verbundenen Geraden, wie 3. B. ibre Tungenten, mit derfelben Achfe 
unveränderliche Winkel bildan. Es foll die allgemeine Gleichung der ers 
zeugten Släche gefunden werden. 


Wir nehmen die Ebene ber Eurve N zur Ebene der xy, die gegebene 
fefte Achfe zur Uchfe der z und bie Coordinaten rechtwinflig. Nun bes 


geichne 
u = gyı(tangt) (5) 
die Polargleichung ber, in der Ebene der xy befindlichen Curve N, und 
u = g.(v) (6) 


bie Gleichung der Eurve My bezogen auf zwei rechtwinklige Achfen, von 
welchen die Uchfe der v der Uchfe der z parallel, und deren Anfangspunft 
der Punkt A if. Wenn nun bei der Bewegung ber Eurve M ihre Ebene 
mit der Ebene der xz den Winkel t bildet, fo find die Polarcoordinaten des 
Dunftes A, da bdiefer Punkt ſich auf ber Curve C5) befinden fol, t und u’; 
zu gleicher Zeit aber ift die Gleichung der Curve M, wenn wir fie nicht 
mehr auf die Achſen der u und v, fondern auf die Achſen ber u und z 

beziehen, 
32 
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u—u m @gl2) 5; (7) 
und es ift. ferner (I. 9.3. 8.10) | 
y — usint; X=ucost . —— 


Eliminiren wir zwiſchen den vier Gleichungen (5), (7) und (8) bie drei 
Größen t, u und u’, fo kommt 


vy’+rX = (2) + Ga(Z) 9) 


als die allgemeine Gleichung der erzeugten Fläche, toelche zwei willuͤrliche 
Functionen von verſchiedenen Ausdruͤcken enthaͤlt. 

Iſt nun z. B. die Curve N ein Kreis, deſſen Mittelpunkt im Anfange 
punkte der Coordinaten liegt und deſſen Polargleichung demnach u =r iſt, 


ſo iſt — )= r, und bie Gleichung (9) reducirt ſich, wenn wir —X 


durch Wlz) bezeichnen, auf. 
| vy’+x: +"’= v2) / 
wodurch, wie es auch ſeyn muß, eine Rotationsflaͤche ausgedrückt wird, de— 
ven Rotationsachſe die Achſe der z ift (K. 96. Aufg. 148). 

Iſt aber die Curve M eine gerade Linie und durch die Steichung 


u = tgy-v bargeftellt, fo haben wir 9,(2)-= tgy-z, wodurch die Glei⸗ 


hung (9), wenn wir — cotangy˖ Pi Q durch ’) bezeichnen, ſich 
auf 
2 = coty. VVA 20) 


zuruͤckziehet, und der Gleichung (19) des 8. 88, wie es auch ſeyn muß— 
identiſch wird. 


Aufgabe [171]. Eine Curve von einfacher Krümmung M bewegt 
fich obne ſich zu dreben (2. b. dergeftalt, Daß eine jede mit ihr feſt ver: 
bundene Berade, wie 3.3. eine jede ibrer Tangenten, parallel mir ihrer 
eigenen Richtung ſich fortbewegt), und fo, daß e ein mit ihr feſt verbun⸗ 
dener, in ihrer Ebene befindlicher Punkt A eine Curve doppelter Kruͤm⸗ 
mung N befchreibt. Es ſoll die algemeine Gleichung der erzeugten 


| Släche gefunden werden. 


Wir nehmen die Curve M in einer ihrer Lagen zur Ebene der > xz und 


den Punkt A zum Anfangspunkte der Coordinaten. Dieſe Curve M kann 


alsdann durch zwei Gleichungen. von der Form en 
z = 9p,(8) ; y=0,. | ao. 
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Die Eurve N aber, wenn wir ‘ihre Eoorbinaten, zur Unterfcheibung, durch $. 101. 
x y, zZ begeichnen, durch zwei Alerhungen von der Form 

Z=ply) ; = 4:(y) (1) 
dargeftellt werden. In irgend einer anderen Lage, welche die Curve M den 
Bedingungen ber Aufgabe gemäß, haben kann, und bei welcher der Punkt A 
fi) nicht mehr im Anfangspunfte der Eoordinaten, fondern in dem Punkte 
xyz der Curve N befindet, iſt diefe Curve (LO) durch die beiden Gleichungen 
| z-7=p&—N) ; y-y=-0 ' (12) 
auszudrücken. Eliminiren wir zwiſchen den vier Sleichungen CII) und A) 
die drei Größen x, Y, zZ, fo fommt ' 

= PANV)HMK—- HN) (13) 

ats bie allgemeine Gleichung der erzeugten Bläche, welche zwei willkuͤrliche 
Functionen enthält, von denen bie eine wiederum eine e wißirliche Function 


in ſich ſchließt. 


Aufgabe [172]. Eine Curve von doppelter Krümmung N bewegt 
ſich obne ſich zu dreben (d h. dergeſtalt, Daß eine jede mir ihr feſt vers 
bundene Berade, wie 3.9. eine jede ihrer Tangenten, ‚parallel mir ihrer 
eigenen Richtung ſich fortbewegt), und fo, Daß ein auf ihr befindlicher 
fefter Punkt A eine ebene Curve M beſchreibt. Es Es ſoll die algemeine 
Gleichung der erzeugten Stäche gefunden werden. . 

Wir nehmen die Ebene der Curve M zur Ebene ber. xz, und.e ‚einen 
Dunft a diefer Curve zum Anfangepunfte der Coordinaten. Indem wir ihre 
Coordinaten zur Unterfcheidung. mit x’, y, 2 bexichnen, druͤcken wir ſie 
nun durch zwei Gleichungen von der Form 

2 9; *0 60 
aus. Die Curve N aber ſtellen wir in derjenigen Lage, ba welcher der 
Punkt A fich in a befindet, durch die Gleichungen 

z=py) ;— z= pl) .(15) 
Fuͤr eine andere Lage dieſer Curve N, bei welcher fi 4 ber Dunft A 
in den Punkte x'y’z'. befindet, haben wir dann 
z-7=p(-Y) ; x. = BOY: . (16) 
Eliminiren wir zwiſchen den vier Gleichungen (14) und E16) die drei Grös 
fen x’, y’, z, fo fommt 


z=eMK-MNHRN . an 
als die allgemeine Gleichung ber erzeugten Släche. Dieſe Gleichung (17) 
| 32* 





or. iſt mit der, in der vorigen Aufgabe gefundenen, Gleichung (18) identiſch; 
daraus folgt, daß jebe Fläche, melche nach der in der vorigen Aufgabe an⸗ 
gegebenen Art erzeugt ift, auch nach ber in der gegenwärtigen Aufgabe 
genannten Weife erzeugt werden kann. 


Aufgabe [173]. sEine Curve von einfacher Arümmung M bewegt 
fih folgendermaßen. Ihre sEbene dreht ſich um eine gegebene feite 
Adıfe und verfcbiebt fich zugleich fo, Daß ein beftimmter Punkt A Ddiefer 
Ebene eine Curve von doppelter Kruͤmmung N befchreibt, und daß alle 
mit der Eurve M feſt verbundenen Geraden, wie 3. B. ihre Tangenten, 
mir der genannten Achfe unveränderliche Winkel bilden. Es foll die 
allgemeine Bleichung der erzeugten Släcdhe gefunden werden. 


Wir nehmen die Ebene der Eurve M in einer ihrer Lagen zur Ebene 
ber xz, die gegebene Achfe zur Achfe der z und bie Eoordinaten rechtwinklig. 
Nun fey die Eurve N durch das Gleichungsſyſtem 
u = gılangt) ; zZ = g.ltangt) (18) 
ausgedrückt, in welchem z’ die fenfrechte Ordinate, w die Projection des 
Madiusvector der Punkte diefer Eurve und t den Winkel, welchen dieſe 
Projection mit der Achſe der x macht, bedeutet. Ferner ſey 
um .gs(v) - (19) 
die Gleichung der Curve M, besogen auf zwei rechtwinklige, in der Ebene 
dieſer Curve liegende Achſen, welche ſich in dem Punkte A als dem An- 
fangspunkte der u und derv ſchneiden, und von welchen die Achſe ber v der 
Achfe der z parallel if. Wenn bei ber Bewegung der Curve M ihre Ebene 
mit der Ebene der xz den Winkel t bildet, fo befindet fich der Punkt A 
in dem Punkte twz’ der Eurve N. Wir mäffen alfo, um die Curve M in 
biefer Lage auf den Anfangspunkt der xyz zu beziehen, u—u’ für u und 
z— 2 für v fegen, wodurch wir aus ber Gleichung (19) . 


u-uU = 9(2-2) (20) 
erhalten, neben welcher Gleichung noch die Gleichungen | 
yz=usnt ; x— uoost (21) 


erifliren. Eliminiren mir zwiſchen den fünf Gleichungen (18), (20) und 
(21) die vier Größen t, u, w, z, fo fommt 


FF nenn] e 


als die allgemeine Gleichung der erzeugten Flaͤche. 
Wir bemerken noch Folgendes. In dem befondern Falle, in welchem 


— SU — 


die Eure N auf einem geraden Kreischlinber liegt, deſſen Achſe mit der $. 101. 
gegebenen feſten Achſe coincidirt, ift Die erfte Gleichung (18) UV = r, mo 
r den conftanten Radius dieſes Eplinders bedeutet. Dann haben wir alfo 


“ yıltangt) = Yı (£)= =r und unfere allgemeine Gleichung (22) ziehet ſi ſ ch auf 


— — — P. — 
zuruͤck. Dieſer legten Gleichung koͤnnen wir, durch Umkehrung, auch die Form 


HEN TE 
aljo die Form J | 

z = (a (2) . (y? +x?) (23) 
geben. 


In dem noch fpeciellern Falle, in welchem die Curve N eine Schrau⸗ 
benlinie iſt, die ($.86. G. 14) durch die Gleichungen 


var; 2 mor (vis 8) 


dargeſtellt wird, haben wir 9, (z = nr arc (is = 2), wodurch die 
Gleichung (23) in 

z = nrarc (tang = x) +A’+*) 
übergehet, und eine jede Schraubenfläche darſtellt (. M. G. . 


Aufgabe [174]. Kine Curve von doppelter Krümmung M bewegt 
ſich obne ſich zu dreben (d. b. dergeftalt, daß alle mit der Carve feſt ver: 
bundenen Geraden, wie 3. B. ihre Tangenten, fich parallel mit ſich felbft 
fortbewegen), und fo, Daß ein mit diefer Curve M feft verbundener Punft 
A eine Eurve von doppelter Krümmung N befchreibt. Es foll der all: 
gemeine Ausdrud der erzeugten Släche. gefunden werden. 


Welches auch die Curve M -feyn mag, fo kann fie, in einer jeden ihrer . 
Lagen, immer in rechttoinkligen oder fehieftwinkligen Coordinaten durch zwei 
Sleihungen von der Form | 

x-a=pl-7)) ; -Aspl—y) . 
ausgedruͤckt werben, in welchen &, A, 7 bie Eoordinaten des Punktes A 
bedeuten. Und die Eurve N kann, anf baflelbe Coordinatenſpſtem bezogen, 
durch zwei Gleichungen von der Form 








01; 
dargeſtellt werben. Eliminiren wir @ und 4 zwiſchen dieſen vier Sleichns⸗ | 
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gen, ſo haben wir 

X- p 53. Y-pQ)= aa) ' ey 
und die Elimination von / zwiſchen dieſen beiden Gleichungen (24) würde 
die verlangte allgemeine Sleichung der erzeugten Fläche geben. - Diefe Eli⸗ 
mination läßt fich aber, fo lange die Functionen gi, Par Ps, Pa unbeftimmt 


gelaſſen werben, nicht vollziehen; deshalb betrachten wir das Gleichungsſy⸗ 


fiem (24) felbft als den allgemeinen Ausdruck für die erzeugte Fläche. 
Iſt, um einen einzelnen Sal zu betrachten, die Curve M diejenige 
Schraubenlinie, welche bie auf rechtwinklige Achfen besogenen Gleichungen 


Z zZ 
x = TCos — 3 yzrseın— 
nr nr 
darftellen, die Eurve N aber diejenige, welche die auf daffelbe Coorbinaten⸗ 
foftem bezogenen Gleichungen 
e=rost ; B= —rsin Z 
nr nr 


ausbrüden; fo haben wir, zufolge der Gleichungen (24), 








x—rcos - = roos ; y+ren = ren 7 ' 
nr nr nr nr. 
oder auch 
erlo rot) : yar'niT zZ 
x r cos TE Tr" ya F m 
folglich 
2 z— 2, z—27 : 
x=2r 00 a 5 = 2r 00 Ey 
woraus, durch Elimination von y, 
3 32“ _ 2, a_2_ 25 
y„”’+-x’ = 4r 608 Zn . (25) 


al die Gleichung der erzeugten Släche. hervorgehet. Dieſe Fläche ift alfo 
eine Rotationgfläche, deren Meridiancurve Dura die SGleichung 


x 2r cos 3,- 
ausgedrückt wird. 


„Eine Släche S, welche durch eine Eurbe doppelter Krümmung M er 
zeugt wird, indem diefe, ohne fich zu drehen, fich fo bewegt, daß ein mit ihr 
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feſt verbundener Punkt A eine Curve doppelter Krümmung N durchläuft, 8. 101. 
und eine Flaͤche S, welche dadurch erzeugt wird, daß dieſe Curve N ont 
fich zu drehen fich fe betvegt, daß ein mit ihr feft verburidener Punkt B 
jene Curve M durchläuft, find zwei vollkommen gleiche Zlächen.” 
Diefer Sag läßt fich auf verfchiebene Arten, und: analytiſch wie folgt 
erweiſen. Wir beziehen die beiden Curven M, N, auf ein und daſſelbe 
rechtwinklige oder ſchiefwinklige Coordinatenſyſtem, und es ſey die Curve M 
in derjenigen Lage, in welcher ſich der Punkt A im Anfangspunkte der 
Coordinaten befindet, durch das Gleichungsſyſtem 
x=gpl ; Y ꝙ(2), 
und die Curve N in derjenigen Lage, in welcher ſich der Punkt B in dem; 
ſelben Anfangspunfte befindet, durch das Gleichungsſyſtem 
x=gl(l2) ; ym9ı() 

ausgebrüct. Zufolge der vorigen Aufgabe erhalten wir bie Gleichung der 
Fläche S, wenn wir y zwifchen den Gleichungen 

x= nl) HH) 5 V . ((24) 
und die Gleichung der Fläche S, wenn wir >’ gwifchen den Gleichungen 

x=ml)+Ypl2 7) ; y=ml)+Ylz-Y) (26) 
eliminiren. Sehen mir nun, in den Gleichungen (24), 7 und (2—y) als 
zwei unbekannte Größen an, fo können wir Diefe aus den eben genannten 
Sleichungen (24) entwickeln, wodurch wir 


y=f&,Y). ; 2z-y=Ählk,y):.ı > 
und daraud, durch Elimination von 7, | 
z=fi(x,y)+f(z,y) an 


ale bie Sleihung der Släche S: erhalten. Und fehen wir, in ben Gleichun: 
gen (26), 7’ und z—y' als zwei unbekannte Größen an, fo Eönnen mir 
auch dieſe aus den fo eben genannten Gleichungen (26) entwickeln, wo⸗ 
durch wir dann offenbar i 
= f.(x,y) 3 z—y = f(x, y) ' 
und daraus, Durch Elimination von z', 
z=h@&,y)+hl@,y) (28) 


als die Gleichung der Fläche S’ erhalten. Da nun aber die Gleichungen 
(27) und (28) identifch find, fo find die Slächen S und 5” einander 00: 
fommen gleich, was behauptet worden war. 


01. 
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Aufgabe [175]. Die allgemeine Gleichung der Släche zu finden, 
welche die Beſchaffenbeit bat, Daß alle, einer feflen Ebene parallelen 


Durdfchnitte, wenn fie nach einer gegebenen Richtung auf .diefe Ebene 


projicirt werden, ähnliche und Ähnlich sliegende Eurven geben, die ſaͤmmt⸗ 
lich einen und denfelben AebnlichKkeitspunft haben. 

Mir nehmen die fefte Ebene zur Ebene der xy und den gemeinfchaft: 
lichen AehnlichFeitspunft zum Anfangspunfte der Eoordinaten, durch den 
wir die Achfe der z der genannten Richtung parallel legen. Iſt nun die 
Gleichung der Projection eines der Ebene der xy parallelen Durchfchnittg, 
für welchen z= a, 

y=9(@) , 
fo muß, der Bedingung ber Aufgabe gemäß, die Gleichung der " Projeetion 
eines Durchfchnittes, für welchen z = z ifl, 


ny = p(nz) 


feyn, wo n von z abhängig, und alfo n = (zZ) if. Wir haben demnach 


y'p@) = pls-v@)] | (29) 


als die allgemeine Gleichung der Släche: 


Aufgabe [176]. Die allgemeine Gleichung der Släche zu finden, 
welche fo befchaffen iſt, daß alle, einer feſten Ebene parallelen Durchs 
fchnitte, wenn fie nach einer gegebenen Richtung auf diefe Ebene pros 
jicire werden, Kurven geben, welche in der, durch die Gleichungen 
t=x, u= ny gusgedrüdten Verwandtfchaft der Affinität ſtehen, wo 
n eine, für jeden einzelnen Durchfchnitt conftante Zahl bedeutet. 

Wir nehmen die feſte Ebene zur Ebene der xy, und bie Achfe der z 
der gegebenen Richtung parallel. Iſt nun bie Gleichung der Profection eis 
nes, der Ebene der xy parallelen Durchfchnitteg, für welchen z = a, 

.y=9@ | 
fü muß die Gleichung der Projection eines Durchſhnirtes, fuͤr welchen 
2 =2 ift, 





ny = 96) 
feyn, wo n von z abhängig, alfo n = w(z) if. Wir haben demnach 
y-v@) =gP(&) 
als die allgemeine Gleichung der Fläche, welcher wir auch die Form 
878 
v(z) | 


oder, wenn mir ir für w(z) ſetzen, die Form 
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v-r@v® 2.80): 


$. 102. 


Iſt die allgemeine Gleichung einer Flaͤche, welche mehrere wiltarliche 
Functionen von verſchiedenen Ausdrücken enthält, bekannt, und iſt eine 
folche Anzahl von Eurven, welche auf der Fläche liegen follen, gegeben, daß 


‚geben Können. 


4 101. 


dieſe Fläche dadurch individualifirt if; fo werden zwar die genannten Func⸗ 


tionen dadurch particularifirt, aber die Beſtimmung biefer Sunctionen ift in 
den meiften Faͤllen mit fehr großen Schwierigkeiten verknüpft. Die allge 
meine Methode dieſer Beftimmung führt zu Differengen-&leichungen, 
deren integration fih nur in fehr wenigen Fällen in gefchloffenen Aug: 


drücken bewirken läßt. Wir dürfen hier auf dieſen Gegenfland nicht weiter _ 


eingehen, und ung begnügen ihn erwähnt zu haben. 

Wenn zwei allgemeine Gleichungen, welche mehrere willkuͤrliche Sunc- 
tionen verfchiebener Ausdruͤcke enthalten, gegeben find, fo kann (wie in 
$. 100) gefragt werden, welche individuelle Fläche fowohl durch die eine 
als durch die andere diefer Gleichungen dargefiellt werde, was wieder mit 
der Aufgabe übereinfommt, diejenige Fläche zu finden, welche durch zwei 
verfchiebene gegebene Erzeugungsarten hervorgebracht werben Tann. Die 
allgemeine Methode zur Beſtimmung jener Sunctionen führt daun zu ge 
wöhnlichen Differentialgleichungen. Wir wollen hier nur einige der einfach: 
ften Aufgaben diefer Art. vorlegen, welche ohne tiefere Kenntniß der Diffe- 
rentialrechnung gelöft werben koͤnnen. 


Aufgabe [177]. Welche Släche. wird in rechtwinkligen Coordinaten 
ſowohbl durch die eine als durch die andere der beiden Gleichungen 
z= x ; Zz= yv(P?+x 
dargeſtelt MATT) y(y’+%°) 
Diefe Aufgabe laͤßt fich, zufolge des 8. 101 (G. 4) und des $. 96: 
(G. 4), offenbar auch fo ausdrücken: Welche Rotationgflähe kann 
Dadurch erzeugt werden, Daß eine noch unbefannte Curve ein 
facher Krümmung M fich parallel mit fich felbft und mit der 
Notationsachfe, und ferner fo bewegt, Bag ein beftimmter Punft 
Derfelben eine ebenfall$ noch unbekannte Eurve einfacher 
Krümmung N befchreibt, deren Ebene auf ber Ebene der Eurve 
M fenfredt. if? 
Eliminiren wir z zwiſchen den gegebenen Gleichungen, fo erhalten wir 
pů)...06() 
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102. Da uun x und y von einander unabhängig find, fo koͤnnen wir diefe Gleis 
chung blos nad) x und blos y bifferentüiren, wodurch wir, wenn mir 


ar 2 durch PL), u durch Plz) und a durch (u) 


bezeichnen, - | ne 
pi) = 2y”PHR) ; HH) 
erhalten. Eliminiren wir w(y’+x?) swifchen diefen Gleichungen, fo kommt 

ypıla)=xyıly) ı 
oder, wenn wir die Variabeln ſepariren, 

AR N - 

X y th \ 
eine Gleichung, die, weil x und y von einander unabhängig feyn follen, 
nur beftehen Tann, wenn | 

Ä | 22 —e und Zr 


ift, wo c eine. wilkdelihe Conftante bedeutet. Aus dieſen letzten Sleichun⸗ 
gen erhalten wir | 
PR) =ex und AR =(cy.5 


und. daraus, durch Integration, 
yı(X) = 2er’ +0," ; 0 = 2cy”’ +0, 
Wir baben demnach, wenn wir C,+©, = a ſetzen, 

2—a = 2cx?-+2cy? (2) 
als bie gefuchte Steichung der Släche, welche fomit ein NRotationsparaboloid 
ift ($.48). Die einzige Fläche, welche auf die genannte zwiefache Art er: - 
zeugt werden kann, ift alfo das NRotationsparaboloid. - 


Aufgabe [178]: Welche Slaͤche wird fowohl durch die eine als 
durch die andere der beiden Gleichungen 


zz - ut ; 2= v(2) 
dargeſtellt? 
Dieſe Aufgabe laͤßt ſich, zufolge des 101. (G. 4) und des u 88, 
(8.18), auch wie folgt ausbruͤcken: Welche Fläche kann erzeugt wer: 
den fowohl durch eine Gerade, welche bei ihrer Bewegung fort 


* während die Achfe der z fchneider und der Ebene derxy parallel 
bleibt, als durch. eine ebene Curve M, welche fich parallel mit 
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ein jeder beffimmte Punkt derfelben eine Eurve einfacher Kruͤm⸗ 
mung befchreibt, deren Ebene gleichfalls ber Achſe der z par | 
rallel iſt? 


Eliminiren wir z zwiſchen den gegebenen Sigungen L kommt | 
AR) = 0) 6) 
und wenn wir, nach einander, nach x und nach bifetentiten, 
—C) 5 90) = ve) 


fange rl 5 
woraus, durch Elimination von % (£) | 
xp) = —-ypily). 
hervorgeht, eine Gleichung, bie nur beftehen Fan, wenn 
xp d)=—-c md ydY)= | 
ift, wo c eine willkuͤrliche Conſtante bedeutet. „Aus * beiden Gleichun⸗ 
gen erhalten wir | | 


I ER 





y 
und daraus, durch integration, | 
(X) = —clogmx ; g,(y) = elogny TE 
wenn wir Die, durch die integration eintretenden Couſtanten durch m und 
n begeichnen. Mir haben demnach, wenn‘ toi — — — k feßen, 


= elogy— lex khoek) 
als die geſuchte Steichung der Fläche. . Verlegen wir den Anfargepantt der 
Coorbinaten nach demjenigen Punkte der Achſe der z, für welchen: jest 
= clogk ift, indem wir zrehek für z fegßen, fo fommt 
— c(logy— logx) 
. oder auch 


y-xe | j Be | (4) 
als Die Gleichung der gefuchten Fläche. u Ä 


Aufgabe [179]. Welche Slächen werden ſowohl durch © die eine als 
durch die andere. der beiden Sleichungen | 


e 


fich felb und mit der-Achfe der z ferner aber fo bewegt, daß 5. 102 
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| Xu plV)rElt) 5; YılX)HpEle) 
eftelle? 


Diefe Aufgabe läßt fich, zufolge des $. 101 (8.4), auch folgenderma; 
ausdrüden: Welche Flächen werben fowohl ergeugt durch eine 
re Eurve, welche fich der Ebene der xz parallel und fo be 
t, Daß jeder beſtimmte Punkt derfelben eine Eurve einfacher 
mmung befchreibt, deren Ebene ber Ebene der xy parallel 
als durch eine ebene Eurve, welche fich ber Ebene der yz pa 
el und fo bewegt, daß jeder beftimmte Punkt derfelben eine 
ve einfacher Krümmung befchreibt, beren Ebene gleichfalls 
Ebene der xy parallel if? 


Differentüren wir Die beiden gegebenen Steichungen, nach einander, 
x und nach y, fo kommt: | 


1 nz) ; = Yı)+vie-(Z) 
re); = rel) 


0 


5 . dz | dz 
iiniren mir =) und (5) ſo ergeben ſich 

vl) _ _,, . vi) _ __1 

Y, (2) = -yı@) ’ Pr (zZ) 5— a’ (y) j 
Gleichungen, welche, da x und z, und ebenfo y und z als unab» 
ige DVeränderliche angefehen werden fünnen, nur beflehen, wenn 

Ya) _ 

Paz) | 
wo c eine willkuͤrliche Eonftante bedeutet. Durch Integration erhal 
wir | | 
| 1 

zZ) = cpa(z)+C, ; w,(x) = —cı+0G, ; gı(J) = +6 ! 





3 w,(x) =—-c0;: !!NM=--—- 


urch nun die Sorm ber Functionen 9, und y,, und eine Relation zwi⸗ 
ı den Functionen 9a und w, gefunden iſt. Setzen wir jegt den eben 
ndenen Ausdruck von Yıly) in .die erfte, und die ferner gefundenen 
drücke von w,(x) und ws(z) in bie iweite der gegebenen Gleichungen, 
‚halten wir 

ytrx=cg9(zZJ +00, ; ram ++, f 
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woraus die Relation cC; = Cı +0, zwiſchen den, durch die Integration $. 102. 
eingetretenen Eonftanten folgt; und begeichuen wir - 
e · a (2) +06, = ©: a2) +Cı +0 durch F(z) f 
fo haben wir j 
b Yy-+cXo Eli) Ze :(5) 
als die allgemeine Gleichung der gefuchten Flaͤchen, welche ſomit Cylinder⸗ 
flächen find, deren erzeugende Gerade ber Ebene ber xy parallel liegen. 
§. 103, | 
Wenn ein gerader Kreischlinder auf einer feften Ebene E, ohne fich zu 
verfchieben, rollt, fo befchreibt jeder. beftimmte Punkt diefer Cylinderfläche 
eine Cycloide, und ein jeder nicht auf der. Eplinderfläche befindliche, aber 
mit ihr feft verbundene Punkt befchreibt eine verkürzte oder verlängerte Cy⸗ 
cloide, je nachdem er außerhalb oder innerhalb des Cylinders liegt. Bei 


derſelben Bewegung befchreibt die Achfe des Eylinders eine Ebene A, welche 
der Ebene E parallel ift. 


Aufgabe [180]. sEin gerader ZXreiscylinder, mit welchem eine 
Curve M von einfacher oder doppelter Krümmung feft verbunden ift, 
rolle, obne ſich zu verfcbieben, auf einer feften SEbene E. ‘Es foll die 
allgemeine Gleichung der Släche gefunden werden, welche die Curve M 
bei der angegebenen Bewegung erzeugt. | 

Wir nehmen die Achfe des Cylinders in derjenigen Lage, welche fie im 
Anfange der Bewegung hat, zur Achfe der x, bie. Ebene A, welche dieſe 
Achfe enthält und der Ebene E. parallel ift, zur Ebene ber xy, und die 
Eoordinaten rechtwinklig. Wir bezeichnen den Nadius des Kreischlinders 
durch a, und es fen _ | | nu 

y=pG) ; z=n(@) | 1). 
das Gleichungsſyſtem, welches die Curve M in derjenigen Lage. darftellt, die 
fie im Anfange der Bewegung hat. — Wir wollen ung jegt drei, auf ein⸗ 
ander fenfrechte Ebenen P, Q, R vorftellen, welche mit dem Eylinder und 
mit ber Curve M feft verbunden find, und twelche im Anfange der Bewe⸗ 
gung mit den zu Coordinatenebenen genommenen coincidiren. Wenn nun 
die Achſe des Cylinders, durch deſſen Fortrollen, in eine neue Rage gefom- 
men iſt, in welcher fie durch die Gleichungen | 

. \ z — 0 5. y = 
bangen wird, befinden ſich die Ebenen P, Q,.B in einer folchen Lage, daß 
bie Ebenen P und Q, welche im Anfange der Bewegung refpertive mit ben 


- 
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in der fo eben genannten Lage auf bas urfprüngliche. Coordinatenſyſtem ju 


„13 die Gleichungen 
i In (22) de 9.13 
bejiehen, in Folge der Forme — | | 





= x / 
tg j 
r > 
, rt 4 _y.sn A VA( a) · cos0⸗ N 
y y.cos a — 


4 
ra 
ya drre IH) nd 


in Ar ingen. Eliminiren wir nun zwiſchen diefen drei Glei— 

wendung zu bringen. € | | 
Hungen unb en beiden Gleichungen (7) ‚die drei Größen X, y, 2, {o._ 
yalten wir 





y= (r=&a):cos +9 (X) cos. me U 09 (x) -sin = 9 
— — 8) 
F ra Ä ra 1 
— (ra): .sin —® 
z = (ra) sm d-+-p,(x)-sin a Pr YpalX):cos —— 





ei Gleichungen, stoifchen welchen man I eliminiren muͤßte, um die Glei: 
ng der erzeugten Flaͤche zu erhalten, und welche alfo jufammen genom: 
n dieſe Släche darftellen. — In dieſen Gleichungen (8) gelten die oberen 
reichen, wenn die Eplinderflächen A und B. ſich von außen, und die 
eren DBorzeichen, wenn diefe Eplinderflächen fich voir innen berühren. 


Bir wollen, um einen ſpeciellen Fall zu betrachten, annehmen, daß 
ar ſey, und. da bie Cylinder A und B fi) von innen berühren. 
dann fir — 223, r—a=a und 
geben ung auf der Stelle 
Y=lB+p@)]-0s9+9(2)-n9. | 
| z = la - AM(&)]-snd® +9, (x):-c0s% ; 
Aus, durch Elimination von 3, und wenn wir, der Kuͤrze wegen, fir 
9 und paCx) reſpective 9, und 5. ſchreiben, 
Fran + a] 22 day yz+ [94 
== [92° + y’— a’? (9) 
die allgemeine Gleichung ber erzeugten Fläche hervorgehet. — Wollen 
tejenigen Curven finden, in welchen dieſe Flaͤche (9) von Ebenen, 
auf der Achfe bes Cylinders B fenkrecht find, gefehnitten wird, fo 
en wir x conflant fegen, wodurch 91 und q, ebenfalls conſtant wer- 
den; 


— = — 1; und die Gleichungen 


yı’—2apı +a?].y? 
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den; ud aa dachdꝛe Gleicheng 19) eine Ellicſſe aut: Alle auf. dieſe 5. 803. 
Weiſe ergiugten Flaͤchen Haben hestuach Die Eigeiichaft, daß die auf ber 

Achte des Cylinders B ſenkrechten, ebenen Durchſchnitte Ellipſen find, Deren 
Wirelpunkte in ber We b bes 3 Eplinbers B liegen (vergl L s 67 ©. 311). 


& 104... 

Aufgabe sel. Kin gegebener Rotationskegel A rollt auf einer 
feften Ebene E obne. fich zu verfchieben. Es ſoll gefunden werden: 
erfiens die Curve, welche ein mit dem Kegel A fefl verbundener Punft 
p bafchweibt, zweitens Die Slädhe, welche eine mit dem Kegel A fefi 
verbundene Curve M erzeugt. 


. Bei ber vorausgeſetzten Bewegung ber Beyefläcie A verändert ber 
Mittelpunft (Scheitel) dieſer Fläche offenbar feinen Ort nicht. Wir neh- 
men dieſen feften Puult sem Aufangspuukte zpweier rechtiwinfligen Eoorbi- 
natenfpfieme xyz und x'y'z, von weichen das erfie Syſtem mit der Ebene 
E, und das zwöite mit der Kegeiftäche A feft verbunden ſey. Die Ebene 
E nehmen wir zur Ebene ber xy, unb biejenige Gerade a,, in welcher im 
YAnfange der Bewegung die Ebene E von der Kegelfläche A berührt mu, 
zur Achſe der y. Die Achſe der Kegelflaͤche A nehmen wir ‚zur Achſe der 
‚ z', und. diejenige mit der. Kegelfläche feft verbundene Ebene, welche im An- 
n fange der Bewegung biefe Achſe und Die eben genannte Achſe der y ent: 

hält, zur Ebene der zz. Den Winkel der Kegelfläche A, d. i. ben Bin 
fel, welchen jebe ihrer ergeugenben Geraden mit ihrer Achſe macht, bezeich 
nen wir durch 2. 
Die Athſe der Regelflaͤche A macht vffenbar mit der Ebene E Tore 
während den Winkel 3; und mit Fer Achſe der z alſo Den Winkel 37 — 6. 
Da num die Ebene sexy auf ber "Adıfe der 2, Bi. auf der hfe des 
⁊ Segels Tele MI 16 Sühet fie mit der Ebene E, ©. i. mir ber Ebene be 
xy, gleichfälls den BintelIr7— 65. 
Iſt im Laufe der Bewegung der Segel A in Biejenige Lage gekommen, 
in welcher er die Ebene E in der Geraden a, berührt, bie mit ber Geraden 
* d. i. mit der Achſe der y den Winkel ı; "Gilden, fo wird Die Ebene ber 
v’ die Ebene E in einer Geraben D frhneiden, welche auf der Geraden a, 
— ———— 
N macht; zugleich wird dam aber ‚bie Ebene ber *2 gegen biefenige Ebene 
F, weldye in der Seraden a, auf Der Ebene E ſenkrecht ſteht, unter einem 


Winkel s geweigt fenn, welcher offenbar gleich Fe fl. "Da nun die Hehe 
1 40 3 


® 
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Ä $ 204. ber. x’.auf Der Ebene ker y’z’, und bie. Gerade D auf ber fo eben genann⸗ 
tem Ebene Poſenkrecht iſt, ſo wird eisen. Die Achſe der x’ mic ber Se: 


“raden D den Winkel —T -i=-— 5 zinſchließen. Segen toi: nun in 


die Transformationsformeln (19) bes 7* 13 überall 7 für u, 30r— 6 für 
3” und —e für @, fo haben wir ' 
- Ä [cos neose + sinösihrjsine] - x 
E nn X. (+ [sinn cose — sindcosnsine] y 
—— cos Ösine- 2 BE FE: () 
- 4 | [cos nsin & — sinösinnoose] - 2. GE 
= 





+ [sinn sine + Sinocos ncose] · 
+ 60860085 2 


zZ = cos dsinn - ————— 
in welchen Formeln € überall 7, z bedeutet / und aus deuen zugleich 


—— = zZ’ y’ +r a J I 0 
folge re 
I. Iſt nun erſtens ein, mit der Regeifläche A feſt verbundener Punkt 
p gegeben, deſſen Coordinaten in "Beziehung. auf. das Coordinatenſyſtem 
xyz. die conftanten Werthe 
| x=e; y= Pb; T=-y . 6 
* haben, ſo erhalten wir, durch Elimination der vier Größen 7. x. y/ andız, 
zwiſchen den ſechs Gleichungen (1) und (3), zwei Sleichungen. in x. y und 
| 2, welche zufammengenommen diejenige Curve barftellen, bie der Punkt p, 
b wäprenb der Bewegung des Kegels A hefchreibt, — Bei biefer. Elimination 
’ können wir flatt ber drei Gleichungen (1), irgend zwei derſelben und die 
Gleichung (2) anwenden, und dann it die eine der beiden Dinalgleichungen 
der Elimination | . 


a a Bar 


zZ -y24x! - =y Bug Bere J 

die von dem Punkte p beſchriebene Curve wird alſo immer eine ſobariſche 
ſeyn. — Dieſe Curve heißt ſphaͤriſche Cycloide. | 

II. Iſt zweitens eine mit der Kegelſaͤche A feſt verbundene Lurve 
M, durch die beiden Gleichungen... 

F@,y;z)=0 ; F(@&,y, 2) = 0 (4) 

gegeben, fo erhalten wir, durch Elimination der vier Größen n, x, y’ usb 
z’ zwiſchen den fünf Gleichungen (1) und (4), eine Gleichung in x, y und 








— 515 — 


ge diejenige Flaͤche darſtellt, Die von der Ene:M wateend ber de 5 104. 
8 des Kegels Aerzeugt erird. 

Iſt z. B. ber Winkel o Des Kegels A dem beitten Theile nee rech 
keich, ſo iſt sind = 4, c08d = a8, alſo⸗ e au; und dann geben 
ormein OIII.. 4 

= co r— sin’n- y Vzsöhrfien :Z u " | | 

= 4sinn(1-4-2cos? Ixil 4 —— Dr 

= 4V3sinn- x —4Vdcosy. y+lz. 


wun ferner bie. Linie M Biejenige erzeugende Gerade, des Regels A, 
he im Anfayge der Bewegung mit der Achſe der y coincidirt, und 
daher durch die Sleichungen 
=. Yo <tangd-z 
d, de 5 u 7% durch) die Steichungen 
1; 
x =0; = — —:z 
3 
wWWgqoedruͤckt ift; o haben wir, in Golge ber fo eben aus den Gleichungen 
D abgeleiteten Sormeln, 
cosnm · x - Ssinꝰn · y - VaSin ncosn · · = 0. | 
y3-sinn(1-+cos’n)x+V3 cosnsin’n:y-+(2—3sin’n)z =0 | 
zwei Gleichungen, zwiſchen welchen wir eliminiren muͤſſen. Eliminiren 
wir y zwiſchen ihnen, fo kommt 
vg. = sinn‘Zz | 


= 


woraus wir 

3 
san = v3-= =, und daher: cos" 1 R 
erhalten. Subſtituiren wir dieſe Ausdruͤcke in die erſte Jene beiden Glei⸗ 
Kungen, fo kommt ’ 

2Ix'y? = (22 4+3)2 32) (6) 

als Gleichung der erzeugten Släche, welche ſomit eine Kegelfläche vom ſechs⸗ 
tn Grade if. 


Aufgabe [183]. in gegebener Rotationsfegel A vol, obne ſich 
3a verfchieben, auf der Släche eines andern, ebenfalls gegebenen Rosa: 
tionskegel B, mit weichem er einen gemeinfchaftlichen Mittelpunkt (Schei: 
ve) bat. Es foll gefunden werden: erfiens die Curve, welche ein mit 
dem Regel A feft verbundener Punkt p befcbreibt, zweitens die Släche, 
welche eine mit dem Regel A fefl verbundene Curve M erzeugt. u 

33* 


= u... 





⸗ 
r . 
„ 
n 
‘ 
s 
pn 
Be a er a: 
i Bu Fer ey 
1 
1 
green q rat tb rien te 
. . . Dr Fa 1 . ... u 2 ee Zur DE LZ De Fer Be 
2 } „J nt 
“ . . . » . . « « ' . . y®. ’ Eu U er ' ziel . 
PEN Nr! urA 2. re er; Pe inet 
. . - . . . . . IH 6% —V 11 a da 
. 
Er ei: ® R FE 23 ES U  } | Fu - 2 ap Bea EL BE Ze FE 4a⸗ x "n ’ 
J.. ad. dit G .2 ‚2 ‚> !. ‘ anne 4, ‘ ‘ * * so“ pad r , . » 
En SE Pe ue 222 no Fu ur Taf DE tn: FE a 3 
. . . . . “ . . Po ii f rt Negde 43, ha s . ‘ ⁊ ? wen u 
‚ . 
a , 7 , 
. . . . . . . . er. . . Ta, . .5. 
un st ® . 
. on nn . ENTE Z 


rt 
oo. . . en . Prrhustinsdl, 
Bu - 
en re 0 sata 
4 , s ERROR Er) 
. . . . . . . . . . . . . ar Bra HA 3; 193% 
0 . Bi .. BEE 2) ⏑——134 yyıT. 
. . . . . . . fr. X 3]: Alcatel! aaa 32 De DE SE narlıtzr. 
. F NEED RETTEN MT. 
” 
1 
| 
N Ur le 
/ 
% 
% 





A 546342 





Be | 


